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Aufgabe 29:

(i) Es seien f,g: (0,1) — R Funktionen. Entscheiden Sie jeweils (durch Beweis oder Gegenbeispiel),
ob die folgenden Aussagen gelten:
(a) lir% f(z) =0und |g(z)| <8 firx € (0,1) = lim f(z)g(z)=0.
z—

x—0

. 2 . . . . .
(b) qlclg% f(z)? existiert = ilg%) f(x) existiert.

(ii) Es seien f,g: R — R stetige Funktionen mit f(x) = g(x) fiir alle € Q. Zeigen Sie, dass dann
bereits f(x) = g(z) fir alle z € R erfiillt ist.
Losungsvorschlag zu Aufgabe 29:
(i) (a) Behauptung: Es seien f,g: (0,1) — R Funktionen mit lin}) f(z) =0 und |g(z)| < 8 fir z €
_— z—
(0,1). Dann gilt lin%) f(z)g(x) = 0.
z—
Beweis: Es sei (x,) eine Folge in (0,1) mit z, — 0 (n — o0). Dann konvergiert wegen
=8|f(zn)| < f(zn)g(zy) < 8|f(xy)| das Produkt f(x,)g(x,) — 0 (n — oo0) nach dem Sand-
wichkriterium. Per Definition der Konvergenz gilt also lin}J f(z)g(x) = 0. O
z—
(b) Behauptung: Es existieren Funktionen f: (0,1) — R, sodass lin}J f(z)? existiert, der Grenzwert
_— z—

lim f(x) aber nicht existiert.
z—0
Beweis: Wir betrachten die Funktion

17 Z‘EQ,

f: (0,1)—>R,x»—>{17 r R\ Q.

Um zu sehen, dass der Grenzwert lir% f(z) nicht existiert, betrachten wir die Folge (z,,) defi-
z—

niert durch

1
s n gerade,
Tn = L n ungerade
\/i,n7 g N

Da /2 irrational ist, gilt f(z,) = (—1)" fiir n € N. Die Folge (f(x,))5; konvergiert nicht,
weshalb der Grenzwert liII%J f(z) nach Definition nicht existiert.
xr—

Zuletzt gilt f(x)? =1 fiir € (0,1) und damit auch lir% flx)? =1. O
z—

(ii) Behauptung: Es gilt f(z) = g(z) fiir alle z € R.

Beweis: Es sei x € R. Dann existiert eine Folge (z,,) in Q mit z,, — « fiir n — co Aus der Stetigkeit
von f und g folgt nun
f@) = tim f(r,) = lm gr,) = g(z),

n— oo

womit die Behauptung gezeigt ist. O
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Aufgabe 30 (K):

(i) Untersuchen Sie jeweils, ob der Grenzwert existiert und bestimmen Sie gegebenenfalls dessen Wert.
Als Werte sind auch co und —oo zugelassen.

. sin(z) .z 23\ %3
® = ) 352023«“90) )
. E(x) 22+ 1) (2 —4)

(ii) Bestimmen Sie alle € R, in denen die folgende Funktion f: R — R stetig ist:

2230 e R\ {-3,3]},

29

) .13:—3,

fz) =

[N

, r =3.
(iii) Zeigen Sie mithilfe des Zwischenwertsatzes, dass die folgende Gleichung eine Losung x > 0 besitzt:

E(cos(x)) — 27 = sin(z?).

Losungsvorschlag zu Aufgabe 30:

(i) (a) Behauptung: Es gilt lim w =0.
- T—00

Beweis: Es sei (z,,) eine Folge in (0, 00), die fiir n — co gegen oo divergiert. Dann gilt

0< sin(z,) _ |sin(z,)] < 1 o 0.
Mit dem Sandwich-Theorem folgt die Behauptung. O

(b) Behauptung: Es gilt xhﬁngo 55 ((1 + 2373)23 - 1) = 23.

Beweis: Es sei (x,) eine Folge in (0, 00), die fiir n — oo gegen oo divergiert. Dann gilt
ol 28 o)l i 23) (28\"sss) —i 23) (23"
23 Tn 2\ \o \F/ \2n Ir=ACVACH

23\ /23\° & 723\ 723\ ! e 25 /93
(7)) =) —*23+§_32<k)'°‘23'

k=2
O
(¢) Behauptung: lir% @ existiert nicht.
—_—
Beweis: Wir betrachten die Folgen (z,,) und (y,,) definiert durch z,, := %, y,, := -1 (n € N).
Dann gelten x,, — 0 und y,, — 0 fiir n — co. Weiter gelten
E n 1 n oo
() :nE<) >n-1 222 o0,
T n
und
E(y,, 1\ ! 1 nooo
) (D) cnep(2) e m
Yn n e
woraus die Behauptung folgt. O

2(x?+1) (2% —4)
|[?

(d) Behauptung: Es gilt lim
- x

——00
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Beweis: Es sei (z,,) eine Folge in (—o00,0), die gegen —oo divergiert fiir n — oo. Dann gilt

et ) -4) () (o) oy s
|z, | —z B a3 v )

Da2(1+ %2) (1 — T%) — 2 fiir n — oo existiert ein ng € N, sodass fiir alle n € N mit n > nyg

1 4 1 4
(1 5) (1 4) o <1 = 21 ) (1= ) ey

Damit folgt fiir alle n > nyg:

gilt:

(ii) Behauptung: f ist stetig auf R\ {—3} und unstetig in —3.

Beweis: Fiir alle x € R gilt 22 — 9 = (z + 3)(x — 3), d.h. 22 — 9 hat keine Nullstelle in R\ {3, 3}.
Daher ist f auf R\ {—3,3} als Quotient zweier Polynome stetig. Fiir alle x € R\ {—3, 3} gilt

a® =322 2?(x—-3) a?
2-9  (2+3)(x—-3) z+3

Ebenfalls weil Quotienten von Polynomen stetig sind, gilt

: a9 3

oy f(2) = lm =5 =5 =2 = /B)
somit ist f stetig in 3. Definiere die Folge () durch z,, := —3+% fiir alle n € N. Dann gilt z,, — —3
fiir n — co. Wegen 22 — 9 # 0 und x,, +3 — 0 fiir n — oo divergiert die Folge f(z,) = zi

Tn+3°
Daher ist f nicht stetig in —3. O

(iii) Behauptung: Die gegebene Gleichung besitzt eine Losung = > 0.

Beweis: Die Funktion f: [0,00) = R, f(x) := E(cos(z)) — x7 — sin(z?) ist als Komposition stetiger
Funktionen stetig. Ferner ist

£(0)=E(1) — 0 —sin(0) =e > 0
und
f(2) = E(cos(2)) =27 —sin(2®) < E(1) — 128 +1 < 4 — 128 = —124 < 0,

wobei wir ausgenutzt haben, dass die Exponentialfunktion monoton wachsend ist. Nach dem Zwi-
schenwertsatz existiert somit ein & € (0,2) mit f(#) =0, d.h. es gilt E(cos(#)) — 27 =sin(2%). O

Aufgabe 31:
(i) Wie miissen «, § € R gewihlt werden, damit die Funktion f: (0,00) — R,
VEREVERL D fir e > 1,
f(x) = B, fur z =1,
aw, fir0<z <1,

r—1

auf (0,00) stetig ist?
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(ii) Es sei f: R — R eine Funktion mit f(0) = 1 und f(z +y) < f(z)f(y) fir alle z,y € R. Beweisen
Sie die Aquivalenz

f ist stetig < f ist stetig in 0.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 31:
(i) Behauptung: Mit a = 3_—\/15 und 5 = —% wird die Funktion f stetig auf (0, c0).

VIV

Beweis: Als Verkettung stetiger Funktionen ist z — — ! stetig fiir x > 1 und genauso ist

23 —m2+2m—2

T p— stetig auf (0,1). Damit f auch in z = 1 stetig ist, muss gelten:
lim f(z) = f(1) = B= lim f().
z—14 r—1—
Es gilt:
Ve t1—Vetl Li1—(z+1)
lim f(z) = lim = lim z
r—14 r—14 z—1 rz—1+ (.’[7 _ 1)( 1 +1+ \/m)
1—2? -1
= lim < = lim (1 +2)
wﬁHx(m—l)(,/%—i—l—i—\/x—i—l) w_)1+m(1/%+1+\/x+1)
e S
1-(V24+v2) V2
Weiter gilt
S a2 42r -2 —1)(z% +2
lim f(z)= lim a2 G :a~limw
z—1— z—1— rz—1 z—1— z—1

=a- lim (z2+2)=a-3.
rx—1+

Somit muss gelten

! 1 1
Ja=——% <<= a=——%=
V2 3v2
und
| 1
= 1 = —7,
B=rfQ1) 7
was die Behauptung beweist. O

(ii) Voraussetzung: Es sei f: R — R eine Funktion mit f(0) = 1 und f(z +y) < f(z)f(y) fur alle
z,y € R.

Behauptung: Es gilt die Aquivalenz
f ist stetig <= f ist stetig in 0.

Beweis: =: Wenn f stetig ist, so ist f insbesondere stetig in 0.

<: Es sei nun umgekehrt f stetig in 0. Es sei 9 € R und (z,,) eine reelle Folge mit z,, — z¢ fir
n — o0o. Setze y, := x, — ¢ fur alle n € N. Aus der Ungleichung folgt

f(xn) = f(yn + 370) < f(yn)f(xO)

und

f(@o) = fan + (=yn)) < f(@n)f(—yn)
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fir alle n € N. Wegen y,, — 0 (und damit auch —y,, — 0) fiir n — oo und f(0) = 1 folgt aus der
Stetigkeit von f in 0, dass lim f(y,) = lim f(—y,) = f(0) =1 gilt. Somit ist f(—y,) > 0 fiir fast
n—oo n—oo

alle n € N. Daher erhalten wir aus den obigen beiden Abschitzungen die Ungleichung

§ (o)
(%) Py = f(an) < fyn) f(20)
fiir fast alle n € N. Auflerdem gilt ferner

f(@o)
f(_yn>

fiir n — co. Mit dem Sandwichprinzip folgt aus die Konvergenz

= f(xo) und  f(yn)f(wo) — f(w0)

d.h. f ist stetig in z¢. Da z¢ € R beliebig war ist f stetig. O

Aufgabe 32:
(i) Bestimmen Sie alle € R, in denen die folgende Funktion f: R — R stetig ist.

2_
fla) = {* e
i
T2 z e N.

(ii) Die Funktion f: R — R sei definiert durch

2 eqQ,
f(x)'{o, z€R\Q.

(a) Zeigen Sie, dass f in jedem x € R\ {0} unstetig ist.
(b) Begriinden Sie, dass f in 0 stetig ist.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 32:
(i) Behauptung: f ist stetig auf (R\ N) U {2,10} und unstetig auf N\ {2, 10}.

Beweis: An der Faktorisierung 2 — 5z + 4 = (x — 1)(z — 4) erkennt man, dass 22 — 5z + 4 keine
Nullstelle in R \ N hat. Somit ist f auf R\ N als ein Quotient zweier Polynome stetig. Fiir alle

x € R\ N gilt

2’ —x z(zx —1) x

x2—5x+4:(33—4)(a:—1) x—4

Wir betrachten die Folge (z,) definiert durch z,, := 4 4+ % fir alle n € N. Wegen x, — 4 und

Ty, —4 — 0 fiir n — oo folgt die Divergenz von

f<xn):l‘n—47

somit ist f nicht stetig in 4. Es sei nun y € N\ {4}. Fiir jede Folge (y,,) mit y,, — y fiir n — oo gilt

Yn 7 4 fiir fast alle n € N und

_3y—10
N y+2

lim f(y,) = lim In Y ynd f)

Tn—00 n—00 Ypn — 4 Yy — 4
f ist also genau dann stetig in y, wenn

y  3y—10

y—4 Y+ 2
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erfillt ist. Es gilt

y  3y—10
y—4  y+2

= yly+2)=By—10)(y —4)

— >+ 2y =3y% — 22y + 40
— 2% — 24y +40=0
= (y—2)(y—10) =0,

f ist daher stetig in 2 und 10 und unstetig in N\{2, 10}. Insgesamt ist f also stetig auf (R\N)U{2, 10}
und unstetig auf N\ {2,10}. O

(ii) (a) Behauptung: f ist in jedem x € R\ {0} unstetig.

Beweis: Wir zeigen, dass f weder auf Q \ {0}, noch auf R\ Q stetig ist.
Es sei zp € Q\ {0}. Fiir jedes n € N definieren wir z,, := z¢ + ? Wegen /2 € R\ Q ist

z, € R\ Q fiir alle n € N. Weiter gilt z,, —— xo und f(z,) = 0 =5 0 # xo = f(x0).

Infolgedessen ist f nicht stetig in z9. Da zo € Q\ {0} beliebig war, ist f nicht stetig auf Q\ {0}.

Sei nun zy € R\ Q. Wie wir aus der Vorlesung wissen, gibt es eine Folge (g,,) rationaler Zahlen
n—oo

mit g, — xg fiir n — oo. Dann gilt f(¢n) = ¢n —— 2o # 0 = f(x0). Infolgedessen ist f nicht
stetig in zg. Da x € R\ Q beliebig war, ist f nicht stetig auf R \ Q. O

(b) Behauptung: f ist in 0 stetig.

Beweis: Wir setzen xg := 0. Wegen zp € Q gilt f(xg) = xg = 0. Sei ¢ > 0. Wir miissen zeigen,
dass es ein 0 > 0 gibt, sodass |f(z) — f(xo)| < € fiir alle z € R mit |x — zo| = |z| < J gilt. Fiir
0 = ¢ > 0 folgt fiir alle x € R mit |z] < ¢:

|z| firzeQ

@) = sl =l = { o 2R o belel <o
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