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Aufgabe 33:
(i) Untersuchen Sie (durch Beweis oder Gegenbeispiel), ob die folgenden Aussagen fiir alle stetigen
Funktionen f: R — R und fiir alle Mengen A, B C R gelten:
(a) A abgeschlossen = f(A) abgeschlossen.

(b) B abgeschlossen = f~!(B) abgeschlossen.
(¢) A beschrinkt = f(A) beschrénkt.
(d) B beschrinkt = f~1(B) beschrinkt.

(ii) Es sei ) # D C R. Zeigen Sie, dass D genau dann kompakt ist, wenn jede stetige Funktion auf D
beschréankt ist.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 33:

(i) (a) Behauptung: Fiir abgeschlossene Mengen A gilt im Allgemeinen nicht, dass f(A) abgeschlossen
ist.

Beweis: Wir betrachten A := R und f := E (die Exponentialfunktion). Dann sind A abge-
schlossen und f stetig, aber f(A) = (0, 00) ist nicht abgeschlossen. O

(b) Behauptung: Ist B abgeschlossen, so ist auch stets f~!(B) abgeschlossen.

Beweis: Es sei B abgeschlossen. Weiter sei (a,) eine Folge in f~!(B), die gegen ein a € R
konvergiert. Es gilt zu zeigen, dass der Grenzwert a auch in f~1(B) liegt.

Da f stetig ist, konvergiert die Folge der Bilder (b,,) := (f(an))22, gegen b := f(a) fiir n — occ.
Wegen a,, € f~(B) gilt b, € B fiir alle n € N. Da B abgeschlossen ist, liegt auch der
Grenzwert b in B, d.h. a € f~1(B). O

(¢) Behauptung: Ist A beschriankt, so ist f(A) auch beschrénkt.

Beweis: Es sei A beschrankt. Dann ist die Menge A enthalten im Intervall [—-C, C] fiir hinrei-
chend grofles C' > 0. Dies ist ein abgeschlossenes beschrénktes Intervall, und damit nach [Satz
7.10| kompakt. Satz 7.11| besagt, dass auch das Bild f([—C,C]) kompakt, und insbesondere

beschrankt ist. Das Bild f(A) ist als Teilmenge von f([—C, C]) auch beschrénkt.

Bemerkung: Hier haben wir verwendet, dass auch die abgeschlossene Menge [—C, C] im Defini-
tionsbereich von f liegt. Es geniigt hier nicht, Funktionen zu betrachten, die nur auf A definiert
sind. Zum Beispiel ist die Menge (0, 1] beschrénkt, deren Bild unter f: (0,00) — R,z — 1

T

aber nicht. O
(d) Behauptung: Ist B beschrinkt, so ist f~*(B) im Allgemeinen nicht beschrinkt.

Beweis: Wir betrachten f: R — R,z +— 0 und B = {0}. Dann ist f stetig, B ist abgeschlossen,
aber f~!(B) = R ist unbeschrinkt. O

(ii) Behauptung: D ist genau dann kompakt, wenn jede stetige Funktion auf D beschrinkt ist.
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Beweis: " = 7: Es seien D kompakt und f: D — R eine stetige Funktion. Nach Satz 7.11 ist f(D)
ebenfalls kompakt. Insbesondere ist f(D) beschrankt, d.h. f ist beschrankt.

7 <= ": Es sei nun jede stetige Funktion auf D beschrénkt. Insbesondere ist also die stetige Funktion
idp: D — R,  — x auf D beschriankt. Also ist D = idp(D) nach Voraussetzung beschrankt. Auf
Grund von [Satz 7.10 (b) bleibt noch zu zeigen, dass D abgeschlossen ist.

Angenommen, D ist nicht abgeschlossen. Dann existieren eine Folge (z,,) in D und ein 2o € R\ D

mit x, — zo fir n — oo. Wir definieren die Funktion f: D — R, f(x) = |ac—1xo|' Dann ist f

stetig, denn die Betragsfunktion ist stetig und es gilt o ¢ D. Zudem gilt f(x,) = m — oo fur
n — 00, also ist f unbeschriankt, ein Widerspruch zur Voraussetzung. Also ist D beschrinkt und

abgeschlossen, und somit nach Satz 7.10 (b)| kompakt. O

Aufgabe 34:

(i)

(i)

Es seien a,b € R mit a < bund f: [a,b] — [a, D] sei stetig. Zeigen Sie, dass f einen Fizpunkt besitzt,
d.h. es existiert ein & € [a,b] mit f(Z) = 2. Gilt diese Aussage auch, wenn das abgeschlossene
Intervall [a,b] durch ein beliebiges Intervall ersetzt wird?

Gegeben sei die Funktion

x, x € [0,1],

F01UR3] =R, flz):= {:v—l x € (2,3].

Bestimmen Sie die Umkehrfunktion f~! und zeigen Sie, dass diese nicht stetig ist, obwohl die
Funktion f selbst stetig ist.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 34:

()

(i)

Voraussetzung: Es seien a,b € R mit a < b und f: [a,b] — [a, ] sei stetig.

Behauptung: Dann existiert ein & € [a,b] mit f(2) = Z.

Beweis: Definiere die Funktion g: [a,b] — R, g(z) := f(z) — . Dann ist g stetig als Komposition
stetiger Funktionen und es gilt:

gla) = fla) —a>a—a=0,
g(b) = f(b) =b<b—b=0.

Nach dem Zwischenwertsatz existiert ein & € [a,b] mit 0 = g(2) = f(2) — &, d.h. f(&) = 2.

Diese Aussage ist falsch, falls [a,b] durch ein anderes, z.B. ein offenes Intervall ersetzt wird. Die
Funktion f: (0,1) — (0,1), = + 22 hat keinen Fixpunkt (die Fixpunkte wiiren auf dem Rand des
Intervalls). O

Behauptung: Die Umkehrfunktion f=1: [0,2] — [0,1] U (2, 3] ist gegeben durch

—1 _ Y, yE[O,l],
/ (y)_{y+1, y e (1,2).

£~ ist aber nicht stetig in 1.

Beweis: f~1 ist als Polynom stetig auf [0,1) und auf (1, 2], aber nicht stetig in 1, denn es gilt:

lim f7'(y) =1#2= lim f~'(y).

y—1— y—1+
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Aufgabe 35 (K):
(i) Untersuchen Sie die folgenden Funktionen f: D — R jeweils auf gleichméBige Stetigkeit und Lip-

schitzstetigkeit.
() D=1[0,0), f(z) = V7, (b) D= (0,00), f(z) = %
(©) D=R, f(a)= ﬁ (d) D =(0,00), f(x)=log(x).

(ii) Zeigen Sie, dass eine Funktion g: N — R gleichméfig stetig ist. Ist eine Funktion h: Q — R ebenfalls
gleichméBig stetig? Begriinden Sie Thre Antwort.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 35:

(i) (a) Behauptung: Die Funktion f: [0,00) — R, f(z) = /x ist gleichméBig stetig, aber nicht
Lipschitz-stetig.

Beweis: 7u zeigen ist:

Ve >030>0Vz,y€[0,00): [z —y| <= |Vo—y| <e.
Es sei € > 0. Definiere § := €% > 0. Es gilt zunéchst fiir alle z,y € [0, 00):

o —y| < |a| + |yl =z +y <z+2VTV5+y = (VT + i)
d.h. es gilt
(%) Viz =yl < Ve +/y.

Es seien nun z,y € [0,00) mit | — y| < §. Dann gilt mit

| VA VDWER VD =yl .
Ve \/171—’ NEENG ‘_\/ﬂﬂgm“@ '

Als néchstes zeigen wir: VL > 03z,y € [0,00): |f(z) — f(y)| > L|z —y|.
Es sei L > 0 beliebig, setze 2 := 0 und y := 7337 € [0, 00). Dann gilt:
1 1

f(w)—f(y)=’\/6—m =11 o

(L+1)2
=(L+1)-|z—y|l>Llz -yl

d.h. f ist nicht Lipschitz-stetig. O
(b) Behauptung: Die Funktion f: (0,00) — R, f(x):= ﬁ ist nicht gleichméBig stetig und somit
auch nicht Lipschitz-stetig.

Beweis: Zu zeigen ist:

1 1
Je>0V6 >03z,y € O,oo:x—y<6und‘—2€.
(0,00): 2 ] G
-2
Setze € := 1 und sei § > 0. Definiere y := § und x := (1+%) .Dann gilt 0 < z <y =6,
also|x—y|:6—x<(5.Weitergilt%Zl+ﬁ>ﬁunddamit
R T DA B
VI oy NV YoV

O

¢ ehauptung: Die Funktion f: — R, x) = 3 1st Lipschitz-stetig un amit auc
Beh Die Funkti R R : +1m ist Lipschi i d dami h
gleichméfBig stetig.
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Beweis: Wir zeigen, dass f Lipschitz-stetig. ist. Dann ist f insbesondere gleichméBig stetig.

Fir z € R und p € N mit p < 4 gilt 1‘_7_':4 <1, denn ist |z] < 1sogilt [z’ <1 <1+ 2% also
[2|?

1727 < 1. Ist andernfalls |2| > 1 so gilt [2]” < 2z* und damit [2| < 1+ 2%, also gilt ebenfalls

|z]”
1424 <L

Fir z,y € R gilt:

1 1 zt —yt
T+at 1+ ‘(1+x4)(1+y4)
(@ + ) (= +y) (= —y) ‘ (#* +9*)(= +y)

(&) — F)] = \

— = x -
T+ 201+ D) Tr ity Y
< ( x> N 22y
“\A+a)(T 4y A+ +yt)
2 3
ry Y
+ + -
oo saem) e
S 4|£17 - y|7
d.h. f ist Lipschitz-stetig mit Konstante L = 4. O

(d) Behauptung: Die Funktion f: (0,00) — R, f(z) := log(z) ist nicht gleichméfBig stetig und
somit auch nicht Lipschitz-stetig.

Beweis: 7Zu zeigen ist:

Je>0V5>03z,y € (0,00): |& —y| < dund |log(z) — log(y)| > e.
Setze e :=1und seid > 0. Wahlez =dund y = g. Dann gilt |z — y| = ’6(1 — %)’ < 6. Zudem
gilt

|f(z) = f(y)| = |log(z) — log(y)| =

log(d) — log<g)‘ = |log(d) — (log(d) —log(e))| =1 =¢.

O

(ii) Behauptung: Eine Funktion g: N — R ist gleichméfig stetig.

Beweis: Es sei € > 0. Wéhle etwa § = % Es seien nun z,y € Nmit |z —y| < § = % Dann gilt

z =y und somit |g(z) — g(y)| =0 < e. O
Behauptung: Eine Funktion h: Q — R muss nicht gleichméBig stetig sein.

Beweis: Gegenbeispiel: Wir betrachten

1240
h:Q—R, h(z) =4 %’ ’
Q () {O, z=0.

Fiir die Folgen (z,,) und (y,,) definiert durch z,, := X bzw. y,, :== —15 (n € N) gilt dann z,, — y,, —

0 (n = o0), aber h(z,) — h(y,) = n — (n — 1) = 1 konvergiert nicht gegen 0, d.h. h ist nicht
gleichméafig stetig. O

Aufgabe 36:
(i) Es sei o > 0. Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte:

1
(@) lim 18

, (b)  lim x%log(x), (¢) lim z”.
r—0+

r—oo ¢ z—0+

(ii) Zeigen Sie mithilfe des Zwischenwertsatzes, dass die folgenden Gleichungen jeweils eine Losung
x > 0 besitzen:

(a) x—log(l+ 2?) = 100, (b) 3*—2%®-3=0.
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 36:

(i) Voraussetzung: Es sei a > 0.
log(z) _ 0.

T

(a) Behauptung: Es gilt lim
- xr—r 00
Beweis: Es gilt nach Aussage 6.5

]. [0} — 1
Yy _ Y y—ooo L
ey a e a

0=0.

Da y = log(z) === 00, folgt mit der Substitution y = log(z):

. 3 3 « —
(b) Behauptung: Es gilt Ilir(r)ler log(x) = 0.

Beweis: Gemafl Aufgabenteil (a) gilt

1

lim Lg(y) =0.

y—oo Yy«

1.

L o (1\° 1 . —logly)
xl_l}r&x log(z) = lim () log(> = lim —** =0. O

Yy—oo \ Y Yy Y—00 yo‘

Wegen y = % — oo fiir £ — 0+ erhalten wir mit der Substitution y =

(c) Behauptung: Es gilt lim a® = 1.
Y =0+
Beweis: Fiir alle z > 0 gilt: 2% = e*1°8(®)  Aus Aufgabenteil (b) folgt fiir o = 1: li%l+ xlog(x) =
x—
0. Mit der Stetigkeit der Exponentialfunktion folgt

lim 2% = lim e%'°8(®) — 0 = 1.
x—0+ x—0+

(ii) (a) Behauptung: Die Gleichung besitzt eine Losung = > 0.

Beweis: Die Funktion f: [0,00) = R, f(z) := z —log(1 +2?) — 100 ist stetig als Komposition
stetiger Funktionen mit

£(0) =0 —log(1) — 100 = —100 < 0
und
£(1000) = 1000 — log(1 4 1000?) — 100 > 900 — log(10”) = 900 — 7log(10)
> 900 — 7log(e®) = 900 — 21log(e) = 900 — 21 = 879 > 0,

wobei wir ausgenutzt haben, dass der Logarithmus monoton wachsend ist. Nach dem Zwi-
schenwertsatz existiert also ein # € (0,1000) mit f(2) =0, d.h. & — log(1 + £2) = 100. O

(b) Die Gleichung besitzt eine Losung = > 0.

Beweis: Die Funktion f: [0,00) — R, x + 3+ 2 — 3% ist als Komposition stetiger Funktionen
stetig. Es gilt

F0)=340°-3"=3+0-1=2>0,
f(4)=3+64-81=-14<0.

Nach dem Zwischenwertsatz existiert ein & € [0,4] mit f(Z) = 0. Da f(4) < 0 < f(0) ist
& € (0,4), also insbesondere & > 0. Dieses & 16st die gegebene Gleichung. O
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