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Aufgabe 37:

(i) Essei 0 #£ D C R und (f,,) eine Folge von Funktionen f,,: D — R, welche punktweise auf D gegen
eine Funktion f: D — R konvergiert. Zeigen Sie: (f,,) konvergiert gleichméBig gegen f auf D genau
dann, wenn fiir jede Folge (x,,) in D gilt:

n—oo

(ii) Es sei fy: [a,b] = R (n € N) eine Folge monoton wachsender Funktionen mit
(a) fau(a) >0 (n€N), (b) li_>m fn(b) = 0.
Zeigen Sie, dass (f,) dann gleichméBig auf [a, b] gegen 0 konvergiert.

(iii) Untersuchen Sie die folgende Funktionenreihe auf punktweise und gleichméfiige Konvergenz:

Losungsvorschlag zu Aufgabe 37:

(i) Voraussetzung: Essei ® # D C Rund (f,) eine Folge von Funktionen f,,: D — R, welche punktweise
auf D gegen eine Funktion f: D — R konvergiert.

Behauptung: (f,) konvergiert gleichméBig gegen f auf D genau dann, wenn fiir jede Folge (z,) in
D gilt

n— oo

Beweis: =: Es sei also (f,) gleichméfliig konvergent gegen f und € > 0 vorgegeben. Dann gibt es
ein N € N| sodass fiir alle n > N und alle x € D gilt:

[fnlz) = f(z)] <e.

Folglich gilt dies auch fir x = z,,.

<: Angenommen (f,,) ist nicht gleichméBig konvergent gegen f. Dann gibt es ein g9 > 0, sodass es
fiir jedes N € N ein n > N und ein z(n) € D gibt mit

[fu(z(n)) = fz(n))] = 0.

Definiere die Folge (x,) durch z,, := x(n) (n € N). Dann konvergiert f,(z,) — f(x,) nicht gegen
0. O

(ii) Voraussetzung: Es sei f,: [a,b] — R (n € N) eine Folge monoton wachsender Funktionen mit
(@)  fa(a) 20 (n€N), (b)  lim fu(b) =0.

Behauptung: Die Funktionenfolge (f,,) konvergiert gleichméBig auf [a, b] gegen 0.
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Beweis: Fiir alle n € N gilt wegen der Monotonie
0 < fn(a) < fulx) < fr(b) fir alle z € [a, b)].

Es sei nun € > 0. Wegen der Eigenschaft (b) existiert ein ng € N, sodass 0 < f,,(b) < e fur alle
n > ng. Wegen der Monotonie erhalten wir

Vn > ng Ve € [a,b]: 0 < fr(z) < fr(b) <e.

Somit gilt insgesamt
Ve > 03ng € NVn > ng Vo € [a,b]: |fn(z) — 0] <¢,
also konvergiert (f,,) auf [a,b] gleichmaBig gegen 0. O

L) 1
n=1 nx—n?2

(iii) Behauptung: Die Funktionenreihe > konvergiert auf (0,1) punktweise und gleichméBig.

Beweis: Fiir alle n € Nmit n > 2 und z € (0,1) gilt
1

1 1 1 1 1
nx —n? .

< —- < =:anp.

“hnn-z n n—17" (n—1)2

Setze a1 := 1. Dann ist die Reihe Zflozl an konvergent und es gilt ’ﬁ‘ < a, fir alle n > 2 und

alle z € (0,1). Nach dem Kriterium von Weierstra konvergiert > >° | —L— auf (0,1) gleichméBig,
und daher insbesondere auch punktweise. O

Aufgabe 38 (K):

(i) Untersuchen Sie die folgenden Funktionenfolgen bzw. -reihen auf punktweise und gleichméfige Kon-
vergenz und geben Sie gegebenenfalls die Grenz- bzw. Summenfunktion an:

(a)  fn:[0,00) > R, fo(z) =2 ™ (n€N), O (ff%, fir z € R,
n=0
(¢) fa:0,1] = R, fu(z):=nz(l—2)" (n €N).
(ii) Bestimmen Sie alle z € R, in denen die folgenden Funktionen f: R — R differenzierbar sind und
berechnen Sie dort deren Ableitung.

() fla) = {x%m(m)’ o #0,

0, z =0, (d)  f(z):=1+2%)"

Losungsvorschlag zu Aufgabe 38:
(i) (a) Behauptung: Die Funktionenfolge (f,) konvergiert gleichméfig und insbesondere punktweise
gegen die Funktion f: [0,00) = R, f(x):=0.
Beweis: Wir zeigen gleichméfige Konvergenz, woraus sich dann auch die punktweise Konver-
genz ergibt. Fiir alle z € [0, 00) gilt
e N Sk
e _z%n! —1+x—|—z:2n! >z,

d.h. Z < 1. Damit folgt fiir alle n € N und z € [0, 00):

eT

S|
le)
s
Z8
S|

fo(@) — f(z)| = ze™ =

|
IN

Wegen % — 0 fiir n — oo folgt die Behauptung. O

o0 .
(b) Behauptung: Die Funktionenreihe (fféf;n konvergiert auf R punktweise, aber nicht gleich-
n=0

méBig gegen die Funktion f: R — R,
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Beweis: Es sei z € R. Fiir z = 0 ergibt sich wegen sin(0) = 0 direkt > % =0= f(0).

Fiir x # 0 ist die geometrische Reihe > 7 (1 o ) konvergent und damit ergibt sich

> sin(x) . > 1 " ) 1 ) 1+ 24
nz::o (1+a)" :Sm(x)z_:<1+x4> =sin(e)- - =sin(@)

Somit konvergiert (f,) punktweise gegen f.
Firr z # 0 gilt f(x) = sin(z) + “2& . Nach Vorlesung gilt hm gm(z) = 1, 2 divergiert
aber fir x — 0. Somit existiert der Grenzwert von f(x) fir x —> 0 mcht meesondere ist f

in 0 nicht stetig. Damit kann die Konvergenz der stetigen Funktionen si: R — R, si(z) :=

Zﬁ:o (ffif))n (k € N) gegen f nicht gleichméafig sein (vgl. Satz 8.3 b). O

(¢) Behauptung: Die Funktionenfolge (f,,) konvergiert punktweise, aber nicht gleichméBig gegen
die Nullfunktion f: [0,1] = R, f(z):=0

Beweis: Es gilt f,(0) =0 — 0 fiir n — oo. Fir z € (0,1] gilt (1 —z) € [0,1) und damit folgt
Vine(l—z)?| = Yn¥z(l—2) =5 1.1-1-2)=1-2 < 1.

Nach dem Wurzelkriterium konvergiert daher die Reihe > 7 | (nz(1 — z)™) und somit ist die
Folge (nz(1 — z)™) eine Nullfolge. Somit ist die punktweise Konvergenz von (f,) gegen die
Nullfunktion gezeigt.

Weiter gilt fiir die Folge (+) in [0, 1]:

1 1 1\"
n n n
fiir n — co. Nach Aufgabe 37 (i) ist die Konvergenz daher nicht gleichmafig. O

(ii) (a) Behauptung: f ist differenzierbar mit Ableitung

o {émn@) O

Beweis: Fiir alle x # 0 ist f als Verkettung differenzierbarer Funktionen differenzierbar und

es gilt
fx) = 2335111(;) + 2? cos<i> . (—;) = 2xsin(;> — cos(;).

Weiter gilt fiir z # 0

und damit folgt

< ||

1
Sin()‘<| | 229 o,
X

d.h. f ist differenzierbar in 0 und es gilt f/(0) = 0. O
(b) Behauptung: Die Funktion f ist auf R differenzierbar mit Ableitung

2

14 22

fl(x) = <log(1+x2)+ )(1+x2)$.
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Beweis: Es gilt

f(SL‘) — e log(14x2)

fiir alle € R. Somit ist f als Verkettung differenzierbarer Funktionen differenzierbar und es
gilt
2z 2

1422

f(x)=¢" log(1-+2%) (log(l +2?) ) = <log(1 +z?) + )(1 + z?)*.

1422

Aufgabe 39:

(i) Es seien f,g: R — R zwei Funktionen. Die Funktion f sei stetig in 0 und g sei differenzierbar in 0
mit g(0) = 0. Zeigen Sie, dass das Produkt g- f: R = R, (g- f)(x) := g(z) f(x) in 0 differenzierbar
ist und berechnen Sie die Ableitung.

(ii) Bestimmen Sie alle € R, in denen die Funktion f: R — R differenzierbar ist, und berechnen Sie
fiir diese x die Ableitung f'(x):

z* =223 + 22, fallsz € R\Q,
fla) = { '

0, falls z € Q.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 39:

(i) Voraussetzung: Es seien f,g: R — R zwei Funktionen, wobei f stetig in 0 ist und g differenzierbar
in 0 ist mit g(0) = 0.

Behauptung: Das Produkt ¢ :=g- f: R =R, ¢(x) := (g f)(z) := g(z) f(x) ist in 0 differenzierbar
mit Ableitung ¢'(0) = (¢ - f)(0) = £(0) - ¢'(0).
Beweis: Fir alle h # 0 gilt

P0+1) = o0) _ g(h)f(h) —g(0F(O) _ gf(h) _ 0 9(h) =~ 9(0)
I h " N

Da f in 0 stetig ist, gilt f(h) — f(0) fir h — 0. Da g in 0 differenzierbar ist, gilt M — 4'(0)
fir A — 0. Insgesamt gilt also

w = f()- 0 £(0)-4'(0),

also ist ¢ nach Definition in 0 differenzierbar mit ¢’(0) = £(0) - ¢’(0). O
(ii) Behauptung: f ist genau dann differenzierbar, wenn z € {0,1}. In diesem Fall gilt f/(z) = 0.

Beweis: Fir x € R\ Q gilt f(z) = 22(x — 1)2. Es sei zunichst x € {0,1}. Dann gilt f(x) = 0, also

fla+h) = f(x) _ flz+h)

h B h

fir alle h € R\ {0}. Folglich gilt

’f(m}j—h)’ (x+h)?(x+h—1)?

h

<

fiir alle h € R\ {0}. Somit gelten
f(h) = f(0)
h
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und

1+ h)h

’f(1+h)—f(1)’<‘(l+h)h.( a

- = |h|(1+ R)? 2% 0,

d.h. f ist in diesen z differenzierbar mit f’(x) = 0.

Es sei nun « € R\ {0,1}. Wir zeigen, dass f in x nicht stetig ist, somit kann f dort auch nicht
differenzierbar sein.

1. Fall: Es sei # € Q. Dann gilt f(z) = 0. Wahle eine Folge (z,) in R\ Q mit z,, — z fiir n — 0.
Dann gilt

Flan) = a5 (an = 1)? 255 220 = 1) # 0= f(2),
also ist f nicht stetig in x.

2. Fall: Es sei x ¢ Q. Dann gilt f(z) = 2?(x — 1)? # 0. Wihle eine Folge (x,,) in Q mit x,, — x fiir
n — oo. Dann gilt f(z,) = 0 =2 0 # f(x), also ist f nicht stetig in . O

Aufgabe 40:
(i) Es sei o € R. Bestimmen Sie die Ableitung der Funktion f: R — R,

1
x%e” 22, falls x > 0,
f) = {0, falls z <0,

in allen Punkten z € R, in denen diese existiert.
(i) Es seien a > 0 und die Funktion f: R — R, z +— |z|” gegeben. Zeigen Sie:

f ist in O differenzierbar <— a > 1.

(iii) Zeigen Sie, dass die im folgenden definierten Funktionen f: R — R differenzierbar sind, und be-
rechnen Sie fiir jedes z € R die Ableitung f/(z):

(a) f(z):=(a*+1)e*", (b)  flz):= |22 — 4],
Losungsvorschlag zu Aufgabe 40:
(i) Voraussetzung: Fir o € R sei die Funktion f: R — R gegeben durch

1
e =2, fallsx >0,

J(w):= {O, falls x < 0.

Behauptung: Die Funktion f ist auf R differenzierbar mit Ableitung

f(x) = {x( +2), 2>0,

o, z <0.

Beweis: Fir © # 0 ist f differenzierbar, da f auf (—oo,0) identisch 0 ist und auf (0,00) eine
Verkettung differenzierbarer Funktionen ist. Es gilt also f/(z) = 0 fir z < 0 und fiir > 0 erhélt
man

2 2

W existieren. Es gilt lim % =

Damit f in 0 differenzierbar ist, muss der Grenzwert lim
x—0 z—0

0. Weiter gilt
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Wir machen nun eine Fallunterscheidung:
_ 1 . _ . _
Falla>1: lim 2% % % = lim 2! lim e 22 =0-0=0.
x—0+ x—0+ x—0+
_ 1 . _ 1

Falla=1: lim 2% 22 = lim e =% = 0.
x—0-+ z—0+

1

Fall a < 1: Substituiere ¢t = w%, also x = i Dann gilt

. 1 - o l(a-1) o l(1-a) -
lim z® e 22 = lim ¢ 2@ Vet = lim ¢z(-%e~t =0,
z—0+ t— o0 t—o00

wobei die letzte Gleichheit eine Folgerung aus dem Grenzwert lim ;—; =00 (p € Np) und 3(1—a) >
T—r00

0. Also existiert der Grenzwert lilgl+ @ und ist 0, d.h. f/(0) = 0. O
T—r

(ii) Behauptung: f ist genau dann in 0 differenzierbar, wenn o > 1 gilt.

Beweis: <= : Sei a > 1. Es gilt

o
fim O = FO) o IRE
h—0 h h—0
Also ist f in 0 differenzierbar.
= : Sei 0 < @ < 1. Dann gilt
h—0+ h h—0+ existiert nicht, a <1
und
lim f(0+h)_f(0) — lim _ha—l = _17 a=1
h—0— h—0— existiert nicht, a <1
Also ist f nicht differenzierbar in 0. O

(iii) (a) Behauptung: Die Funktion f ist auf R differenzierbar mit Ableitung f'(z) = x2(3+4m+3x4)em3
fiir alle z € R.

Beweis: Die Funktion ist als Verkettung differenzierbarer Funktionen differenzierbar. Mit der
Produkt- und Kettenregel ergibt sich fir alle z € R:

F(z) = 423" + (2% + 1)e” 322 = 22(3 + 4o + 32h)e™ .

(b) Behauptung: Die Funktion ist auf R differenzierbar mit Ableitung

ooy )6z(a®—4)?,  zeR\[-2,2],
fla)= {—6:5(1:2 —4)2, z€[-2,2).

Beweis: Definiere die Funktion g: R — R, g(z) := |z>. Auf R\ {0} ist g als Polynom
differenzierbar, in 0 ist g nach Aufgabenteil (ii) differenzierbar und fiir die Ableitung gilt
¢'(z) = 3z|z| (x € R). Somit ist f als Verkettung differenzierbarer Funktionen differenzierbar.
Mit der Kettenregel folgt fiir alle x € R:

f(@) =3(2® — 4)|2? — 4| - 22 = 6z (a® — 4)|2® — 4].

Fiir # € [-2,2] ergibt sich f'(x) = —6x(2? — 4)?, fir € R\ [~2,2] erhilt man hingegen
f'(z) = 6z(2? — 4)2. O

https://www.math kit.edu/iana2/lehre/hm1info2022w/ Seite 6 / 6


https://www.math.kit.edu/iana2/lehre/hm1info2022w/

