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Aufgabe 41:

(i) Bestimmen Sie alle lokalen Extremstellen der Funktion f: [-1,9] — R,

1‘5, x € [_171)a
92— (x—2)2, zell,3),
R EEICEC R
3r — 8, x € [3,4],
1?2, x € (4,9

(ii) Zeigen Sie, dass fur alle y > = > 0 die folgende Ungleichung gilt:
ylogy —xlogz < (y — x)(1 + logy).

Losungsvorschlag zu Aufgabe 41:

(i) Behauptung: f besitzt fir zo € {—1,3,9} ein lokales Minimum und fiir o € {2,4} ein lokales
Maximum, und keine weiteren lokalen Extrema.

Beweis: Es gilt f(—1) = —1 und f'(z) = 52* fiir x € (—1,1). Daher gilt f/(z) > 0 fir z €
(—1,1)\ {0} sowie f'(0) = 0 und folglich ist f auf [-1,1)\ {0} streng monoton wachsend. Also ist
f(=1) < f(z) fir x € (—1,1) und damit hat f in 2o = —1 ein lokales Minimum.

Es gilt f(2) =2 und f'(z) = 4 — 2z auf (1, 3). Daher gilt f'(x) > 0 fiir alle z € (1,2) und f'(z) <0
fiir z € (2,3). Also ist f auf (1,2) streng monoton wachsend und auf (2, 3) streng monoton fallend.
Somit gilt f(x) < f(2) fir € (1,3) und folglich hat f in 2 ein lokales Maximum.

Es gilt f(3) =1 und f(z) =3z —8 > 1 fir x € [3,4). AuBerdem gilt f(x) > 1 auf (1,3), denn fiir
z € (1,3) ist (z —2)? < 1. Also hat f in zp = 3 ein lokales Minimum. Ferner gilt f/(x) = 3 fiir
x € (3,4) und daher ist f dort streng monoton wachsend.

Es gilt f(4) = 4 und f(z) < 4 fir z € (3,4). AuBlerdem gilt f(x) < 3 und somit insbesondere
f(x) < 4 fiir alle z € (4,9). Also hat f in 4 ein lokales Maximum. Ferner ist f/(z) = —1% < 0 fiir
2 € (4,9) und damit ist f dort streng monoton fallend.

Es gilt f(9) = 3 und f(z) > 3 fiir z € (4,9). Somit hat f in 9 ein lokales Minimum.

Wir missen nun noch ausschliefen, dass f weitere lokale Extrema besitzt: auf den Intervallen
(—1,0),(0,1),(1,2),(2,3),(3,4) und (4,9) ist, wie wir oben gesehen haben, f jeweils entweder nur
streng monoton fallend oder nur streng monoton wachsend. Dort kann also kein lokales Extremum
von f existieren. Es sei § € (0,1). Dann gilt fiir alle x < 0 mit |z| < J, dass f(z) = 2° < 0 und
fir alle z > 0 mit |z| < §, dass f(x) = 25 > 0. Also hat f in 0 kein lokales Extremum. Fiir alle
zmit [z —1] < dund z < 1 gilt f(z) = 2° < 1 und fiir alle z mit |z — 1] < 6 und = > 1 gilt
f(x) =2 — (z —2)% > 1. Somit hat f in 1 ebenfalls kein lokales Extremum.

Das globale Maximum wird somit an der Stelle z = 4 angenommen, das globale Minimum an der
Stelle z = —1. O

(ii) Behauptung: Fir alle y > x > 0 gilt die Ungleichung

ylogy —xlogz < (y — x)(1 + logy).
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Beweis: Definiere f: (0,00) — R durch f(t) := tlogt. f ist als Produkt differenzierbarer Funktionen
differenzierbar und mit der Produktregel erhdlt man f’(t) = logt + 1 (¢ € (0,00)). Nach dem
Mittelwertsatz gibt es ein £ € (z,y) mit

fly) = f@) =y —2)- f (&)
Da f’ monoton wéchst, gilt f/(§) < f/(y) fir alle £ € (x,y). Zusammen mit y — z > 0 folgt

ylogy —zlogz = f(y) — f(z) < (y—x)- f'(y) = (y — x)(1 + logy).

Aufgabe 42 (K):
(i) Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte, falls sie existieren:

sin(sin(z)) ¥ —x

(a)  lim — (b)  lim sin(v/z) — sin(vVa + 1), (c) lim T2 +log(a)
(i) Es sei f: [0,00) — [0,00) definiert durch f(z) := (23 4 x)y/Z. Zeigen Sie, dass f bijektiv ist und
berechnen Sie die Ableitung der Umkehrfunktion in 544, d.h. (f~1)’(544). Hinweis: Verwenden Sie,
dass f(64) = 544.

(iii) Zeigen Sie, dass die Funktion f: [-1,1] — R, f(x) := (1 + 2?)arctan(z) Lipschitz-stetig ist mit
Lipschitz-Konstante L = 7 + 1.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 42:
sin(sin(x))
x

(i) (a) Behauptung: Es gilt lir% =1.
—_— z—

Beweis: Wir setzen f(x) := sin(sin(z)) und g(x) := z fiir € R. Dann sind f und g differen-

zierbar. Ferner existiert limO g :gg (siehe unten) und es gilt
z—

lim f(z) = lim g(z) = 0.

z—0 z—0
Damit erhalten wir nach den Regeln von de 'Hospital:

lim — lim cos(sin(x)) - cos(x) 1 L
z—0 xT z—0 1 1

sin(sin(x))

(b) Behauptung: Es gilt lim sin(y/z) — sin(v/z + 1) = 0.
- xr—r o0
Beweis: Definiere f: [1,00) — R, z + sin(y/z). f ist als Komposition von auf [1,00) ste-

tigen und auf (1,00) differenzierbaren Funktionen ebenfalls auf [1,00) stetig und auf (1, c0)
differenzierbar. Es sei nun z € [1, 00). Nach dem Mittelwertsatz existiert ein € € (z, x4 1) mit

sin(v) —sin(va +1) = f(z) = flz +1) = /() - (& = (z + 1)) = —f'(§) = —cos(V/€) - 2E

Daraus folgt

‘ -

T—00

|sin(\/5) — sin(\/mﬂ = ’COS(\/E)‘ )

IN
—_

[N}
=
N |
Sl

- ¥ —x
(C) Behauptung Es gllt QI:L)H11 Tlog(w) = 2.
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Beweis: Wir setzen f(z) := 2 —z und g(z) := 1 — z + log(x) fir x > 0. Es gilt f(z) =
elog(@”) = e7108(*) - Also sind f und ¢ zweimal differenzierbar mit

1 1
f(x)=2"- <log(x) +z- x) —1=2"log(z)+1)—1, ¢'(x)=-1+ e
£(2) = " o) + 1)+ §(@) =~
z’ x?
Ferner existiert lim £ ,/:(l') (siehe unten) und es gilt
z—19 (a:)
lim f(z) = lim g(2) = lim f"(z) = lim ¢'(z) = 0.
Damit erhalten wir durch zweifaches Anwenden der Regeln von de I’Hospital:
lim x® —x T (log(z) +11) -1
z—11—x+log(z) a—1 -1+
o oz%(log(z) +1)2+2%- L 141
= lim i L = = —2.
rz—1 —= -1

x

(ii) Voraussetzung: Es sei f: [0,00) — [0,00) definiert durch f(z ) = (23 + 1)/
Behauptung: Die Funktion f ist bijektiv und (f~1)'(544) = 149.

Beweis: Als Verkettung differenzierbarer Funktionen ist f auf (0, 00) differenzierbar und es gilt fiir
€ (0,00)

fl(z) = (;x_S +1>f+ (xs —|—x) N

Also gilt f/ > 0 auf (0,00) und somit ist f auf (0, 00) streng monoton wachsend nach Satz 9.10. Da
f auf [0, 00) stetig ist, ist f damit auf [0, 00) injektiv. Es gilt f(0) = 0 und f(z) — oo (x — c0). Mit
dem Zwischenwertsatz folgt f(]0,00)) = [0,00), d.h. f ist surjektiv. Insgesamt ist f also bijektiv.

Da f(64) = (64% + 64) V64 = (4 4 64)8 = 544 liefert der Satz 9.3|iiber die Differenzierbarkeit der

Umkehrfunktion
1 1
(f71)'(544) = 57— =
64 1 -2
f(64) (5-64 3+1)\/6 (643+64)Qr
. 1 I S B '
TR eOTO) reeied ] EEE I

(iii) Voraussetzung: Es sei die Funktion f: [~1,1] — R gegeben durch f(z) := (1 + z?) arctan(z).
Behauptung: Die Funktion f ist Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L = 7w + 1.
Beweis: Als Produkt stetiger Funktionen ist f stetig. Weiter ist f als Verkettung differenzierbarer

Funktionen differenzierbar auf (—1,1). Es seien z,y € [—1,1], 0.B.d.A. gilt z < y. Nach dem
Mittelwertsatz (Satz 9.7)) existiert ein £ € (z,y) mit

fly) = flx) = F (€ — ).

Weiter berechnen wir

f'(z) = 2z arctan(z) + (1 4 z?) - = 2z arctan(z) + 1,

14 2?2
somit gilt [f'(z)] <2-1-F +1=m+1 fiir alle 2 € [~1,1]. Damit erhalten wir

(@) = f(y)] < (7 + D]z —yl.
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Aufgabe 43:

Wir betrachten wieder die Potenzreihen Sinus hyperbolicus und Cosinus hyperbolicus,
o 2k+1 2k

(2k+ 1)V

sinh: R —- R,z —

oo
cosh: R - R,z — Z
k=0 k=0

x
(2k)!
fir x € R, mit Konvergenzradius oc.
(i) Bestimmen Sie die Ableitungen von sinh und cosh.
(ii) Zeigen Sie, dass sinh auf R streng monoton wéchst und dass sinh(R) = R gilt.

(iii) Zeigen Sie, dass die Umkehrfunktion Areasinus hyperbolicus arsinh := sinh™': R — R differenzier-

bar ist und zeigen Sie arsinh’(y) = —~— fiir y € R.
V1492

(iv) Zeigen Sie arsinh(y) = log(y + /¥y + 1) fir y € R.

Hinweis: Niitzliche Eigenschaften dieser Funktionen haben wir bereits auf Ubungsblatt 7 kennengelernt.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 43:

(i) Behauptung: Die Funktionen sinh und cosh sind beliebig oft differenzierbar. Die erste Ableitung ist
gegeben durch sinh’ = cosh bzw. cosh’ = sinh.

Beweis. Nach Ubungsblatt 7 gelten sinh(z) = 1e*—1e™® sowie cosh(z) = 1e®+1e™" fiir x € R. Fiir
die Terme auf der rechten Seite ist bekannt, dass es sich um beliebig oft differenzierbare Funktionen
handelt. Als Ableitung erhélt man fiir z € R:

sinh’(z) = 1e” — 2e7" - (1) = cosh(z),

cosh’(z) = 1e” + Je~" - (—1) = sinh(z)

Alternativ kann man die Ableitungen auch aus der Potenzreihe ablesen, z.B. ist

o 2kt * 2k + a2t S 2k
inh(z) =) ———— ~ sinh'(z)=) ——— o — = — cosh
sinh(z) kzzo O sinh’(z) kzzo k1) zz;) k)] cosh(zx)

fir z € R. Die Ableitung von cosh kann man &hnlich berechnen. O
(ii) Behauptung: sinh wichst streng monoton und es gilt sinh(R) = R.

Beweis: Wegen sinh’(x) = cosh(x) > 1 fiir € R ist sinh gemi8 Satz 9.10 streng monoton wachsend.
Weiter gelten

. o 1 1 —
sinh(z) =5 " —5 &% — o0 (z— 00),
— 00 —0
. o 1 1 —
sinh(z) =5 e -5 &% — —o00 (z— —00)
—0 —o0
(z——00) (z——00)

Da sinh als Potenzreihe stetig ist, nimmt sinh nach dem Zwischenwertsatz jede reelle Zahl als Wert
an, d.h. sinh(R) = R. O

(iii) Behauptung: Die Umkehrabbildung arsinh ist differenzierbar. Die Ableitung ist gegeben durch

arsinh’(y) = —— fiir y € R.

Vity?

Beweis: Aus Ubungsblatt 7 wissen wir, dass cosh(x)? = 1 + sinh(z)? gilt, und damit cosh(z) =
/1 4+ sinh(x)? fir z € R; dies werden wir bald bendtigen. Nach dem Satz 9.3 {iber die Umkehr-
funktion, wobei wir sinh’(z) = cosh(z) # 0 fiir y € R benutzen, ist arsinh differenzierbar, die
Ableitung ist fiir y € R gegeben durch

1 1 1
cosh(arsinh(y)) /1 + sinh(arsinh(y))? B VIt

arsinh’(y) = O

https://www.math kit.edu/iana2/lehre/hm1info2022w/ Seite 4 / 6


https://ilias.studium.kit.edu/goto.php?target=file_1896370_download&client_id=produktiv#page=87
https://ilias.studium.kit.edu/goto.php?target=file_1896370_download&client_id=produktiv#page=83
https://www.math.kit.edu/iana2/lehre/hm1info2022w/

v ehauptung: Es gilt arsinh(y) = log(y + /vy~ + iur y € R.
iv) Beh Es gil inh 1 241 f R

Beweis: Zuerst bemerken wir, dass wegen y + v/y2+1 > y + /y?> = y + |y| > 0 die Funktion
iR =Ry log(y++/y?+ 1) tatsichlich wohldefiniert ist. Diese Funktion ist differenzierbar als
Komposition differenzierbarer Funktionen. Wir berechnen die Ableitung als

/ 1 Y 1
= 1 =
7 y+\/y2+1< +\/y2+1> VyE+1

fir y € R. Zusammen mit Teil sehen wir, dass die Funktion g: R — R,y — f(y) — arsinh(y)
Ableitung konstant gleich 0 hat. Nach Vorlesung ist g Konstant. Wegen sinh(0) = 0 gilt aber auch
g(0) = log(0 + /0% 4+ 1) — arsinh(0) = 0 — 0, sodass g konstant gleich 0 ist. Also ist f = arsinh. O

Aufgabe 44:
(i) Beweisen Sie die folgende Ungleichung;:

|cos(e®) — cos(e¥)| < |z —y| fir alle z,y < 0.

(ii) Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte, falls sie existieren:

(a) lim 2’ + zlog(x) (b) 1 ( 1 1),

lim — [ — —
z—oo 341 z—0 z \ e  cosh(z)

Losungsvorschlag zu Aufgabe 44:

(i) Behauptung: Fur alle z,y < 0 gilt |cos(e®) — cos(e¥)| < |z — y|.

Beweis: Definiere f: (—00,0] = R, z — cos(e®). f ist stetig auf (—oo,0] und differenzierbar auf
(—00,0), Es gilt fiir alle z € (—o0,0):
f'(z) = —sin(e®) -e*, |f'(z)|<1-e"=1.

Zu z,y < 0 existiert nach dem Mittelwertsatz ein £ zwischen x und y mit

[cos(e”) — cos(e™)| = [f(y) = f@) =[] |z —yl < 1-|x -yl

24zl
(i) (a) Behauptung: Es gilt lim a” + wlog(z)

=0.
T—00 J;S + 1

Beweis: Wir setzen f(x) := 2? + zlog(z) und g(z) := 2® + 1 fiir z > 0. Dann sind f und g
zweimal differenzierbar mit

1
f'(z) =2z +log(x) + = - - = 22 4 log(x) + 1,¢'(x) = 322,

f'(@) =2+ % ¢'(z) = 6a.

Ferner existiert lim ch ::Ef; (siehe unten) und es gilt
xr—r0o0

lim f(z) = Jim g(z) = lim f'(z) = lim ¢'(z) = cc.

Tr—r00 Tr—r 00 T—r00

Damit erhalten wir durch zweifaches Anwenden der Regeln von de 1’'Hospital

2 1 27 +1 1 241 1
fim £ telog(@) . 2wtlogl@)+l g 245 L (1 1Y _
x—00 3 +1 T—00 3x2 z—oo0 6% z—o0 \ 3T 62
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1/1 1
(b) Behauptung: Es gilt lim — ( ) = _1.

@50z \ e cosh(x)

Beweis: Fir alle x € R\ {0} gilt:

1/1 1 _cosh(z) —e®  g(e"+e ") —e” (e —e ")  —sinh(z)
x \e® cosh(x) re®cosh(z) xe®cosh(r) ze®cosh(z)  we”cosh(z)
-1 sinh(z) —sinh(0) z»0 -1 . _,
- : = . sinh/(0) = — cosh(0) = —1
e® cosh(z) x—0 11 " ) cosh(0) ’
wobei wir ausgenutzt haben, dass sinh differenzierbar ist mit sinh’ = cosh. O
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