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Aufgabe 45:
(i) Es sei f: (0,00) = R, f(z) := /x. Berechnen Sie das 3-te Taylorpolynom T3f im Entwicklungs-
punkt 4.
(ii) Zeigen Sie die folgende Abschéitzung:
2

X

VItzzles -

fir alle x € [0, 00).

Losungsvorschlag zu Aufgabe 45:
(i) Voraussetzung: Es sei f: (0,00) — R gegeben durch f(z) := /.
Behauptung: Es gilt Tsf(,4) =2+ 1(z — 4) — g5 (x — 4)? + 5 (2 — 4)? fiir alle z € (0, 00).

Beweis: Es gilt f € C°°((0,00)) und daher berechnen wir fiir z € (0, 00):

R S SN S
f(x)_Q I_Zm 27 f(4)_4a
w1 " o1 rr 1
" 3 —2 " 3 1 3 1 3
= — 2 4) = — . = = — = ——
Fi(@) = g7, 7o) 8y 8 32 256
Damit folgt
3
f(k)(4) k 2 0 1 1 1 2 3 1 3
T 4) = P = ) (2 —4) - — (=42 — . (r—4
L e D (R A R (U I L
1 1 1
=24 (z—4)— —(z—4)2+ —(z —4)%.
+4(x ) 64(:c )+512(w )
O

2

(ii) Behauptung: Fiir x € [0,00) gilt V1+2 > 1+ 3 — &

Beweis: Wir betrachten die Funktion f: [0,00) = R, f(z) := v/1+ z. Dann ist f € C°°(]0,00))
und fiir x € [0, 00) gilt

!/ 1 " 1 " 3
= —, x)=— , = .
f@) 2V/1+x (@) 4(1+x)2 /@) 8(1+z)3
Damit erhalten wir
2
M0 Lo
TQf(I7O)—];) S f1+§x7§z

https://www.math kit.edu/iana2/lehre/hm1info2022w/ Seite 1 / 6


https://www.math.kit.edu/iana2/lehre/hm1info2022w/

Fir z = 0 gilt in der behaupteten Ungleichung sogar Gleichheit, sei nun also x > 0. Dann existiert
nach dem Satz von Taylor (Satz 9.20) ein £ € (0, x) mit

f///(f) 1
f(x) =Tz f(z,0) + T P =Tyf(x,0) + mx?’

Wegen =23 > 0 erhalten wir die behauptete Abschitzung
16(1+€)2
1 1,
Vi+ax=f(z)>Tof(z,0) =1+ 3%~ g%
O
Aufgabe 46:

(i) Es sei f: (=2,00) = R, f(z) := log(x 4 2). Berechnen Sie das 3-te Taylorpolynom T5f zu f im
Entwicklungspunkt 1 und zeigen Sie, dass gilt:

(Tsf)(x) = f(z)] <0.02 (z€[0,2]).

(ii) Zeigen Sie, dass fiir den Tangens tan: (—% g) — R gilt: tan((—% %)) = R. Zeigen Sie weiter, dass
die Umkehrabbildung Arkustangens arctan: R — (—% g) differenzierbar ist und berechnen Sie die

Ableitung.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 46:
(i) Voraussetzung: Es sei f: (=2,00) — R gegeben durch f(x) := log(z + 2).
Behauptung: Fir das 3-te Taylorpolynom T35 f im Entwicklungspunkt 1 gilt

(Tsf)(x) = f(z)] <0.02 (2 €[0,2]).

Beweis: Es gilt f € C*((—2,00)) und daher berechnen wir die ersten drei Ableitungen: es gilt fiir

x € (—2,00):
f@0= 55 M@= 0= 5o
Somit erhalten wir
Tuf (2, 1) = log(3) + %(x _1- % -1+ 237 a1y
— log(3) + %(w _1)- %(:}3 1%y é(w _1p,

Nach dem Satz von Taylor existiert zu x € [0,2] ein £ zwischen z und 1, sodass gilt:

3. k) (4) (4)
sy =3 T We oy T8 e o) + 0 -1
k=0

Wegen z € [0,2] gilt |z — 1| < 1. Fiir alle t > —2 haben wir weiter f*(t) = ﬁ. Dies liefert

wegen & € [0,2]
(4) 1 1
Tafte 1) - £l = | S5 - 1 = CEE 0] < o)
1 6 1 1 1 1
T v 1 2 T 6a s 02

O

(ii) Behauptung: Es gilt tan((—%, %)) = R. Die Umkehrabbildung arctan: R — (=%, %) ist differen-
zierbar mit arctan’(z) = ——
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Beweis: Der Tangens tan: (f%,g) — R ist differenzierbar mit Ableitung tan’(z) = ﬁ(z) =
1+tan®(z) >0 (z € (fg, g)) Also ist tan auf (fg, g) streng monoton wachsend, die Umkehrab-

bildung existiert also. Weiter gilt fiir € (0, 3)

sin(x) z—7%
tan(z) = COSEI)) —2 +o0,

fir z € (—5,0) gilt

sin(z) z—-%
tan(z) = cos() —2 —o0.

Da tan stetig ist, nimmt tan nach dem Zwischenwertsatz jeden reellen Wert an, d.h. tan((fg, %)) =
R. Somit gilt arctan := tan~!: R — (—g, g) Nach [Satz 9.3|ist arctan differenzierbar und es gilt

1 T 7T>)

- tan’(arctan(x)) T 1422 (e (_5’ 2

arctan’(x)

Aufgabe 47 (K):
(i) Es seien a,b € R mit a < bund f € C*([a,b]). Berechnen Sie die folgenden Integrale mithilfe des 1.
Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung, indem Sie jeweils eine Stammfunktion ermitteln.

b 1 Q2
(®) / f@f(@)de, (b) /0 —63 —?—x4a:—5 ixlgx5+ 12 az,
(C) /0I (Cosg(x) n 4$> etan(a:)+x2 dz, (d) /; C(;Csa(n\(/»a\:/)f)/f dx.

(ii) Es sei f: R — R zweimal differenzierbar und f und f” seien beschriankt. Beweisen Sie, dass dann
auch f’ beschrankt ist.

Hinweis: Verwenden Sie den Satz von Taylor.
Losungsvorschlag zu Aufgabe 47:

b
(i) (a) Behauptung: Es gilt / f(x)f(z)dx = §(f(b)2 — f(a)?).
Beweis: Wegen f € C*([a,b]) ist die Funktion g: [a,b] — R definiert durch g(z) := f(z)- f'(z)
stetig und somit Riemann-integrierbar. Nach der Produktregel gilt fiir G: [a,b] — R definiert
durch G(z) := % f(z)?, dass G’ = g auf [a,b], d.h. G ist eine Stammfunktion von g auf [a,b].
Der erste Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung liefert also

b b
| r@s@ds= [ g@)ds =60) - 6la) = (707 - Fl)?).

O
1 2
—92° + 4z + 5 1 5
b) Behauptung: Es gilt dr = -1 - .
(b) Behauptung: Es gi /0 623 + 4z + 100+ 1207 2 0g<3)
Beweis: Die Funktion g: [0,1] — R definiert durch g(z) := % ist stetig, es gilt
also g € R([0,1]). Wegen der Kettenregel ist nun G: [0,1] — R definiert durch G(z) :=
log(—3z3 + 222 + 52 + 6) eine Stammfunktion von g auf [0,1], denn es gilt
1
G'(z) = (—92% +42® +5 € [0,1]).
Der erste Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung liefert nun
1 2 1
=927 +4x +5 1 1 1
dz = - dr = ~(G(1) — = ~(log(10) —1
| ezt = 5 [ @) de = 5(G0) ~ G(O) = 5(08(10) ~ log(6)
= L oe (0 Z Lo (2
—2 %6 ) T2%\3)
O
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I 2 22
(c) Behauptung: Es gilt / < —— + 4x) tan(x)+a® g Q(eﬁﬂ _ 1)_
- 0 \cos?(z)
Beweis: Die Funktion g: [0, 5] — R definiert durch g(z) := (7(:053(36) + 4x) etan(@)+e” jgt stetig,

also gilt g € R([0, §]). Wegen der Kettenregel ist nun G: [0, ] — R definiert durch G(z) :=

2etan(@)+2” gine Stammfunktion von g auf [0, 7], denn es gilt

/ — tan (z)+z> 1 _ 2 tan(z)+az> ™
G'(z) = 2e (cosQ(x) + 290) <c082(x) + 4x>e (m € {0, 4})

Der erste Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung liefert nun

i 2 tan(z)+z> _ ‘/:lr _ E _
/0 (cosQ(x) +4:v>e dx = ; g(x)dx = 0(4) G(0)

_ oD ggan010° _y(oF 1),

O
T tan(v)
9 tan(v/x
d) Behauptung: Es gilt —————dr=4—-2v2.
(d) Behauptung: Es gi /ﬁcos(ﬁ)\/fx V2
Beweis: Die Funktion g: [71'—;, %2] — R definiert durch g(z) := Cs:(n(% ist stetig, also gilt

g€ R([L6 %]) Auflerdem gilt fiir x € [”—6 %] die Umformung

(z) = tan(y/) _ sin(v'z) - 1 .
cos(Va)ve Voo cos? (Vi)

Wegen der Kettenregel ist nun G: [”—6 %] — R definiert durch G(x) := COS(2 77 eine Stamm-
funktion von g, denn es gilt

G'e) = — gt (oA 5= = al) (2 [TL7]).

Der erste Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung liefert nun

2

/th WD /6 x)dr = (jy%%i>:w%;§)_w%2ﬂ>

T
16

=4 —2V2.

NN

2
V2

N

(ii) Voraussetzung: Es sei f: R — R zweimal differenzierbar und f und f” seien beschriankt.

Behauptung: Dann ist auch f’ beschrinkt.

Beweis: Da f zweimal differenzierbar ist, gilt nach dem Satz von Taylor: fiir alle z € R existiert
ein § =¢(x) € (x,z + 1) mit

flz+1) = f@) + f'(z) + =

Daraus folgt

[
2

[f' (@)= |flz+1) = fz) - < 2sup|f(z)| + %Suplf”(x)l-
Tz€eR z€R
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Da f und f” beschrankt sind, existieren Konstanten Cy,Co > 0, sodass gilt:

sup|f(z)] < Cy; und sup|f’(z)] < Cs.
zeR zeR
Somit erhalten wir schliellich

1 C
supl ' (2)] < 2sup f(2)] + 5 supl f"(2)] < 201 + 22 < o0,
z€R z€R z€R

d.h. f’ ist beschrankt. O

Aufgabe 48:
Zeigen Sie mithilfe geeigneter Ober- und Untersummen die Existenz der folgenden Integrale und berechnen
Sie mithilfe dieser Ober- und Untersummen den Wert der Integrale.

1 a
1
(i) / 23 dx, (ii) / —dx, wobei a > 1.
0 1 X
Hinweis zu (a): Sie diirfen ohne Beweis >_;_, k* = 1n?(n + 1)? fiir alle n € N verwenden.
Hinweis zu (b): Verwenden Sie die Zerlegung Z := {zo,--- ,x,} mit z; = aw,j=0,--,n.
Losungsvorschlag zu Aufgabe 48:
1
1
(i) Behauptung: Es gilt / 2 dr = 1
0

Beweis: Wir fiihren den Beweis durch Betrachten von geeigneten Ober- und Untersummen. Dazu
definieren wir fiir n € N die dquidistante Zerlegung des Intervalls [0, 1]

Zy = {xj :z%:jE{wa ,n}}

sowie fiir j € {1,---,n} die Teilintervalle I; := [z,;_1,z;]. Es gilt dann |I;| = % fiir jedes j €
{1,--- ,n} und da die Funktion f: [0,1] — R definiert durch f(x) := 23 auf [0, 1] streng monoton
wachsend ist, folgt fiir jedes j € {1,--- ,n}

nf(F(1,)) =%, wnd sup(f(I,) = o

Damit gilt fiir die zu diesen Zerlegungen gehérenden Ober- und Untersummen

n

_ " 1 1&G-13 1 _
sp(Zn) = me(f(fj))uﬂ = 255?4 nn Z 3 FZ(] -1)°
Jj=1 Jj=1 Jj=1 j=1
n—1
1 s 1 1, , 1 (n—-1)2 1 2 1Y\ noeo 1
= — = — - = — 1 = — = — 1 —_ — p— —_ -
n4 FOJ nd g (n=1) 4 n? 4 n + n? 4
und analog
- S T Ry B
Si(Z) =Y swp(F LI =Y ah —= -3 L= 237
j=1 =1 j=1 j=1
1 1 1 2 1 n—oo 1
— et = (10 2 ) 2

Wegen

sp(Zy) < sup{ss(Z): Z Zerlegung von [0,1]} = s;
< Sy =inf{Sy(Z): Z Zerlegung von [0,1]} < S¢(Z,)

fiir alle n € N folgt damit

1
1= m sp(Zn) < sp <8 < lim Sp(Zn) = 7,

n—roo n—roo
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(i)

d.h. es ist sy = Sy erfiillt. Somit existiert das Integral fol 2% dr und es gilt

1
1

/ 2dr ==,
0 4

1
Behauptung: Fiir a > 1 gilt / —dx = log(a).
1 x

Beweis: Wir fithren den Beweis durch Betrachten von geeigneten Ober- und Untersummen. Es sei
a > 1. Fir n € N definieren wir die Zerlegung des Intervalls [1, a

Zy, = {acj ::a%:jE{O,---m}}

i—
n

sowie fiir j € {1,---,n} die Teilintervalle I; := [z;_1,z;]. Es gilt dann |I;| = at —a*= fiir
j € {1,---,n} und da die Funktion f: [1,a] = R, f(z) := 1 monoton fallend ist, folgt fiir jedes
j = {17 .. 777/}

inf(f(I;) = f(z;) =a™% wnd  sup(f(I) = f(w;-1) =a” "7 .

Hiermit ergibt sich:

sp(Zy) = i:inf(f(lj))|fj| = En:a*% (a% - a%> = 2":(1 — a*%) = n(l - a*%)
j=1 j=1

J

I
—

= a*%n<a% - 1) nzee, log(a),

wobei wir im letzten Schritt ausgenutzt haben, dass nach den Regeln von de 'Hospital gilt:

1 1 i
v —1 —=slog(a)av
lim & — = lim v 1( ) = lim log(a)a% = log(a)
Yy—>00 = Yy—r00 — = Yy—>00
Y y
Analog gilt
n n i S i n .
S1(Zn) = > sw(f NI =Y a7 (af 0’7 ) =3 (a7 1)
j=1 j=1 j=1

Wegen

sf(Zyn) < sup{s¢(Z): Z Zerlegung von [1,a]} = sy
< Sy =inf{Sy(Z): Z Zerlegung von [1,a} < S¢(Z,)

fiir alle n € N folgt damit

log(a) = lim s¢(Z,) < sy <S§ < lim S¢(Z,) =log(a),

n—oo n—o0

d.h. es ist sy = Sy erfiillt. Somit existiert das Integral fla % dx und es gilt

|
—dzr =1 .
| 5o =tox(a)
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