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Aufgabe 49:
(i) Es seien [a,b] und [c,d] mit ¢ < b und ¢ < d zwei kompakte Intervalle und ¢, [a,b] — [c,d]
differenzierbar. Weiter sei f: [c,d] — R stetig. Zeigen Sie, dass die Funktion G: [a,b] — R, definiert
durch G(z) := f;[)((f)) f(t) dt, differenzierbar ist und berechnen Sie die Ableitung G'.

(ii) Essei R > 0 und die Funktion f: [0, R] — R sei definiert durch f(x) := fdrz cos(e!” 1) log(t + 1) dt.
Zeigen Sie, dass f differenzierbar ist und berechnen Sie deren Ableitung.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 49:
(i) Behauptung: Die Funktion G ist differenzierbar mit Ableitung

G'(2) = f(W (@)Y () = fle@)¢' () (z € [a,]).
Beweis: Es sei zg € [c,d]. Die Funktion

F:le,d =R, Fl(x):= /mf(t)dt,

ist nach dem zweiten Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung differenzierbar auf [c, d] mit
F'(z) = f(x) fir alle x € [¢,d], da der Integrand f stetig ist. Wegen

P(x) o ¥ () ¥ () #(z)
G(x):/ fit)ydt = f(t)dt+/ f(t)dt:/ f(t)dt—/ ft)dt

(z) o(x) 0 0 0

= F((z)) - Flp(2))
folgt mit der Kettenregel

G'(2) = /()¢ (z) = F(p(@))¢'(x) = f(Y () (z) = fp(x))¢' ().
O

(ii) Voraussetzung: Fir R > 0 sei die Funktion f: [0, R] — R gegeben durch f(z) := fOIQ cos(et2+1) log(t+
1) dt.

Behauptung: f ist differenzierbar mit f'(x) = 2z cos (e‘”4+1) log(z? + 1) fiir x € [0, R).
Beweis: Definiere die stetige Funktion
g: [0,R*] = R, g(z):= cos(em2+1) log(x + 1).
Mit den differenzierbaren Funktionen ¢(z) := 0 und ¥ (x) := 22 € [0, R?] fiir z € [0, R] ist f gegeben
durch f(z) := ;/’((Tx)) g(t)dt (z € [0, R]). Nach Aufgabenteil (i) ist f differenzierbar und es gilt
4
f'(@) = g (@) (@) - g((@))¢ (@) = cos (e 1) og(a® +1) - 22 + 0

= 2z cos (e”“'4+1) log(z? +1).
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Aufgabe 50 (K):
(i) Bestimmen Sie die folgenden Integrale:

) /05 sin(x) cos(x) iz, b) /01 S da,

1+ sin?(z)
4w z

©) /O e cos(4z) da, (d) /0 v _sinr)

1 —sin(z)

(ii) Die Funktionenfolge f,: [0,1] — R (n € N) sei definiert durch f,(z) := %e*”ﬁ. Untersuchen Sie,

ob der Grenzwert lim fol fn(x) dx existiert und bestimmen Sie diesen gegebenenfalls.
n—roo

Losungsvorschlag zu Aufgabe 50:

. 1
(i) (a) Behauptung: Es gilt /02 mfgig) dx = 3 log(2).

Beweis: Mit der Substitution y = y(z) = sin?(z) gilt y(0) = 0, y(3) = 1 und dy =
2sin(z) cos(z) dx. Damit erhalten wir

2 sin(z) cos(x) /11 1 1 g1 1 1
T e = | S ——dy = =[log(1 Y=l = Z(log(2) —log(1)) = = log(2).
A Trsinl) ), 2Ty 5llog(1 +y)] = = 5 (log(2) —log(1)) = 5 log(2)

Alternativ kann man auch direkt einsehen, dass x — 3 log(1 + sin®(z)) eine Stammfunktion
des Integranden ist. O

1

5
(b) Behauptung: Es gilt / e dr=1— %"
Dehauptung ) o

Beweis: Mit zweimaliger partieller Integration erhalten wir

1 1 =1 1
1. 1 1
/ 2™ dr = / wrre de ) {x‘i ()ezg} — / 423 ()ez2 dx

1, to, 2
= ——e" +/ 2z ze ™ dx
2 0

7y 1 1 e=1 1 1
(21) —Ze 14 222 == e*””2 - dr| —= 6712 dz
2 2 o Jo 2

1 1 5 3 g1z=1
=_—Zel_e! +/ 20 dr = —Ze 1 4+ [—e*x }
2 0 2 I:O

3 5
= —ie_l —e 1= _56_1 + 1.

4m
1
(¢) Behauptung: Es gilt / e~ ¥ cos(4x)dr = 1—7(1 - e_4”).
0

Beweis: Wir wenden zweimal partielle Integration an und erhalten

P.I.)
="

4 4am
I:= / e " cos(4x) dx ( —e 7 cos(4:v)]zz;L7T - / (—e™*)(—4sin(4x)) dz
0 0

4m
= —e " cos(16m) +1 — 4/ e *sin(4r) dx
—— 0

4
=" 1—e " — 4([—e_’” sin(4x)]* =™ — / —e "4 cos(4x) dx)
0

4am
=1—e 1 — 4| —e*sin(167) +-0 + 4/ e “cos(4r)dr | =1 —e *" —161.
—— 0

=0
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Daraus folgt

4
1
1Ml=1-e" «— / e “cos(dx)dx =1 = ﬁ(l —e ).
0

T sin(2z)

(d) Behauptung: Es gilt /4 dz = log(2) — 2log(vV2 — 1) — V2.
0

1 —sin(z)
Beweis: Mithilfe der Additionstheoreme erhalten wir zunéchst

/z: iz, | ¥ 2sin(z)cos(a) ,
o 1—sin(z) 0 1 —sin(z)

Mit der Substitution y = y(x) = sin(x) gilt y(0) =0, y(§) = \Lﬁ
gilt (beachten Sie, dass cos(z) = \/m fiir alle € [, 7]

/1 2sin(z) cos(z) dx:/\}i 21— 1 dyzz/“li Y4
o 1—sin(z) 0 I—y 1—y? o 1-y
1
{1 V=73
2 [T 1) dy =2l log(t — ) - 4],
0 1-y

:2(—10g<1— \2) —~ % —0) = —210g(1— \2) -2
=log(2) — 2log(vV2 — 1) — V2.

und dy = cos(x) dz. Damit
):

(ii) Voraussetzung: Definiere f,, (x) := %e_”xz fir z € [0,1] und n € N.

Behauptung: Es gilt lim fol fn(z)dx = 0.
- n—oo

Beweis: Es gilt |f,(x)] = %e—mﬁz L fiir alle € [0,1] und n € N. Damit gilt
<1
1 oo
sup |fn(z) =0 < = ——0,
z€[0,1] n

h. (f.) konvergiert auf [0, 1] gleichméaBig gegen 0. Nach Vorlesung (Satz 10.8)) konvergiert damit
auch die Folge der Integrale und es gilt

1 1
lim fn( )dx:/ 0dx = 0.
0

n—oo

Aufgabe 51:
(i) Essei f:[0,1] — R Riemann-integrierbar. Zudem gelten

/Olf(x)dx/ole(x)dxo und /lezf(x)d:cl.

Zeigen Sie, dass ein xo € (0,1) existiert mit | f(xo)| > 11.

sin(

(ii) Die Funktionenfolge f,: [0,1] — R (n € N) sei definiert durch f,(z) := 5 +Zi) Untersuchen Sie,

ob der Grenzwert lim fol fn(z) dx existiert.
n—oo
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(i)

Bestimmen Sie die folgenden Integrale:

1 2 4
/0 \/ﬁ dl‘, (b) \/; arctan( \/.% — 1) dx.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 51:

(i)

(i)

(iii)

Voraussetzung: Es sei f: [0,1] — R Riemann-integrierbar. Zudem gelten

/Olf(x)dxz/ole(x)dxzo und /01x2f(x)dx:1,

Behauptung: Ex existiert ein xzo € (0,1) mit |f(xq)| > 11.

Beweis: Angenommen die Behauptung ist falsch, dann gilt |f(z)| < 11 fir alle € (0,1). Mit der
Voraussetzung erhalten wir

1 2 1 1 1
(*) /Of(ac)<m—;> dx:/o m2f(x)dx—/0 xf(x)dx—l—i ; f(x)dle—O—i—i-Ozl.
Wir definieren nun

f(@), xe(0,1),

f: [0,1] — R, f(x) = {0 re{0.1).

Dann gilt | f (z)| < 11 fiir alle = € [0, 1]. Zudem stimms f auBer an endlich vielen Stellen, némlich bei
0 und 1, mit f {iberein und ist somit nach Satz 10.16|ebenfalls integrierbar und die beiden Integrale
stimmen iiberein. Weiter folgt mit , der Monotonie des Integrals und dem 1. Hauptsatz:

1:/01f(x)(x—§)2dx§/olf(x) <x—;) dx—/ 1F(x) (m—2> dx
e o DT ()

also ein Widerspruch. Folglich war die Annahme falsch und die Behauptung ist bewiesen. O
Voraussetzung: Definiere f,(x) := bllrjrzz fir € [0,1] und n € N.

Behauptung: Es gilt hm fo fn(z)dx = 0.

Beweis: Fir n € N gilt mit der Dreiecksungleichung fiir Integrale

1 1) o 1 =1
< < 1 1
/ Mdm S/ sin(na) g/ ——— dx = | —log(1 + nx)
o l+nz o | 1+nz o 1+nx n =0
= " ,
woraus die Behauptung folgt. O

1
V6 _21.3 3

Beweis: Mit der Substitution y = y(x) = 6 — 223 gilt y(0) = 6, y(1) = 4 und dy = —622% dz.
Damit erhalten wir

1 2 4 y=6
T 11 611 1 1 1 1
7da::/—f—d: S—dy= |3 =-V6— -Vi=_(V6-2)
/o V6 — 213 6 6y = 6y W= {3\/4;,—4 3 3 3( :
Alternativ kann man auch direkt einsehen, dass = — —f\/6 223 eine Stammfunktion des
Integranden ist. O

(a) Behauptung: Es gllt/ (V6 —2).
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4

4

(b) Behauptung: Es gilt / arctan( e 1) de=m— 3
1

Beweis: Mit der Substitution y = y(x) = /v — 1 (& 2 = (y* +1)?) gilt y(1) =0, y(4) =1

und dy = m dx. Damit erhalten wir

4 1 1
/ arctan(y/ Vo — 1) dx = / arctan(y) - 4y(y? + 1) dy = / (4 + 4y) arctan(y) dy.
1 0 0

Mit partieller Integration gilt nun

1 1,4 2
(PI) 1, 4 2 y=1 Y+ 2y

43 + 4 t dy = 2 t - ==
/O(y +dy) arctan(y) dy =" [(y* +2¢°) arctan(y)], /0 T2

1 2 2 2
(1 +9?) Yy >
= 3arctan(l) — + d
(1) /0< 1+ y? 1+ y? Y

e e [ (1)
=Sp— dy— | (1-——)ad
/Oyy . 1+ ¢2 Yy

y=1

dy

1
= W—[y?’—i—y—arctan(y)}
3 =0
1 T 4
—(z+1-Z S
m <3+ 4>+0 T3

=W W

Aufgabe 52:

(i) Essei f: R — R eine Funktion derart, dass das uneigentliche Integral ffooo f(x) dz existiert. Zeigen
Sie, dass dann tlim fft fl@)de = [T f(z)dx gilt.

(ii) Wir betrachten die Funktion

T

R—R _
f — R, m'—>1+x2

Zeigen Sie, dass das uneigentliche Integral ffooo f(x) dz nicht existiert, wohingegen der Grenzwert

R -
Jim J-, f(z) dz sehr wohl existiert.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 52:

(i) Voraussetzung: Es sei f: R — R eine Funktion derart, dass das uneigentliche Integral [~ f(z)dx
existiert.

Behauptung: Dann existiert der Grenzwert tlim fit f(z)dx = ffooo f(z)dx.
—_— — 00

Beweis: Da das uneigentliche Integral konvergiert, gelten

lim /Obf(:r)dx = /0OO flx)dzx

b—o0

und

0

0
lim fz)dx = /_ f(z)dx.

a——0o0 a

Es sei nun € > 0 beliebig. Dann existieren ein ag < 0 und ein by > 0 derart, dass
[e's) b

/ f(m)dx—/ f(z)dx
0 0
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fir alle b > by und
<&
2

’/_Ooof(x)dx—/aof(x)dx

fiir alle a < ag erfillt sind. Fir alle ¢ > max{bg, |ag|} erhalten wir dann

00 t oo t 0 0
dx — d dx — d dx — d
[ @i [ @i < | [ s@ae- [s@a] | [ swa [ s
<%+%=€,
woraus die Behauptung folgt. O

(ii) Voraussetzung: Es sei die Funktion f: R — R gegeben durch f(z) := 175.
Behauptung: Das uneigentliche Integral ffooo f(z) dx existiert nicht, wohingegen der Grenzwert
lim fft f(x) dx sehr wohl existiert.

t—o0

Beweis: Fur b > 0 gilt
z=b

b
X 1 2 1 2\ b—oo

weshalb das uneigentliche Integral ffooo f(x) dz nicht existiert. Fir ¢ > 0 gilt allerdings

¢ T 1 2 v=t 1 2 2 t—o00

r=—1

qe e gt
d.h. es gilt tli>r& Jo, flz)dz =0. O
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