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Aufgabe 53:

(i) Untersuchen Sie, ob die folgenden uneigentlichen Integrale konvergieren oder divergieren. Beweisen
Sie IThre Behauptung;:

4 sin(z) <,
(a) /2 mdw, (b) /o e *log(l+ ) du.

(ii) Bestimmen Sie alle z € C, welche die folgende Gleichung lésen.
e* =12+ 2i.
(iii) Es seien n € N und p(z) = Y7

=0 ajzl (z € C) ein Polynom mit a; € R fiir alle j € {0,--- ,n}.
Zeigen Sie: Ist z € C eine Nullstelle von p, so ist auch z eine Nullstelle von p.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 53:

(i) (a) Behauptung: Das uneigentliche Integral f24 (Sm% dz konvergiert.
Dehauptung Y

Beweis: Definiere f(x) := sin(@) gy g e (2,4]. Es gilt |f(z)] < —2— fiir alle z € (2,4].

(@—2)3 (@—2)3

Ferner gilt fiir a € (2,4)

4 _

1 r=4 a

/ ﬁdx=[3(:c—2)%} :3(2%—(a—2)%>i>3-2%,
a (il' — 2)§ r=a

. . 4 1

d.h. das uneigentliche Integral f2 Y

xr— 3

dx konvergiert. Nach dem Majorantenkriterium kon-
vergiert also auch das uneigentliche Integral f; f(z)dx. O
(b) Behauptung: Das uneigentliche Integral fooo e *log(1l 4 z) dz konvergiert.
Beweis: Fir alle x > 0 gilt

oo mn

— xT

1+2< E s e’.
n=0

Da der Logarithmus monoton wiéchst, folgt log(1 + z) < z, also |e"*log(1 + z)| < ze™* fiir
alle z > 0. Das uneigentliche Integral fooo xe~* dx konvergiert, denn mit partieller Integration
folgt fir R > 0

R R
/ re Cdx = [x(—e’””)ﬁiOR — / 1(—e *)dx = —Re It 4 [—e*z],wjf
0 = 0 =
R )
:—Re_R—e_R—i—l:——R—e_R—i-lLl.
e
Mit dem Majorantenkriterium konvergiert also auch fooo e *log(l + z) dx. O
(ii) Behauptung: Die Losungsmenge der Gleichung e* = /12 + 2i ist gegeben durch

log(4) + i+ 2kni: k € Z}.
(4) + 5
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(iii)

Beweis: Wir schreiben /12 + 2i in Polarkoordinaten um: Es gilt |\/ 12 + 21| =+12+4 = 4. Wir
bestimmen ¢ € (—, 7], sodass gilt

V12 + 2i = 4e'? = 4 cos(y) + 4isin(p),

d.h. es gilt cos(p) = @ und sin(p) = 3. Mit dem Hinweis aus und den Eigenschaften von Sinus

und Kosinus folgt ¢ = &. Es gilt also 12 + 2i = 4e%'. Die Losungen der Gleichung e* = /12 + 2i
sind also gerade die Logarithmen von 4e%!, d.h.

{1og(4) + %i + 2%kmic k€ Z}.
O

Voraussetzung: Es seien n € N und p(z) = 3 7_ga;2’ (2 € C) ein Polynom mit a; € R fiir alle
j€{0,--- ,n}.
Behauptung: Ist z € C eine Nullstelle von p, so ist auch z eine Nullstelle von p.

Beweis: Es sei z € C eine Nullstelle von p, d.h. es gelte p(z) = 0. Da alle Koeffizienten von p reell
sind gilt

0=0=p(z) = Zajzj = Zajzj = Zajéj = p(2).
=0 =0 =0

Aufgabe 54 (K):

(1)

(i)

(iii)

Untersuchen Sie die folgenden uneigentlichen Integrale jeweils auf Konvergenz und bestimmen Sie
gegebenenfalls deren Werte.

(a) / e 2ol dy, (b) / e*® cos(tx)dx, s < 0,t € R.
—o0 0

Untersuchen Sie, ob die folgenden uneigentlichen Integrale konvergieren oder divergieren. Beweisen
Sie Thre Behauptung.

(a) [ O:O =" da, (b) /2 " log(@) 4

T

Bestimmen Sie alle z € C, welche die folgende Gleichung losen:

22-2741=0

Losungsvorschlag zu Aufgabe 54:

(i) (a) Behauptung: Das uneigentliche Integral [ e

—2l| dg konvergiert und es gilt ffcoo e 2ol dy = 1.

Beweis: Es seien a < 0 < b. Dann gilt

0 —2lz| 7. _ * % L2 o 1 24\ a——oco 1
/ae dx—/{le dw—[ze }m_a—Q(l—e )—>§
sowie
/b e 2ol dy = /b e X dr = {—16_%] - = 1(1 — e_Qb) LREN 1
0 0 2 oo 2 2
Also existiert das uneigentliche Integral und es gilt | fooo e 2zl dy = 1. O

(b) Behauptung: Das uneigentliche Integral [ e*® cos(tx) dx konvergiert fiir alle s,t € R mit s < 0

und es gilt [~ ** cos(ta) dv = — =
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Beweis: Es seien s,t € R mit s < 0. Mit zweifacher partieller Integration erhalten wir fiir jedes
R>0

z=R

R ST
/ e’ cos(tz) dx =g [e
0 S

(P.I) efts

R 5%
COS(t(E)] + / tsin(tz) dz
z=0 o ¢
1 esT R R a5 )
cos(Rt) — — + | —-tsin(tr) - 5t~ cos(tr) dx
s s weo Jo 8

Rs Rs t2

1 e R
cos(Rt) — — + —-tsin(Rt) — —2/ e*® cos(tx) dx.
S S 0

s 52

Insgesamt gilt also

+2 R Rs 1 Rs 1
(1 + 2) / e cos(tz) de = ° cos(Rt) — — + € 5 tsin(Rt) fioeo, 2
s 0 s s s s

da nach Voraussetzung s < 0 und damit e*® — 0 (R — oo) und sin und cos beschriinkt sind.
Somit konvergiert das Integral mit

Sl 1 2\ 7! 1/ 2 s
/O (§] COS(tm)dx:_s<1+§> :_5<32+t?> :—m

(i) (a) Behauptung: Das uneigentliche Integral [~ e~*" dx konvergiert.

T

Beweis: Fiir alle x € R mit || > 1 gilt 22 > |z| und damit auch e~ * < e~l7l. Ferner gilt fiir

a<—lundb>1

—1
— =—1 —— 1
e |z| dr = [ez]i_a _ > _ a0 oo L
@ = e e
sowie

b —|z| _gp1x=b —b 1 psoo 1
e "ldyr = [fe } =—e "+ - -

1 r=1

Nach dem Majorantenkriterium konvergieren daher die uneigentlichen Integrale [ __010 e dg
und floo e~®" dz. Dariiber hinaus existiert auch das Riemann-Integral f_lle’””2 dx (stetiger

Integrand auf kompaktem Intervall). Somit konvergiert das uneigentliche Integral [ ix;o e~ dx.

O

(b) Behauptung: Das uneigentliche Integral f;o w dz divergiert.

Beweis: Fir R > 2 gilt
R z=R
1 1 1 1 0o
/ og(z) dx = | = log*(x) = —log*(R) — = log*(2) Rimi NN

s @ 2 iy 2 2

d.h. das uneigentliche Integral divergiert. O

iii) Behauptung: Die Losungsmenge der Gleichung 22 — 2z + 1 = 0 ist gegeben durch {1, —1 % 2i}.
g & g g geg

Beweis: Fir z € C mit z = z + iy (z,y € R) gilt
22 -2241=0 <= (z+iy)* -2 —iy) +1=0
= -y 4 2ayi— 20 +2i+1=0
= 2y -2+ 14+i(2zy+2y) =0
—= 2 —y?—224+1=0 A 22y+2y=0
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—= (z-12—¢y*=0 A gylz+1)=0.
Letztere ist fiir y = 0 oder fiir x = —1 erfiillt. Im Fall y = 0 erhalten wir durch die erste Gleichung
(-1 =0 <= |z2-1=0 <= =1
Im Fall x = —1 gilt

(-1 =12 =9 =0 <= 1’ =4 <= |y| =2 <= y=-2V y=2.

Somit erhalten wir z =1, 2 = —1 — 2i und 2z = —1 4 2i als Losungen der Gleichung. O
Aufgabe 55:
(i) Skizzieren Sie die folgenden Mengen in der komplexen Zahlenebene.
(a) Di:={zeC:|z+2+i=z—1i|}, (b) Dy:={zeC:1<Im(iz) < 2}.
(ii) Bestimmen Sie den Real- und Imaginérteil sowie den Betrag der folgenden komplexen Zahlen.
3+ 5i 1
= b =
(a) = 9 _ i’ (b) 2 (1+1)2’
26
(¢) z3:=(1—1iV3)®" fiir n € N, (d) za:=) (20)F
k=0
Hinweis zu c): Sie diirfen verwenden, dass sin(—%) = —@ und cos(—%) = 3 gilt.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 55:
(i) (a) Setze Py := —2 —iund P :=i. Dann gilt

D12{26C1|Z—P1‘=‘Z—P2|},

d.h. D; enthélt all jene Punkte, welche von P; und P, denselben Abstand haben. Es handelt
sich bei Dy also um eine Gerade in der komplexen Zahlenebene.

Im 2z
2 |1
P
/ll
AN ‘ Rez
—4 -2 2 4
.
Py
_2 |1
D,
4

(b) Fiir z € C mit z =z + iy (z,y € R) gilt iz = —y + iz. Damit folgt
Dy ={z€C:1<Re(z) <2}

und die Menge D5 kann in der komplexen Zahlenebene wie folgt dargestellt werden.
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Imz 1 1
|
I D2 I
1 1 Re z
-1 1 2 3
-2 | 1
(ii) (a) Behauptung: Es gilt Re(z1) = £, Im(z) = 22 und |z | = Y12,

Beweis: Es gilt

34561 241 6413i-5 1 13,
z1 = el .= =+ =L
2—i 2+i 4+1 5 5

Daraus folgt: Re(z1) = £ und Im(z;) = 2. Weiter gilt

1+169 170
21| = /Re(z1)2 + Im(z1)? = 4/ 25 et

O
(b) Behauptung: Es gilt Re(z2) = 0, Im(25) = —3 und |zo| = 1.
Beweis: Es gilt
1 1 1 i 1,
2T )2 1+2-1 @21 2b
woraus sich die Behauptung direkt ablesen lésst. O

(c) Behauptung: Fiir n € N gilt Re(z3) = (—1)"23", Im(23) = 0 und |23| = 23".

Beweis: Wir bestimmen zunéchst die Polarkoordinatendarstellung von 1—iv/3: Es gilt |1 —iV3 | =
V14 3 =2. Wir bestimmen nun ein ¢ € (—m, 7], sodass folgende Gleichung erfiillt ist:

1—iV3 = 2% = 2 cos(yp) + 2isin(yp).

Durch Vergleichen der Real- und Imaginarteile sehen wir, dass dies genau dann der Fall ist,

wenn cos(¢) = 4 und sin(p) = —@. Nach dem Hinweis ist dies fiir ¢ = —% der Fall. Damit
folgt (fiir n € N)

(1—iV3)*" = (2e_§i)3n = 2371 = 23" cos(mn) = (—1)"2%",
woraus die Behauptung folgt. O

(d) Behauptung: Es gilt Re(z4) = 1*5228, Im(zy) = 2+5227 und |z4| = /%,

Beweis: Es gilt mit der geometrischen Summenformel

26

_ (97)27 27; : _ 928 27
24:Z(Zi)k:1 (21) _ 1427 1420 1-2 +2—|—2 i
2 12 1—2i 1+2 5 5

woraus sich der Real- und Imaginérteil ablesen lassen. Weiter gilt

(T —2)2 4 (2427)2  [1-229 4256 4 92 {929 {954 [54 956 4 954
|24 = 25 - 52 - 52
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\/5+5~254\/1+254
B 52 5
O

Aufgabe 56:
Die 2-periodische Funktion f: R — R ist durch f(z) = |z|* fiir # € (—, 7] definiert. Berechnen Sie die
Fourierreihe von f.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 56:
Behauptung: Die Fourierreihe von f ist gegeben durch

7T3 e e
il ; <€;2(_1)n + E(l - (—1)")) cos(n).

nim

Beweis: Fiir z € [0,7] gilt f(—z) = |—2* = 2> = f(2), d.h. f ist gerade. Nach Vorlesung gilt daher
b, = 0 fiir alle n € N. Weiter berechnen wir

Weiter gilt fir n € N

2 ™ 2 s I 2 . ™ Fie .
an = f/ f(z) cos(nz) dr = f/ 2® cos(nx) d (2L) 2 [ac3sm(m)] —/ 33:278m(nx) dx
™ Jo ™ Jo u 0 n

n 0
=0
(Pl')6<[x2 <cos(nw))] 7/ 2x(cos(nx)>dx)
nw n o Jo n
.8 —(=1)"7r? + Z/ﬂa:cos(nx) dz
o n27l' 0
(P.:I.)_% (1) 42 [xsm(m:)] _/ sin(nx) i
n2m no 1y Jo n
=0
6 2[ cos(nz)]™ 6 2
— [ —(=1)" 2 2| e :7777177,2 2 (=1 -1
(e = 2] ) (e (-1 - )
6m 12 b n gerade,
=)y S (1= (—)) =4
nQ( ) +n47r( (=1") {7124‘;—?;;, n ungerade.

Fir die Fourierreihe von f ergibt sich also
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