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Losungsvorschlag zu Ubungsblatt o1

Aufgabe 1 (K) (1+ 1)+ 1+ (1+ 1) = 5 Punkte. Bei dieser Aufgabe miissen und sollen nur die
Endergebnisse abgegeben werden, der Rechenweg wird nicht bewertet.

(a) Bestimmen Sie jeweils die Menge aller x € R, fiir die die folgenden Ungleichungen
erfiillt sind.

@ 2x—4|+x <5,
(ii) |x+ 5] < 2(4 —x).
(b) Geben Sie Intervalle I,J C R an, fiir die I \ J = {5,12}.

(c) Untersuchen Sie jeweils, ob die folgenden Mengen ein Infimum, Supremum, Minimum
bzw. Maximum haben, und bestimmen Sie gegebenenfalls deren Werte.

. 1
(i) A= {(—1)” + in € N},
Hinweis: Sie diirfen verwenden, dass fiir jedes x € R ein n € N existiert mit n > x.
1
(ii)Az{—x—;: 0<x§2}.
Lasungsvorschlag.

(a) (i) Behauptung:Esgilt{x € R: |2x — 4| + x < 5} = (-1, 3).

Seix € R.Esgilt2x —4 >0 < 2x >4 < x > 2. Wir unterscheiden also
die Falle:

Fall1 Sei x > 2. Dann gilt

2x—4|+x<5 << 2x—44+x<5 & 3x<9 < x<3.

Fall 2 Sei x < 2. Dann gilt

2x—4|+x <5 &< -2x4+4+x<5 & —-x<1 < x>-1.

Insgesamt erhalten wir fiir x € R:

2x—4|+x<5
S (x=22)Ax<3))V((x<2)A(x>-1))
= x € (-1,3).
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(ii)

Behauptung: Die Ungleichung |x + 5| < 2(4 — x) wird genau dann erfiillt, wenn
X € (—o0,1] gilt.

Wir betrachten die folgenden zwei Fille:

Fall1 Sei x > —5. In diesem Fall gilt x + 5 > 0 und somit ist die gegebene

Ungleichung dquivalent zu
x+5<8-2x << 3x<3 < x<1L

Die Ungleichung ist also fiir x € (—o0,1] N[5, o) = [—5, 1] erfiillt.

Fall 2 Sei x < —5.In diesem Fall gilt x+5 < 0 und wir erhalten |x+5| = —(x+5).
Damit ist die gegebene Ungleichung dquivalent zu

—(x+5)<8-2x < x<13

Die Ungleichung ist also fiir x € (—o0,13] N (=00, —5) = (—o0, —5) erfiillt.

Insgesamt wird die gegebene Ungleichung also fiir x € (—o0, 1] erfiillt.

(b) WegenI\J={xel: x¢J}giltI\J={512}fiir[ = [5,12] und J = (5,12).

(o @

(i)

Behauptung: Es gelten maxA = supA = 5/4,infA = —1 und min A existiert
nicht.

Fiir alle n € N gilt:

1 5

2 4

Somit ist 5/4 eine obere Schranke fiir A. Auerdem ist 5/4 = (—=1)>+1/2° € A
und somit gilt max A = sup A = 5/4.

1
(—1)”+ﬁ§1+

Andererseits ist (—1)" + 1/n? > —1 fiir alle n € N. Folglich ist —1 eine untere
Schranke von A. Als Nichstes zeigen wir, dass —1 die grofite untere Schranke
ist. Seidazuy € Rmity > —1 und ¢ = y + 1 > 0. Nach Vorlesung existiert ein
m € N mitm > 1/(2\/2) — 1/2. Setze ng = 2m + 1. Dann gilt:

1 1
m>———- <<<2m>—-1 << 2m+1>— < >

1
20e 2 NG NG 2m + 1)

1 1
S y+l>—5 = y>S+(ED)PeEA
n n
0 0

1 1
€

Folglich ist y > —1 keine untere Schranke von A und infA = —1. Ferner gilt
(=1)"+1/n? > =1+ 1/n? > —1fiir alle n € N und somit —1 & A. Damit existiert
min A nicht.

Behauptung: Es gilt max A = supA = —2, min A und inf A existieren nicht.

Wir zeigen zunichst, dass A nach unten unbeschrinkt ist und somit weder inf A
noch min A existieren. Es sei r < —2, dann ist —1/r € (0,1/2) C (0,2]. Mit

x = —1/r folgt
Aa—x—l$—1=r,
X X
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das heifit, A ist nach unten nicht beschriankt und somit folgt der erste Teil der
Behauptung.

Wegen —x — 1/x < —x < 0 (fiir x € (0, 2]) ist A allerdings nach oben beschrinkt.
Wir werden zeigen: x + 1/x > 1 + 1/1 = 2 fiir alle x € (0, 2] und somit auch
—x—1/x < —-1-1/1 = —2fiiralle x € (0, 2], womit supA = maxA = —2 gezeigt
ist.

Wir zeigen zunichst: Fiir 0 < x < y < 1gilt x + 1/x > y + 1/y. Es seien also
0 < x <y £ 1.Dann gilt:

(x=y)xy—-1)>0

= xy(x—-y)+y—x>0
= yx*+1)>x(y*+1)
1 1
= xy(x+;) > xy(y+;)
1 1
= x+->y+-.
X Yy

Insbesondere gilt fiir alle x € (0, 1] somitx+1/x > 14+1/1 = 2,also —x—1/x < -2
fiir alle x € (0,1].

Weiter gilt x + 1/x < y+1/yfiir 1 < x < y:in einer analogen Rechnung wie oben
erhalten wir fiir1 <x <y

-2)(xy—-1)>0 < x+§<y+§_

Esgiltalso x +1/x > 1+ 1/1 = 2 fiir alle x € [1,2] und damit —x — 1/x < —2 fiir
alle x € [1,2]. Insgesamt gilt —x — 1/x < —2 fiir alle x € (0, 2]. Da diese obere
Schranke fiir x = 1 angenommen wird, folgt supA = maxA = 2. O

Aufgabe 2 (K) 3 + 3 + 4 = 10 Punkte. Bei dieser Aufgabe ist der gesamte Rechen- beziehungs-
weise Beweisweg abzugeben.

(a) Esseien a, b, c € R. Zeigen Sie mithilfe der Axiome (A1) - (A14),dassa < bundc <0
= ac > bc.

(b) Essei @ # A C R nach unten beschrinkt mitinfA > 0undB={b € R: 1/b € A}.
Zeigen Sie, dass B nach oben beschrinkt ist mit sup B = 1/infA.

(c) Es seien A,B C R nichtleer und nach oben beschrinkt. Beweisen Sie: Die Menge
A+B={a+b: aeA,Db e B}ist nach oben beschrinkt und es gilt:

sup(A + B) = supA + sup B.

Lasungsvorschlag.
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(a)

(b)

(©)

Mit (A 3) und (A 13) gilt:
a<b = O0O=a+(-a)<b+(-a)=b-a.
Ausc < 0und 0 < b — a folgt mit (A14):

(A1)
(—a)c + bc Eg; cb + c(—a) @) cb—a) < 0-(b—a)=0. (%)

Weiter gilt
(A9g)
(—a)c+ac =" ((—a)+a)=0,
das heif3t, das Inverse von (—a)c beziiglich + ist ac. Damit folgt aus (%) und (A 13):
bc < ac.

Zundchst halten wir fest, dass B # @: wegen A # @ existiert ein ay € A und nach Vor-
aussetzung gilt a; > infA > 0, also ist insbesondere a, # 0 und damit per Definition
1/ag € B.

Esseinun b € B,dann gilt b # 0 und 1/b € A. Somit ist 1/b > infA, also b < 1/infA.
Damit haben wir gezeigt, dass B nach oben beschrinkt ist und 1/infA eine obere
Schranke von B ist. Es bleibt zu zeigen, dass 1/inf A auch die kleinste obere Schranke
von B ist. Wir wihlen S € (0,1/inf A) und zeigen, dass S keine obere Schranke von
B ist. Es gilt 1/S > infA. Per Definition vom Infimum existiert nun ein a € A mit
1/S > a > infA. Mitb = 1/a € Bfolgt S < 1/a = b und damit ist S keine obere
Schranke von B. Somit gilt sup B = 1/inf A.

Da A und B beschrinkt sind, existieren sup A, sup B, und es gelten a < sup A fiir alle
a € A sowie b < sup Bfiir alle b € B. Somit erhélt man fiira € Aund b € B:

a+b<supA+b<supA+supB,

das heifdt, A + B ist nach oben durch sup A + sup B beschrinkt. Aufierdem gilt damit
sup(A + B) < supA + sup B.

Wir zeigen nun, dass sup A + sup B auch die kleinste obere Schranke von A + B ist
(dann ist die Behauptung gezeigt). Dazu nehmen wir an, dass es eine kleinere obere
Schranke c von A + B gébe, das heifit, es wiirde ¢ < sup A + sup B und

a+b<c fiirallea€eA,beB (%)

gelten. Wir definieren nun ¢ = sup A+sup B—c > 0. Zu ¢ existiert nun nach Definition
des Supremums ein a;, € A mit a; > supA — ¢/2 und analog ein b, € B mit by >
sup B — ¢/2. Insgesamt gilt somit

a0+b0>supA+supB—2-%=supA+supB—£=c,

ein Widerspruch zu (). Also ist sup A+sup Bdie kleinste obere Schranke von A+B. [
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Aufgabe 3.
(a) Zeigen Sie, dass es genau eine 1 in R gibt.
Hinweis: Orientieren Sie sich am Beweis fiir die Eindeutigkeit der 0.
(b) Zeigen Sie, dass in R die Inverse beziiglich + eindeutig ist. Machen Sie sich klar, dass
dies auch fiir die Inverse beziiglich - gilt.
(c) Zeigen Sie mithilfe der Axiome (A1) — (A 14) die folgenden Aussagen:
(i) a<bund0<c¢ = ac < bc.
(i) a<bundc<d = a+c<b+d.
Lésungsvorschlag.
(a) Der Beweis ist analog zur Eindeutigkeit der 0 in der Vorlesung. Es sei 1 € R und es

gelteVa € R: a-1 = a. Mita = 1folgt1-1 = 1. Analog folgt mit a = 1 in (A 6)

1-1=1.Aus(A8)folgtnuni=1-1=1-1=1.

(b) Wir nehmen an, =a sei eine Inverse von a € R beziiglich +. Dann gilt

(A2)
—a'= —a+0

(A3)bzgl. —a —_—
Y2 g+ (a+(Fa)

Y (—a+a)+ ()

W@+ (-a)+(a)

A3)bzgl. — —
( 3);{; a0+(_a)

A1)
(=4)—a+0

A2 _

woraus die Eindeutigkeit folgt.
(c) (i) Esgilt
a<b < a<b und a#b
und analog
0<c < 0<c¢ und O0#c

Aus a < bund 0 < c folgt mit (A14): ac < bc. Angenommen es gelte ac = bc. Da
¢ # 0, existiert nach (A 7) ein solches ¢, dass gilt:

a=ac-c’!=bc-c! =b,

was einen Widerspruch zu a # b darstellt. Somit folgt ac < bc.
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(ii) Esgilt

(A3)
a<b = a+c<b+c

und
(Az)
c<d = b+c<b+d,
woraus mit (A12) folgt:a+c < b +d. O

Aufgabe 4. Bestimmen Sie jeweils die Menge aller x € R, fiir die die folgenden Ungleichun-
gen erfiillt sind.

(@) 3x+2|—x<6,
(b) x < x*—6.
Lésungsvorschlag.
(a) Behauptung: Esgilt{x € R: |3x + 2| — x < 6} = (=2,2).

Seix e R.Esgilt3x+2>0 < 3x > -2 < x > —2/3. Wir unterscheiden also
die Fille:

Fall1 Sei x > —2/3. Dann gilt

Bx+2|—x<6 < 3x+2—x<6 < x<2.

Fall 2 Sei x < —2/3. Dann gilt

Bx+2—x<6 & -3x—2—-x<6 < x>-2.

Insgesamt erhalten wir fiir x € R:

Bx+2|—x<6
= ((xz—%)/\(x<2))v(<x<—§)/\(x>—2))

= x € (-2,2).

(b) Behauptung: Esgilt{x € R: x < x? — 6} = (=00, —2] U [3, c0).
Sei x € R. Dann gilt:

xX<x?—6 &< x*—x-6>0

(x=3)(x+2)>0
(x=320A(x+2>20)V((x—3<0)A(x+2<0)
(x=23)A(x2-2)V((x<3)A(x<-2)
x>23)v(x<-=2)

X € [3,00) U (—o00,-2]. O

[ A
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Aufgabe 5.
(a) Geben Sie ein Intervall H C R und Intervalle I,J C R mit den jeweiligen Eigenschaften
an.
(i) H besitzt ein Infimum, aber kein Supremum.
(ii) H besitzt ein Maximum und ein Infimum, welches kein Minimum ist.
(i) R\ (InJ) = (—o00,—1) U[7, o0), wobei I offen und J abgeschlossen ist.

(b) Untersuchen Sie jeweils, ob die folgenden Mengen ein Infimum, Supremum, Minimum
bzw. Maximum haben, und bestimmen Sie gegebenenfalls deren Werte.

(i)A={ X 'xZO},

14+x2°

(ii)A:{ﬂ'xZO},

1+x°
Hinweis: Sie diirfen verwenden, dass fiir jedes x € R ein n € N existiert mit n > x.

(iii) A={4—x*: x € [-4,4)}.
Lésungsvorschlag.
(@) () H=(a,o)oder H = [a, o) mit a € R beliebig.
(i) H = (a,b] mita,b € Rund a < b beliebig.
(iii) WegenR\ (InJ)={xeR: x¢InJ}istInT =R\ (R\ (I NJ)). Aus
R\ (I NJ)=(=00,-1)U[7,00)
erhalten wir daher
INT=R\ ((—o0,-1)U[7,)) =[-1,7).
Eine mogliche Wahl fiir I und J ist daher I = (—=2,7) und J = [-1,7].
(b) (i) Behauptung: sup A und max A existieren nicht und es gilt min B = inf B = 0.

Angenommen es existiert ein s € R mit a < s fiir alle a € A, das heif3t,

3
X ..

< .

i S8 fiir alle x € R (+)

Dann gilt insbesondere s > 0 = 03/(1 + 0%) € A. Fiir £ = 2s + 1 gilt:

o 1 . . %3
x>ZsZ<A—+1>s = B>(1+R)s = —= >y
X2 1+ X2

was einen Widerspruch zu (+) darstellt. Folglich ist A nach oben unbeschrinkt
und sup A und max A existieren nicht.

Es gilt fiir alle x € R mit x > 0: x3/(1 + x?) > 0. Somit ist 0 eine untere Schranke
fiir B. Des Weiteren gilt 0 = 0°/(1 + 02) € B, woraus folgt: min B = inf B = 0.
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(ii)

(iii)

Behauptung: Es gelten min A = infA = 0,sup A = 1 und max A existieren nicht.

Fiir alle x € R mit x > 0 gilt:

|l-x|  x 1+x

1+x 1+4+x 1+x
sowie

=l _ _x o,

1+x 1+x

Somit ist 0 eine unter Schranke fiir A, 1 ist eine obere Schranke fiir A, und es gilt
1 ¢ A. Als Nichstes zeigen wir, dass 1 die kleinste obere Schranke ist. Sei dazu
s € Rmit0 < s < 1. Fiir x € R mit x > 0 gilt

|—x]|
<s = x<(14+x)s = x(1—-95)<s < x< .
1+x ™ = ( ) ( )< “1-s

Nach Vorlesung existiert ein x € N mit x > s/(1 — s). Fiir dieses x gilt aufgrund
der obigen Aquivalenz |—x|/(1 + x) > s, das heif3t, s ist keine obere Schranke fiir
A. AlsogiltsupA = 1.

Zuletzt ist 0 = |[—0|/(1 + 0) € A, weshalb 0 die grofite untere Schranke von A ist,
das heif3t, es gilt min A = infA = 0.

Behauptung: Es gilt max A = supA = 4 und es gilt min A = infA = —12.

Fiir alle x € [—4,4) gilt 4 — x> < 4. Weiter ist 4 = 4 — 0> € A und damit gilt
maxA = supA = 4.

Fiir alle x € [—4,4) gilt |x| < 4 und damit
4—x=4—|x’>4—-4=-12.

Weiter ist —12 = 4 — (—4)? € A, weshalb min A = infA = —12 gilt. O

Aufgabe 6.

(a) Esseien A und B nichtleere und beschrinkte Teilmengen von R mit AN B # @. Zeigen

Sie

max{infA, inf B} < inf(AnB) sowie sup(A N B) < min{supA, sup B}.

Geben Sie zudem Beispiele fiir A und B an, sodass obige Ungleichungen strikt sind,
also < anstelle von < gilt.

(b) Essei M C R nichtleer und nach oben (bzw. unten) beschrinkt. Zeigen Sie:

supM = min{s € R: m < s fiir alle m € M}
(bzw. infM = max{s € R: s < m fiir alle m € M}).

Losungsvorschlag.
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(a) Da A und B beschrinkt sind und A N B # @ ist, gelten fiir x € AN B:
infA <x <supA sowie infB < x <supB,

also max{inf A, inf B} < x < min{sup A, sup B}. Somit ist max{inf A, inf B} eine unte-
re Schranke fiir A N B, insbesondere gilt max{infA, inf B} < inf(A N B). Genauso ist
min{sup A, sup B} eine obere Schranke fiir ANB, weshalb sup(ANB) < min{sup A, sup B}
gilt.

Um zu zeigen, dass die beiden Ungleichungen strikt sein konnen, betrachten wir als
Beispiel die Mengen A = [—3,—-2]U[0, 1] und B = [-1,0]U[2, 3]. Dann sind ANB = {0}
und

max{inf A, inf B} = max{-3,—-1} = —1 < 0 = inf(A N B)
sowie

min{sup A, sup B} = min{1,3} =1 > 0 = sup(4 N B).

(b) Wir wissen bereits, dass sup M existiert. Wir definieren die Menge der oberen Schranken
vonMals S ={s € R: m < sfiir alle m € M}.

Wir zeigen, dass S = [sup M, o) gilt. Sei dazu zuerst s € R mit s > sup M. Da sup M
eine obere Schranke von M ist, gilt supM > m fiir alle m € M und insbesondere
m < supM < sfiir alle m € M. Alsoists € S. Sei nun s € R mit s < sup M. Nach der
Definition des Supremums ist s keine obere Schranke von M und damit gilt s & S.

Also ist S = [sup M, o0) gezeigt. Die Menge S = [sup M, o) ist nach unten beschréankt
und ihr Infimum ist gegeben durch infS = sup M. Wegen sup M € S existiert min S =
inf S = sup M. O

Aufgabe 7. Esseien A, B C R nichtleer und nach unten beschrinkt. Beweisen Sie:

(a) Die Menge A U B ist nach unten beschrankt und es gilt:

inf(A U B) = min{inf A, inf B}.

(b) Die Menge —A = {—a: a € A}ist nach oben beschrinkt und es gilt:
sup(—A) = —infA.
Nutzen Sie dies, um Satz 1.1 zu beweisen.
Losungsvorschlag.

(a) Esseix € AU B, das heif3t, es gilt x € A oder x € B. Im ersten Fall gilt x > infA, im
zweiten x > inf B. In beiden Fillen gilt also x > min{inf A, inf B}. Somit ist A U B nach
unten beschrinkt mit inf(A U B) > min{inf A, inf B}.

Es bleibt die umgekehrte Ungleichung zu zeigen. DaA C AU Bund B C AU B gelten,
erhalten wir infA > inf(A U B) und inf B > inf(A U B), also auch min{infA, inf B} >
inf(A U B), was die gewlinschte Gleichheit beweist.
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(b) Seib € —A beliebig. Dann ist b = —a fiir ein a € A. Da A nach unten beschrinkt ist,
gilt a > inf A und damit b < —infA. Da b beliebig war, ist —A nach oben beschréankt
und es gilt sup(—A) < —infA.

Sei nun a € A beliebig. Dann ist —a € —A und somit —a < sup(—A). Multiplizieren
mit —1 liefert a > — sup(—A). Da a hier beliebig ist, folgt inf A > — sup(—A) und damit
auch —infA < sup(—A).

Insgesamt erhalten wir — inf A = sup —A, was zu zeigen war.

Die Aussage von Satz 1.1 folgt: Da nun —A nun nach oben beschrénkt ist, ist nach (A 15)
sup —A vorhanden, also auch inf A. O

10



