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Aufgabe 1 (K) 1 + 2 + 1 + 1 = 5 Punkte. Bei dieser Aufgabe miissen und sollen nur die
Endergebnisse abgegeben werden, der Rechenweg wird nicht bewertet.

(a) Eine Folge heif3t Nullfolge, wenn sie gegen 0 konvergiert. Es sei (a,,) eine reelle Folge.
Entscheiden Sie jeweils, welche der folgenden Bedingungen erzwingt, dass (a,,) eine
Nullfolge ist:

Zu jedem ¢ > 0 existiert eine solche Zahl ny € N, dass fiir alle n > n, gilt:
(i) |2an - a%l' <é&

(ii) |a, - a,,| < e fiir alle m € N.

(b) Entscheiden Sie bei den folgenden Aussagen, ob sie wahr oder falsch sind.
(i) Das Produkt einer Nullfolge und einer beschriankten Folge ist eine Nullfolge.
(ii) Das Produkt einer beliebigen Folge mit einer Nullfolge ist beschrinkt.
Aufgabe 2 (K) 2 + (3 + 3) + 2 = 10 Punkte. Bei dieser Aufgabe ist der gesamte Rechen-
beziehungsweise Beweisweg abzugeben.

(a) EsseienA;, A,, ... abzdhlbar viele abzdhlbare Mengen. Zeigen Sie, dass die Vereinigung

(o)
UAn:{a: dneN:aeA,}

n=1
ebenfalls abzédhlbar ist.
Hinweis: Nutzen Sie Aufgabe 4 (a).
(b) Untersuchen Sie die folgenden Folgen (a,) auf Konvergenz und bestimmen Sie gege-
benenfalls den Grenzwert. Beweisen Sie Thre Aussagen.
) ap =@ +2(-1"",
1+2+--+n
1+3+--+@2n-1)

(ii) a, =

(c) Essei A C R nichtleer und nach oben beschrinkt. Zeigen Sie, dass dann eine Folge
(a,) existiert mit a,, € A fiir alle n € N und lim,,_, ., a,, = sup A.

Aufgabe 3.
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(a) Eine Folge heif3t Nullfolge, wenn sie gegen 0 konvergiert. Es sei (a,,) eine reelle Fol-
ge. Entscheiden Sie jeweils (durch Beweis oder Gegenbeispiel), welche der folgenden
Bedingungen erzwingt, dass (a,,) eine Nullfolge ist:

Zu jedem ¢ > 0 existiert eine Zahl ny € N, sodass fiir alle n > n, gilt:
() lan| < e,
(i) lay - appl <e.
(b) Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen.

(i) Das Produkt einer konvergenten Folge und einer beschrinkten Folge ist ebenfalls
konvergent.

(ii) Das Produkt einer konvergenten Folge und einer beschrinkten Folge ist ebenfalls
beschrinkt.

Aufgabe 4.
(a) Zeigen Sie, dass die Abbildung
g: NxN-=N,(m,n) - 2"12n-1)
bijektiv ist.
(b) Untersuchen Sie die folgenden Folgen (a,,) auf Konvergenz und bestimmen Sie gege-
benenfalls den Grenzwert. Beweisen Sie Thre Aussagen.
(i) a, =V4n2+n+5-2,
3 3
0o GO

(c) Esseien (a,) und (b,) konvergente Folgen mit Grenzwert a bzw. b. Zeigen Sie, dass
die Folge c,, = max{a,, b,} (n € N) gegen max{a, b} konvergiert.

(d) Die Folge (a,)nx, sei rekursiv definiert durch
1 ..
a,=0,a;,=1, a, = z(an_l +a,_,) fliralleneN, n>2.

Zeigen Sie, dass a, = 3(1 - (_2%) fiir alle n € N ist. Priifen Sie diese Folge zudem
auf Konvergenz.



