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Aufgabe 1 (K) 3 + 2 = 5 Punkte. Bei dieser Aufgabe miissen und sollen nur die Endergebnisse
abgegeben werden, der Rechenweg wird nicht bewertet.

(a) Entscheiden Sie, ob die durch

n
1
a, = ———fiirallen € N
! kzl Vn2+k
definierte Folge (a,,) konvergiert und bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert.

Hinweis: Schdtzen Sie jeden Summanden maglichst gut nach oben und unten ab.

(b) Esseien N € Nund ay, a,, ... ,ay > 0. Entscheiden Sie, ob die durch

N
b, = ap firallen e N
k=1

definierte Folge (b,,) konvergiert und bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert.
Lasungsvorschlag.

(a) Behauptung: Die Folge (a,,) konvergiert gegen 1.
Essein € N. Fiir alle k € Nmit k < n gilt

1 1 1 1
< <

Vr2+n 24k +n2 n

Damit folgt:
i 1 >i 1 n 1 [ 1
SiVne+k  iciVi2en A2 +n \/14_1 n?+n 1+%
n
und

IA

1 ilzn.l )
imVn2+k =l no

es gilt also
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fiir alle n € N. Wegen

1 1
lim = =1
n—>oo\/1+l \/1+0
n

folgt mit Satz 2.2 (e), dass (a,) gegen 1 konvergiert.

(b) Behauptung: Die Folge (b,) konvergiert gegen max{a;: 1 < j < N}
Wir setzen ap = max{g; : 1 < j < N} Fiirn € Ngilt

N
aj < Z a
k=1

Damit erhilt man insbesondere

N
a, <A Zaﬁzbns Na,
k=1

fiir alle n € N. Nach der Vorlesung gilt W — 1 (n — o), also gilt Wao - ay(n—
o). Mit Satz 2.2 (e) folgt somit b,, — ay (n - ). O

=3

N
< Z ag = Nag.
k=1

Aufgabe 2 (K) 3 + 3 + 4 = 10 Punkte. Bei dieser Aufgabe ist der gesamte Rechen- beziehungs-
weise Beweisweg abzugeben.

(a) Untersuchen Sie die Folge (a,) mit

n n—1
a, = 342
neN + n+1

auf Konvergenz und geben Sie gegebenenfalls den Grenzwert an.

(b) Untersuchen Sie die rekursiv definierte Folge (a,)p=; mit

az+1

a; =2, ayy1 = firallen e N

n

auf Konvergenz. Bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert.
(c) Zeigen Sie, dass eine Folge (a,) genau dann gegen den Grenzwert a € R konvergiert,
wenn jede Teilfolge (a,, )i, wiederum eine gegen a konvergente Teilfolge (an, )2,
J
besitzt.

Hinweis: Sie diirfen Satz 2.11 verwenden.
Lésungsvorschlag.

(a) Behauptung: Die Folge (a,) konvergiert gegen 1.

Es gilt:
-1 1
3<3428 7 <3407
n+1 n+1

=5 (neN).
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Mit der Monotonie der n-ten Wurzel folgt:

Y3 < a, < 4.

Nach Beispiel 2.8 aus der Vorlesung konvergieren sowohl (%) als auch (%) gegen 1.
Nach Satz 2.2 (e) konvergiert damit auch (a,) gegen 1.
(b) Behauptung: Die Folge (a, ) konvergiert gegen 1.

Wir zeigen zunichst mittels vollstindiger Induktion, dass gilt: a,, > 1 fiir alle n € N.

IA Firn=1gilta; =22>1.
IV Fiir ein festes aber beliebiges n € N gelte bereits a,, > 1.
IS Nach der Induktionsvoraussetzung gilt insbesondere a,, > 1 > 0. Damit folgt:

ap+1  (af—2a,+1)+2a, (a,—1)?

2a, 2a, 2a,
N
>0

+1 > 1.

Any1 =

Die Folge (a,,) ist somit nach unten beschriankt. Weiter gilt:

2
ap,+1 a, 1 (1 1) (1 1)

=—+—=au|lz+—|<Z<a,|lz+=)=a neN),
2a, 2+2an ”2+2a$l - “2+2 n )

Apy1 =

wobei in der Ungleichung ausgenutzt wurde, dass a,, > 1 (n € N). Also ist die

Folge (a,) monoton fallend und nach dem Monotoniekriterium konvergent. Setze
a = lim a,.Daa, > 1fiir alle n € N, gilt auch a > 1 > 0. Es gilt (mit Satz 2.2):

n—oo

a= lim a,,; = lim af,+1_a2+1
_n—>oo n+1_n—>oo Zan T 2a

Es folgt also
20 =a*+1 < a*=1 < a=1va=-1
Wegen a > 1 muss a = 1 gelten.

(c) » = « Essei(a,)einegegen a € R konvergente Folge. Nach Satz 2.11 ist jede Teilfolge
von (a,,) konvergent und hat denselben Grenzwert. Also konvergiert jede Teilfolge
(an, k=1 von (ay,) gegen a fiir k — oo und besitzt daher eine Teilfolge (a,, )2,
J
niamlich (a,, )r, selbst, die fiir j — co gegen a konvergiert.
» <= « Angenommen, die Folge (a,,) konvergiert nicht gegen a fiir n - o0. Dann
existiert eine Teilfolge (ay, );=, von (a,,) und ein £ > 0 mit

lay, —a|>¢ (keN). (1)

Nach Voraussetzung besitzt die Folge (a,, )y, aber eine Teilfolge (ap, )2, mit
J

a,, — a (j - o). Dies ist ein Widerspruch zu (1). Somit war die Annahme

kj
falsch und es gilt, dass (a,,) gegen a konvergiert. O
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Aufgabe 3.

(a) Untersuchen Sie die Folgen (a,,) auf Konvergenz und geben Sie gegebenenfalls den
Grenzwert an:

(i) a, =¥ —n+2n2,
. 1\"
(i) a, = (1 + 5) .
Hinweis: Sie diirfen Satz 2.11 verwenden.

(b) Esseib € (0,00) und aq € Rmit0 < a, < b~!. Zeigen Sie, dass die rekursiv definierte
Folge (a,)%, mit a, = 2a,_; — ba3_; (n € N) konvergiert und bestimmen Sie den
Grenzwert.

Lésungsvorschlag.
(a) (i) Behauptung: Die Folge (a,) konvergiert gegen 1.
Es gilt:

”\/_:K/—n+2ns‘§/—n+2n25W:%WW (n € N).

Da die Folgen (”&/5) und (W) gegen 1 konvergieren (siehe Beispiele 2.7 und 2.8),
konvergiert nach Satz 2.2 auch die Folge (a,,) gegen 1 (fiir n —» o).

(ii) Behauptung: Die Folge (a,) konvergiert gegen +/e.

Wir definieren die Folge b, = (1 + 1/ k)k (k € N). Nach Beispiel 2.9 aus der Vorle-
sung konvergiert diese Folge und den Grenzwert definiert man als die Eulersche
Zahl e. Nach Satz 2.1 konvergieren auch Teilfolgen konvergenter Folgen, und zwar
gegen denselben Grenzwert. Somit konvergiert die Teilfolge b,,, = (1 + 1/2n)*"
gegen e. Da a, = 1/b,, (n € N), konvergiert (a,) gegen /e (vergleiche Bei-

spiel 2.4).
(b) Behauptung: Die Folge (a,)%, konvergiert gegen den Grenzwert b1,
Wir zeigen zunéchst mittels vollstindiger Induktion, dass a,, € (0, b~ !] fiir alle n € N,
IA Fiir n = 0 gilt nach Voraussetzung 0 < a, < b™1.
IV Fiir ein festes aber beliebiges n € N, gelte bereits 0 < a,, < b~ L.
IS Esgilt:
awv)
Apq = 2a, —ba? > 2a, —a;ta =a, > 0. (2)
Die Beschridnktheit nach oben erfolgt durch direktes Berechnen:
A1 = 2a, —ba4 = —b(a? —2a,b' +b2—-b"?)=—-b(a, —b-1)2+b7! < b7l
N—————

>0
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Die Monotonie der Folge erhilt man aus (2). Mit dem Monotoniekriterium folgt die
Konvergenz der Folge, es sei a der Grenzwert. Damit folgt:

a = lim a,,; = lim (2a, — ba?) = 2a — ba?
n—->oo n—>oo
< ala-bH=0

< a=0va=>bl

Wegen a,, > ay > 0 (n € N) folgt a > ay > 0 und somit konvergiert die Folge gegen

b1 O
Aufgabe 4.

(a) Untersuchen Sie die folgende rekursiv definierte Folge (a,) auf Konvergenz. Bestim-
men Sie gegebenenfalls den Grenzwert. a; = 1/2, a,,, = a, — a2 fiiralle n € N.

(b) Geben Sie fiir die rekursiv definierte Folge (a, )n=, mit

ap=1, a,,, = 1 In
0TI T iy 1) n+1

(n € Np)

einen geschlossenen Ausdruck an und priifen Sie die Folge auf Konvergenz. Beweisen
Sie Ihre Aussagen.

Losungsvorschlag.

(a) Behauptung: Die Folge (a,,) konvergiert gegen 0.
Wir wenden das Monotoniekriterium an und zeigen zunichst mittels vollstindiger
Induktion, dass a,, € (0,1) fiir alle n € N:
IA Firn=1gilta; = % € (0,1).
IV Fiir ein festes aber beliebiges n € N gelte bereits a,, € (0,1).
IS Es gilt:
U1 = @y — Ay = @, -(1—a,)€(0,1)
N~ N~ _
) )
€(0,1) ‘€(0,1)

Insbesondere gilt a,, > 0 fiir alle n € N und die Folge (a,) ist somit nach unten
beschrinkt. Zudem gilt a,,; = a, — a2 < a, + 0 = a, fiir alle n € N, also ist die

Folge (a,,) monoton fallend. Nach dem Monotoniekriterium (Satz 2.3) ist die Folge
konvergent. Wir setzen a = lim,,_, , a,, dann gilt:

a= lim a,,, = lim(a, —d2) =a—ad>
n—oo n—oo

Diese Gleichheit ist dquivalent zu a® = 0, was genau fiir a = 0 erfiillt wird. Dies zeigt
die Behauptung.
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(b) Behauptung: Es gilt:
0 n ungerade,
a, =31 d
~ n gerade.
Die Folge konvergiert somit gegen 0.

Wir zeigen die behauptete Darstellung durch vollstindige Induktion:
. . 1
IA Firn=0gitay,=1= I
IV Fiir ein festes aber beliebiges n € N gelte die Darstellung bereits fiir a,,.

IS Wir unterscheiden die Fille, dass n gerade bzw. ungerade ist. Es sei n zunichst
gerade, das heif3t, n + 1 ist ungerade. Dann gilt:

a1 a v 1 1 1
"I+ 1) n+l (m+1)! n+1 nl

>

das heif3t, a,,, erfiillt die gewiinschte Darstellung. Es sei nun »n ungerade. Dann

folgt:
1 a, @) 1

I = r ) T el (D

womit die Darstellung gezeigt ist.

Es bleibt noch zu zeigen, dass die Folge gegen 0 konvergiert. Es gilt (fiir alle n € N):

1 1 1 n-
|an_0|S|—=—S——>oo 0. O
n! n! n



