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Lésungsvorschlag zu Ubungsblatt o5

Aufgabe 1 (K) (1+ 1)+ (1+ 1+ 1) = 5 Punkte. Bei dieser Aufgabe miissen und sollen nur die
Endergebnisse abgegeben werden, der Rechen- beziehungsweise Beweisweg wird nicht bewertet.

(a) Geben Sie zwei divergente Folgen (a,,) an, fiir die je eine der folgenden Bedingungen
gelten.

(i) Fiirjedes p € N gilt
Apyn— Ay = 0 (1 — 00).

(i) Jede Teilfolge (a,, ) von (a,) besitzt eine konvergente Teilfolge.

(b) Bestimmen Sie fiir die Folgen (a,,) jeweils die Menge aller Hiufungswerte und geben
Sie liminf,_, , a, und limsup, _ _ a, an.

n(n+1)

@ ap =G+ (-1 2,
i) a, = (L—D‘l)

n
Hinweis: Finden Sie Folgen, die gegen e konvergieren.

12 6 1\™"
(iii) an=8”<8+7+ﬁ+ﬁ) .

Hinweis: Berechnen Sie (2n + 1)3.
Lasungsvorschlag.

(a) (i) Betrachte zum Beispiel die Folge (a,,) definiert durch

o1
al’l:ZE (nEN),
k=1

also die Folge der Partialsummen der harmonischen Reihe. Dann gilt:

n+p
Qpyn —An = Z E_’O (n - o0)
k=n+1
fiir alle p € N, da jeder der endlich vielen Summanden fiir n - oo gegen 0
konvergiert. Die Folge (a,,) divergiert jedoch, da die harmonische Reihe Z;:’Zl %
divergent ist (siehe Vorlesung).
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(b)

(ii)

@

(i)

Wir betrachten die Folge (a,) gegeben durch a,, = (—1)". Nach Vorlesung ist (a,,)
divergent und beschrinkt. Insbesondere ist jede Teilfolge (a,, ) beschrénkt und
besitzt somit nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf3 eine konvergente Teilfolge.

Bemerkung: Diese Aussage widerspricht nicht dem Ergebnis von Aufgabe 2 (c) auf
Ubungsblatt 04, da dort gefordert wird, dass alle Teilfolgen den gleichen Grenzwert
haben. Dies ist hier nicht der Fall.

Behauptung: Es gilt: H(a,,) = {—4, —2,2,4} und somit limsup,_ _a, = 4 sowie
liminf, , a, = —4.
Wir betrachten die Teilfolgen (a4 ), (@ar—1), (Q4x—>) und (asr_3) (k € N). Es gilt:

4k(4k+1) k— o0

age =B+ D)D) 2 =4-1—— 4,
Akt (ak-1)(4k) k— oo
A1 = B+ (D )(=1) > =2-1—2,
(4k-2)(4k-1) k— 0o
Az = B+ (-D* (-1 2 =4.(-1) — —4,
ak (4k—-3)(4k-2) k— o0
A3 = B+ (-D¥3)(-1)" =2 =2-(-1) — 2.

Da alle Folgenglieder von (a,,) in einer der drei Teilfolgen enthalten sind, hat (a,,)
keine weiteren Haufungswerte und es gilt H(a,,) = {—4, —2, 2, 4}. Insbesondere
ist die Folge beschrankt und es gilt nach Definition liminf,_, a, = —4 und
limsup, , a, =4

Behauptung: Es gilt: H(a,) = {1/¢% ¢*} und somit limsup, | a, = e* sowie
liminf,_ . a, = 1/€%.

Firn e Ngilta, = (1+ 2(—1)"‘1/n)n. Wir betrachten die Teilfolgen (a,;) und
(ayk—1)- Es gilt:

k
2_12k—12 22k 12kk—> 1
e S EE RE T
2k—1
2(_1)2k—2 2 2k—-1 k— oo
a2k—1=<1+ 2k—1 =<1+2k—1) E

Da alle Folgenglieder von (a,) in einer der drei Teilfolgen enthalten sind, hat
(a,,) keine weiteren Haufungswerte und es gilt H(a,,) = {1/e?, e%}. Insbesondere
ist die Folge beschrinkt und es gilt nach Definition liminf,_,, a, = 1/e* und
limsup, | a, = e

Bemerkung: Es gilt fiir k > 2:

(-5 ()-8
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k—1 (1 +k— 1)‘("‘1)

K k=1
k-1 1\ ED ks 1
=% <1+k—1) l-em =2
und
Koo 172k 1\-! 5 \2k-1 5 \2k-1
2 - . - < = -
€ (Hk) (Hk) _<1+2k—1> S(sz—z)
_<1+k—1) '(1+k—1> ¢

das heift, (1 + 2/(2k — 1))**" konvergiert gegen € fiir k — oo.

(iii) Behauptung: Es gilt: H(a,) = {ﬁ} und somit limsup, |, a, = liminf,_ a, =
1

eve’
Fiir alle n € N gilt
o —gn s+ 122 +6n+1\ " 8n3 " enp \"
n- n3 “\8m3+12n2+6n+1)  \(2n+1)3
2" 3n 1 —-3n 1 —-2n 1 —-2n n— oo 1
(1) =(vz) =(e3) Virm) — &
Also ist (a,,) konvergent und die Behauptung folgt. O

Aufgabe 2 (K) 3 + (2 + 3) + 2 = 10 Punkte. Bei dieser Aufgabe ist der gesamte Rechen-
beziehungsweise Beweisweg abzugeben.

(a) Essei(a,) eine Folge und q € (0, 1) mit
|an+1 - anl < qn
fiir alle n € N. Beweisen Sie, dass die Folge (a, ) konvergiert.

(b) Es seien (a,) und (b,,) beschrinkte reelle Folgen. Beweisen Sie:

(i) limsup(—a,) = —liminfa,.
n—>oo

n—>oo

(ii) limsup(a, + b,,) < limsup a, + limsup b,,.

n—co n—oco n—oco
(c) Untersuchen Sie die Reihe -
P —
=k +3k+2
auf Konvergenz und geben Sie gegebenenfalls den Reihenwert an.

Losungsvorschlag.
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(a) Fiir alle m,n € N mit m > n gilt (Teleskopsumme)

m—1 m—1 m—1 ) 0 .
|am_an| = Z(aj+1_aj) < Z'aj+1_aj' < Z qj < Zq]'
j=n Jj=n J=n j=n

Wegen |q| < 1 konvergiert die geometrische Reihe Z;’;O q’. Das bedeutet, dass die
Folge ihrer Partialsummen konvergiert. Es sei € > 0. Dann gibt es ein k., € N mit

00 0 n-1
L= - d <
j=n j=0 j=0

fiir alle n > k.. Fiir alle m > n > k, gilt daher

[}

a,, —a,| < J < e.
m n q
j=n

Die Folge (a,) ist also eine Cauchyfolge und somit konvergent.

(b) (i) Wir bemerken: Es gilt H(—a,) = {-w: w € H(a,)} = —H(a,).
Fiir b € R gilt:

b€ H(-a,) < 3TF(a,): —a, b < 3ITF(a,) : a, — -b
< —-beH(a,) < be —H(ay).

Somit gilt

limsup(—a,) = sup H(-a,) = sup(—H(ay))
Ubungsblatt o1

Aufgabe 7(b) -
ufgabe 70} —infH(a,) = —liminfa,.
n—oo

(ii) Seiena = limsup, a,undf =limsup, _ b, Seinunc € H(ay,+b,). Dann
existiert eine Teilfolge (a,, + b,, )=, mita, +b, — c(k — o). Da (a,, )i,
nach Voraussetzung beschrénkt ist, existiert nach dem Satz von Bolzano-Weier-
straf} eine konvergente Teilfolge (ankj )i2; mit ankj — a. Genauso existiert eine

konvergente Teilfolge (b,, )2, mitb,, — b. Per Definition gelten a € H(a,)
Ji JI
und b € H(b,), also a < aund b < f. Somit gilt

c<—ankjl+bnkjl—>a+bﬁoc+,3 (I » ),

alsoc < a+ f.Dac € H(a, + b,) beliebig war, gilt auch limsup, | _(a, +by,) =
max H(a, + b,) < a + 6.
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(c) Behauptung: Die Reihe konvergiert und hat den Reihenwert 1.

Setze
2

n
S"=;k2+3k+2

fiir alle n € N. Mithilfe einer Partialbruchzerlegung und einer Teleskopsumme erhilt
man

i( 2 2 ):z— 2 —>%:1 (n — o).

i 2
snzl;(kﬂ)(k”):k:l k+1 k+2) 2 n+2

Da die Folge der Partialsummen (s,,) gegen 1 konvergiert, ist die Reihe Z;":l 2/(k* +
3k + 2) konvergent mit Reihenwert 1.

Aufgabe 3. Bestimmen Sie fiir die reelle Folge (a,) jeweils die Menge aller Hiufungswerte.
Falls die Folge beschrinkt ist, geben Sie zusidtzlich lim inf,,, , a, sowie limsup, | a, an.

(a) a, =31+ (1) fiirn e N.

_1\n/2
( 1,,3 ’ n gerade,
() a, = PR fene N
m+12—(n—22 " ungerade,
—1\n\"
©) a, = (#) fiirn e N.

(d) (@) =(Q1, 1,2, 1,2,3, 1,2,3,4, 1,2,3,4,5, 1,2,3,4,5,6, 1,2,3,4,5,6,7, ...).
Lésungsvorschlag.
(a) Behauptung: Es gelten H(a,) = {0,1}, liminf,,_,,, a, = 0, limsup, | a, = 1.

Es gelten a,;, = % — 1 (k - o0) sowie ay;_; = 0 = 0 (k — o0). Also sind 0 und 1
Héufungswerte von (a,). Weiter sind (a,x)r=,; sowie (a,x—_1)r=; beschrinkt, und damit
auch (ay).

Ist a € R ein Haufungswert von (a,), dann existiert eine Teilfolge mit a,, — a fiir
k — o0. Da nj unendliche viele gerade oder unendlich viele ungerade Folgenglieder
besitzt, gilt nach obigem entweder a,,, — 1 oder a,, — 0.

Wir halten fest: Es gelten H(a,) = {0,1}, und liminf,, a, = minH(a,) = O,
limsup, ,  a, =maxH(a,)=1.

(b) Behauptung: Es gilt H(a,) = {0} und (a,,) ist nicht beschrénkt.

Wir betrachten die Folgen (b,,,), (¢,) mit b,,, = %, ¢, = (N*—n+1)/((n+1)>—(n—2)?)

fiir n € N. Nach Vorlesung konvergiert (b,,) gegen 0. Fiir (c,,) berechnen wir:

11,1
n—-n+1 _nz—n+1_n -t
n2+2n+1-n2+4n—-4  6n-3 62

n

Cp =
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Fiir n > 2 folgt:
1--+40
i2n—2t —=_p
n= 6—-0 12
Es folgt, dass (c,,) keine beschrinkten Teilfolgen besitzt (Wieso gilt das?). Insbesondere
ist (a,) nicht beschrinkt.

Nun zurtick zur Folge (a,): Sei (a,, ) eine konvergente Teilfolge. Nach obigem kann
(an, )i=1 hochstens endlich viele ungerade Indizes besitzen, und ist somit (bis auf end-
lich viele Indizes) eine Teilfolge von (b,,,). Fiir den Grenzwert gilt also limy._, , ap,, = 0.
Wir haben gezeigt: H(a,) C {0}. Umgekehrt konvergiert die Folge (a,;)r~, als Teilfolge
von (b,,) gegen 0, das heif3t, 0 ist tatsdchlich ein Hiufungspunkt von (a,,).

(c) Behauptung: Es gelten H(a,,) = {1/e, ¢}, liminf,_,, a, = 1/¢, limsup, , a, =e.

Nach Vorlesung konvergiert ((1 + 1/n)")$2, fiir n — co gegen e. Nach Ubung konver-
giert (1 — 1/n)")5%, fiir n — oo gegen 1/e. Nach Vorlesung konvergieren auch alle
Teilfolgen dieser Folgen gegen denselben Grenzwert.

Also konvergiert die Folge (ay)$., wegen ay, = (1 + 1/(2k))** gegen e, und die Folge
(azk—1)rz; konvergiert wegen a1 = (1 —1/(2k — 1))?¢~1 gegen 1/e. Insbesondere
sind beide Folgen beschrinkt, und damit ist auch (a,,) beschrénkt.

Ist a € R eine Hiufungswert von (a,), dann existiert eine Teilfolge mit a,, — a fiir
k — o0. Da nj unendliche viele gerade oder unendlich viele ungerade Folgenglieder
besitzt, gilt nach obigem entweder a,, — € oder a,, — 1/e.

Es gelten also H(a,) = {1/e, e} und liminf,_, ,, a, = 1/e sowie limsup,  __a, =e.

(d) Behauptung: Es gilt H(a,) = N und (a,) ist unbeschrinkt.

Sei a € R. Wir verwenden Satz 2.10.

Fall1. Ist a € N, dann gibt es unendlich viele n € N mit a,, = a. Also ist a ein
Haufungswert von (a,,).

Fall 2. Ista ¢ N, dann gibt es ein € > 0 so, dass keine natiirliche Zahl in (a —¢,a + ¢€)
liegt. Denn es existiert eine ganze Zahl z € Zmitz < a < z+1. Fallsa ¢ Z, wihle
fiir e zum Beispiel den Abstand zur nidchsten ganzen Zahl ¢ = min{a—z,z+1—a}.
Falls a € Z, wihle zum Beispiel ¢ = 1.

Da (a — ¢, a — ¢) keine natiirliche Zahl enthilt, enthilt es auch keine Folgenglieder
(ay). Also ist a kein Haufungswert von (a,,).

Da (a,) unbeschrinkt ist, sind liminf,, ,, a,, limsup, | a, nicht nach Vorlesung
erklart. O]

Aufgabe 4.
(a) Esseien (a,) und (b,) beschrinkte reelle Folgen. Beweisen Sie:
(i) liminf(a, + b,) > liminfa, + liminfb,,.
n—-oo n—oo n—->oo

Hinweis: Nutzen Sie Aufgabe 2 (b).
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(ii) Gilt in Aufgabe 2 (b) (ii) beziehungsweise Teilaufgabe (i) sogar Gleichheit? Be-
griinden Sie Ihre Antwort durch Beweis oder Gegenbeispiel.

(b) Essei (a,) eine reelle Folge. Mit H(a,,) bezeichnen wir die Menge der Hiufungswerte
von (a, ). Weiter sei (by) eine reelle konvergente Folge mit b, € H(a,,) fiir alle k € N.
Zeigen Sie, dass limy_, , by € H(a,,) gilt.

(c) Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz und geben Sie gegebenenfalls

den Reihenwert an:
o0

1
O —
Dy o
(i) i (i 2—(’<+J'>>.

k=0 \j=0
Losungsvorschlag.

(a) (i) Mit Aufgabe 2 (b) (i) und (ii) erhalten wir

liminf(a, + b)) ® _lim sup(—(a, + b,))
n—->oo —00
(i) "
> —limsup(—a,) — limsup(-b,,)

n—-oo n—>oo
o liminfa, + liminfb,,
n—oo n—->oo
also die Behauptung.
(i) Wir betrachten die Folgen (a,) und (b,) definiert durch a,, = (—1)" und b,, =
(=1)"*! fiir alle n € N. Dann gelten

limsupa, + limsupb, =2 und liminfa, + liminfb, = —2.
n—co n— 00 h—o h—
=1 =1 =1 =—1

Weiter gilt a,, + b,, = 0 fiir alle n € N und somit gelten

limsup(a, + b,) = 0 < 2 =limsupa, + limsup b,

n—oo n—>oo n—oo
liminf(a, + b,) = 0> —2 = liminfa, + liminfb,.
n—->oo n—>oo n—>oo

(b) Seie > 0.Da (by) konvergiert, existiert ein k, € N mit |b, —b| < ¢/2 fiir alle k > k,, ins-
besondere also |by 1 — b| < &/2. Da aber by, € H(a,), das heifit, by ist Hiufungswert
von (a,)pzy, gilt |a, — by, 41| < €/2 flir unendlich viele n € N. Somit gilt fiir unendlich
vielen € N

€ €
|Cl_b| = |an—bk0+bk0—b| < |an—bk0|+|bk0—b| < §+§ =§,

das heifit, b ist nach Satz 2.10 ein Hiufungswert von (a,,);>;, also b € H(ay).
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(© ®

(i)

Behauptung: Die Reihe divergiert.

Setze
n

1
=k§1\/?+\/ﬁ

Durch Erweitern und mithilfe einer Teleskopsumme erhilt man

=i Vk-Vk—1
= Wk +Vk=1) - (WVk—Vk-1)

:Zi:\/E—\/E=\/E—\/5=\/F (n€N).

Sn (n (S N).

Sn

Die Folge der Partialsummen (s,) ist unbeschrinkt und somit divergent, was
bedeutet, dass die Reihe 2:;1 1/ (\/E + vk — 1) divergiert.
Behauptung: Die Reihe konvergiert und hat den Reihenwert 4.

Setze m
am = Z 2_(k+])
j=0

fiir alle k, m € N,. Mit der geometrischen Summenformel erhilt man (fiir alle

k € Ny)
w5070 -0 2L
(G O e
Setze

k=0 \j=0

fiir alle n € Nj. Es gilt, ebenfalls mit der geometrischen Summenformel,
1

n+1
Sn=lé%)2-(%>k=2-¢=4-<1—<%>n+1>—>4 (n - ).

1—2
2

Aus der Konvergenz der Folge der Partialsummen (s;) gegen 4 folgt die Konvergenz
der Reihe Zzozo (Z;io 2‘(k+j)) und dass ihr Reihenwert 4 ist. O



