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Lésungsvorschlag zu Ubungsblatt 06

Aufgabe 1 (K) 1+ (14 1) + (1 + 1) = 5 Punkte. Bei dieser Aufgabe miissen und sollen nur die
Endergebnisse abgegeben werden, der Rechen- beziehungsweise Beweisweg wird nicht bewertet.
(a) Geben Sie ein Beispiel einer solchen konvergenten Reihe >°

-1 @n und einer solchen
Nullfolge (b,,)pZ; an, dass 2:;1 a,b, divergiert.

(b) Geben Sie den Reihenwert der jeweiligen Reihe an.

M 22+( 1)’

i Z( O
Hinweis: Teleskopsumme.

(c) Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz, absolute Konvergenz und

Divergenz
® Z; n4+:ll3+3nn—1’
0 Z( D i
Lasungsvorschlag.

(a) Behauptung:a, =b,, = (—1)”/ﬁ (n € N) definiert ein zuldssiges Beispiel.
Nach dem Leibnizkriterium konvergiert Zoo a,, wie man leicht sehen kann, und

(b,) ist eine Nullfolge. Aber es gilt a,, - b,, = 1/n fiir n € N, und die Reihe Z  nist
divergent nach Vorlesung.

(b) (i) Behauptung: Es gilt Z _, 2+ (=1)")/3" =3/4.

Wir schreiben . . .
5= S () (7))

n=1
Bei dem Term auf der rechten Seite handelt es sich um eine Summe von geome-
trischen Reihen, die nach Vorlesung konvergieren. Dabei gilt

o substltulere oo

Z n m= n— Z nacth‘lesung q

n=1 m=0 1- q
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(i)

( @

(i)

fiir ¢ € (—1,1). Somit erhalten wir fiir den Reihenwert nach Vorlesung und
obigem:

1
24+ (-1)" -~ = [ —1\" 3 3 1 13
= () 25 = e il
n=1 n=1 n=1 1 1

Behauptung: Es gilt 2:10:5 n/(n+1)! = 1/5! = 1/120.

Esgiltfir N e N,N > 5:

Z i n+1-—1 _ i 1 1 Teleskopsumme 1 1
L (n+ 1)1 o (n+1)!  “nl (n+1) B 51 (N+D)Y

Fiir N — oo konvergiert 1/(N + 1)! gegen 0, und somit erhalten wir den Reihen-
wert:

n 1 1 1
= lim —=lm = —— == -0.
N—»oonzzls(n+1)! N-w 5! (N+1)! 5!

Z (n+ 1!

Behauptung: Die Reihe Z (n? + 3n)/(n* + n® — 15n — 1) konvergiert absolut.

n=-7
Wir verwenden das Majorantenkriterium. Dazu sein € Zmit n > 4. Wir schitzen
ab:

n* +3n < 4n?, n*+n*-15n-1>n*+n-42-15n-n=n*

und erhalten somit

n*+3n B n’+ 3n < 4n* _ 4
n*+n3—15n—1| n*+nm3—-15n—1~ n*  n?’
. 00 2 o0 2 4 3
Nach Vorlesung konve‘rglert an‘ 4 4/‘ n®, weswegen 3, _ (n*+3n)/(n* +n’ —
15n — 1) nach dem Majorantenkriterium absolut konvergent.
Behauptung: Die Reihe Zf;l(—l)”(n — 1)"*1/n" divergiert.

Wir zeigen, dass (—1)"(n — 1)"*1/n" keine Nullfolge bildet. Nach Vorlesung kann
die Reihe in diesem Fall nicht konvergieren. Sei dazu n € N mit n > 2. Es gilt:

n(n_ 1)n+1 B (n_ 1)n+1 (I’l— 1)n B 1 n 1
=D T I _(1_E> —e>0 (n= )

Nach Satz-3.1(c) divergiert die Reihe also.
O

Aufgabe 2 (K) 3 + 3 + (2 + 2) = 10 Punkte. Bei dieser Aufgabe ist der gesamte Rechen-
beziehungsweise Beweisweg abzugeben.
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(a) Sei (a,) eine derartige monoton fallende Folge, dass 220:1 a, konvergiert. Zeigen Sie:
lim n-a, =0.

n—oo

(b) Sei (a,) eine monoton wachsende und beschrinkte Folge mit a,, > 0 fiir n € N. Zeigen
Sie, dass die Reihe

konvergiert. Gilt diese Aussage auch, wenn (a,,) nicht beschrinkt ist?

(c) Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz, absolute Konvergenz und
Divergenz.

2 Vn
@ p,D)'——,
! nz=:o n+1

n=1

Lésungsvorschlag.

(a) Dadie Reihe Z:’:l a, konvergiert, ist (a,) eine Nullfolge. Wegen der Monotonie erhal-

ten wir somit a,, > 0 fiirn € N.

Sei nun ¢ > 0. Wegen der Konvergenz der Reihe liefert das Cauchy-Kriterium die
Existenz eines ny € N mit

Z ak<§ fiir alle m > n > ny.
Speziell fiir n = ng gilt also

- 13 ..
Z ap < = fiir alle m > n,,.
2
k:n0+1

Da (a,) monoton fillt, erhalten wir auf3erdem

m m
Z ai > Z Ay = (m— no)am (m 2 nO)'
k=ng+1 k=ng+1

Insgesamt finden wir
€
ma,, < 3 +npa,, (m>nyp).

Da (a,) eine Nullfolge ist, existiert ein n; € N mit a,, < /(2n,) fiir alle m > n;. Somit
gilt
£

€
0< <=z
< may, 2+2

=¢ fiirm > max{ngy, n;}.
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(b) Behauptung: Die Reihe Z (ap41/a, — 1) konvergiert. Diese Aussage wird ist im Allge-

n=1
meinen falsch, wenn man nicht verlangt, dass (a,) beschrankt ist.

Da (a,,) wichst, gilt a,.,,/a,, > 1 fiir alle n € N. Wir wollen das Majorantenkriterium
verwenden und schiitzen dazu ab:

0<

An+1 _1‘ _ An+1 —1= Ap+1 — An < An+1 _anb

a, ay an - a "

Nun konvergiert die Reihe iiber (b,,), da die Partialsummen beschrinkt sind. In der
Tat gilt flir N € N:

IZV: b Teleskopsumme Q41 — A < SUp, ey Gn — 1

n=1 " ! ! '
Um zu zeigen, dass die Aussage im Allgemeinen fiir unbeschrinkte Folgen (a,) falsch
ist, betrachten wir als Beispiel a,, := 2" fiirn € N. Dann ist a,,,;/a,, — 1 = 1fiirn € N,
hier ist der Summand keine Nullfolge. Die Summe Z:’:l(anﬂ/ a, — 1) divergiert nach
Vorlesung, Satz 3.1(c).

© @ B]ihauptung: Die Reihe Z:; O(—l)"ﬁ/ (n+ 1) konvergiert, aber konvergiert nicht
absolut.

Wir definieren die Folge (a,) durch a,, := (—1)"\/Z/(n + 1) fiir alle n € N,.
Wir zeigen zunichst die Konvergenz der Reihe 2;1”:1 a,, mithilfe des Leibniz-

Kriteriums. Die Folge (a, ), ist alternierend, und es gilt

Vyno oAm1
|an|:—n+1ST=——>0 (n - ).

B

Auflerdem gilt fiir allen € N

lap|l  Vn+1 n+1 (n+1)(n+1)2_\/n3+3n2+3n+1
la,]  n+2 Jn B nn+2)2 n3 +4n2 + 4n

3 2 3 2
S\/n + 3n +3n+n=\/n + 3n +4n<ﬁ=1’

n3 +4n? + 4n n3+4n2 +4n ~

also |ay,41| < |ay,|. Somit ist (|a,|)nx, eine monoton fallende Nullfolge. Nach dem

. . . . . . . oo o0 o0
Leibniz-Kriterium ist daher die Reihe 3~ a, =3~ a, =— znzl(—l)"“lanl
konvergent.

Aus Beispiel (e) vor Hilfssatz 3.6 folgt, dass die Reihe nicht absolut konvergiert.
(ii) Behauptung: Die Reihe Z:’:l(—l)”\/ﬁ/ (n? + 3) konvergiert absolut.
Wir verwenden das Majorantenkriterium. Dazu sei n € N. Es gilt

Vi | N

n2+3 N

n+3= n2  p32

‘(—1)”
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Nach Vorlesung konvergiert die Reihe Z 1/n3/ 2, weshalb Z _ (= 1)"\/n/(n* +
3) nach dem Majorantenkriterium absolut konverglert d

Aufgabe 3.

Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz, absolute Konvergenz und Divergenz.
o0 ns
(a) Z Ea
n=1

(b) 2( VL

- (2n)!
© ; (Bn)rn!’

) Z( 1)"*n? +n,

n+1

(@ Z - <1+( 1)n>n |

Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe 4 (b).
Losungsvorschlag.

(a) Behauptung: Die Reihe ist absolut konvergent.
Definiere die Folge (a,) durch

5

n
an = 2 (n e N).
Es gilt:
1 n— 1
0] = (4/ Y=z tntn =S 11 <1
5 - 5 5 Faktoren
5 Faktoren

Somit ist die Reihe Z,T:l n°/5" nach dem Wurzelkriterium absolut konvergent.

(b) Behauptung: Die Reihe ist konvergent, aber nicht absolut konvergent.
Definiere die Folge (b,,) durch

by =

+1 1 -
\/n \/n+ \/ n 000,

(n e N).

Vn+1
n

Es gilt
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das heifit, (b,) ist eine Nullfolge. Weiter gilt (fiir alle n € N):

Vn+2 n+1 n+2 n+1
< = <
n+1 n (n+1)2 n2
= n+2n’<n*+3n’+3n+1 < 0<n*+3n+1.

bn+1 < bn

Letzteres ist eine wahre Aussage, sodass (b,,) insgesamt eine monoton fallende Nullfolge
ist. Nach dem Leibnizkriterium (Satz 3.3) ist die Reihe daher konvergent. Des Weiteren

gilt
‘(_1)n+1\/n+1 =\/n+1>ﬁ= 1
n ~ n

— (neN).
n \/;
Da die Reihe ZZO=1 1/\/5 divergiert, divergiert nach dem Minorantenkriterium daher

die Reihe Z:;l |(=1)"**'4/n + 1/n| ebenfalls. Daraus folgt, dass die Reihe Z:;l(—l)”“\/ n+1/n
nicht absolut konvergent.

(c) Behauptung: Die Reihe ist absolut konvergent.
Definiere die Folge (a,) durch

_ (2n)
In = (3n)"n!

(n €N).

Insbesondere ist |a,,| > 0 fiir alle n € N. Daher gilt:

An+1
an

_ (2n +2)! (Bn)"'n! _ (2n+2)-(2n+1) 3n \"
T @n+3)rti(n+1)! 2n)!  (Bn+3)-(n+1) '(3n+3)
=(2n+2)-(2n+1)_( n )”_2 2n+1 <n+1)‘”

"3 n+1

3(n+1)2 n+1 n
2+ 2
2 -
=g. };.(1.’-1) n_oo)%.z.e_lzi.
3 1+ - n 3 3e
n

Somit gilt limsup, | _|a,1/a,| = lim,_,|a,41/a,| = 4/(3e) < 1, nach dem Quotien-
tenkriterium konvergiert die Reihe Z;ozl (2n)!/((3n)"n!) daher absolut.

(d) Behauptung: Die Reihe ist konvergent, aber nicht absolut konvergent.
Definiere die Folgen (a,), (b,) und (c,) durch
n? n
+ —_—
n+1 n3+1
—— ——

:b” =Cl’l

@, = (-1)"

(n eN).

Es gilt:
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das heif3t, (b,,) ist eine Nullfolge. Weiter gilt fiir n € N:

bn+lsbn
(n+1)>? n?
(m+13+17~"nd+1
= n+1)2-W+1)<n?-(n+11°+1)
= n+n’+2nt+2n+nd+1<n+3n* + 303 + 2n?
= o0<n*+2n*+n>-2n-1
= o0<n*+2m*+(n—-12-2.

Letzteres ist fiir alle n € N erfiillt, daher ist (b,) eine monoton fallende Nullfolge. Nach
dem Leibnizkriterium ist die Reihe Zs’zl(—l)"bn konvergent. Des Weiteren gilt:

1

1
|Cn|: 1 SF (n eN).

n?+
Da die Reihe Z:’:l 1/n? konvergiert, ist die Reihe Z:;l ¢, nach dem Majorantenkrite-
rium ebenfalls konvergent (sogar absolut konvergent). Insgesamt erhalten wir daraus

o)

die Konvergenz der Reihe )}~ a,.

Wir priifen nun die Reihe noch auf absolute Konvergenz. Es gilt fiir n > 2:

-1 1212
|a|=(—1)”n2+n nz—n= s ny 1
n 1+n3 “1+nd3 L, 7 2n Tan’
nZ

wobei wir ausgenutzt haben, dass gilt: 1/n> <1 <n (n € N)und 1 —1/n > 1/2
fiir n > 2. Nach dem Minorantenkriterium divergiert die Reihe Z;o=1 |a,|, die Reihe
.o, @y ist also nicht absolut konvergent.

(e) Behauptung: Die Reihe ist absolut konvergent.
Definiere die Folge (a,) durch

Ll

- >n2 (neN).

a, =

Wir betrachten nun die Folge b, = %/|a,| = 1/3(1 +(=1)"/n)" (n € N). Fiir die
beiden Teilfolgen (b,;) und (by,_;) gilt

1 1\%* k- e
b= L1 L) g

3 2k 3’
=-(1- —.
bok-1 = 3 ( 2k — 1) 3e

Da die Folge (b,,) keine weiteren Hiufungswerte hatund dae < 3, giltlimsup, |, b, =
limsup, , %/la,| = e/3 < 1. Nach dem Wurzelkriterium ist somit also die Reihe

o 13+ ((—1)")/n)"2 absolut konvergent.
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(f) Behauptung: Die Reihe Z:’:l(znn!)/n” konvergiert absolut.

Wir verwenden das Wurzelkriterium. Es gilt

2”n' V_

—n ——>2 S (n - )

nach Aufgabe 4 (b), also limsup, _ __ 4/(2"n!)/n" = 2 - 1/e < 1. Nach dem Wurzelkri-
terium konvergiert die Reihe absolut. O

Aufgabe 4.

(a) Seien Z:’:l a, eine absolut konvergente Reihe und (b, )5, eine beschrinkte Folge.
Zeigen Sie, dass Z:;l a,b,, ebenfalls absolut konvergiert.

(b) Es sei (a,) eine reelle Folge mit a,, # 0 fiir n € N. Weiter sei die Folge (%),‘;‘;1
beschrinkt. Dann kann man zeigen, dass die folgende Ungleichungskette gilt:

Ap41 n+1

(%)

< hm 1nf i/ lay,| < limsup %/|a,| < lim sup|——

n—oo n—oo

lim inf|——

n—oo

l’l }’l

Zeigen Sie unter Verwendung von (%), dass lim — =e gilt.
n—o0o W

Losungsvorschlag.

(a) Esbezeichne C > 0 eine Schranke von (b,,). Dann gilt fiir n € N: |a,,b,| < Cla,|. Nach
dem Majorantenkriterium konvergiert Z:’:l a,b,, absolut.

(b) Wir betrachten die Folge (a,) gegeben durch a,, = n"/n! fiir n € N. Dann gilt a,, # 0
fiir alle n € N. Fiir die Quotienten finden wir mit n € N:

(n+1)n+l
nir _ _(nint _ (n+ o onl _ (n + 1)” ne
a, nnt nn (n+1)! n

n!

nach Definition von e. Insbesondere ist die Folge der Quotienten (a,,/a,)n=; be-
schriankt. Nach () gilt nun:

1 1
e = lim inf| 27+L Gni1

n—oo

< hm 1nf %/ |ay,| < limsup ¥/|a,| < lim sup|——

n—-oo n—-oo

n

Also gelten hm 1nf R/|la,| = limsup %/ |a,| = e, das heifit, e ist der einzige Haufungs-

n—oo

wert von |an| = —'. Die gewiinschte Aussage folgt nun, da der einzige Haufungs-
n

wert einer beschréinkten Folge ihr Grenzwert ist.

Bemerkung: Die Beschrianktheit von (%/|a,|)sx; ist durch (x) gewidhrleistet. O



