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Aufgabe 1 (K) 2 + (2 + 1) = 5 Punkte. Bei dieser Aufgabe miissen und sollen nur die End-
ergebnisse abgegeben werden, der Rechen- beziehungsweise Beweisweg wird nicht bewertet.

(a) Entwickeln Sie die durch die Abbildungsvorschrift x — e*/(1 — x) definierte Funktion
in eine Potenzreihe um 0 und bestimmen Sie den Konvergenzradius.

(b) Bestimmen Sie fiir die folgenden Potenzreihen jeweils den Konvergenzradius sowie
die Menge aller x € R, in denen die Potenzreihe konvergiert:

0 n n%-3n
: n
M Z (n + 3) x5
n=0

(e o]
(ii) Z n2xn,
n=2

Lésungsvorschlag.

(a) Behauptung: Die Potenzreihe Z;":O ¢, X", wobei ¢,, = ZZ:O 1/k! (n € N), besitzt den

Konvergenzradius 1 und fiir alle x € (-1, 1) gilt Z:;O c,x" =e*/(1 — x).
Es sei x € (—1,1). Da die Reihen ),  x"/n!und };°° X" in diesem Fall absolut

konvergieren, folgt mit dem Satz {iber das Cauchyprodukt (Satz 3.12), dass auch die
Reihe 37> (37 _,(x*/k)x"~¥) konvergiert und es gilt:

ex o 1 3 ooxn [ee] " _OO nxk n_k

1—x_e'1—x_nz=:()m ;:JOX _,,Z::O kz::OFx
(o] n (o]

= (Z %x") = Z cpx”,

n=0 \k=0 n=0

wobei ¢, = ZZ:O 1/k! (n € N). Dies zeigt, dass der Konvergenzradius der Potenzreihe
Z:;o c,x" grofler oder gleich 1 ist. Um zu zeigen, dass der Konvergenzradius gleich 1

ist, reicht es zu zeigen, dass die Potenzreihe in x = 1 divergiert, das heif3t, dass Z:’:O Ch
divergiert. Es gilt:

A R |
Cn_ H—)ZH—G?QO,

also ist (c,) keine Nullfolge und die Reihe Z:’zo ¢, somit divergent.
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(b) (i) Behauptung:Die Potenzreihe 3, > (n/(n + 3))"2_3" x"™ hat den Konvergenzradius
e3 und konvergiert genau dann, wenn |x| < €3.

Setze a, = (n/(n + 3))"2_3n (n € N). Dann gilt

Wz( n >n_3:<n+3)3_”:[<n+3 n+2 n+1)”_3]_

n+3 n n+2'n+1. n
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1 n-3 1 n-3 1 n-3
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1

1 n+2 n+1 1 n
- (1+ ) .(1+ (1+-)
n+2 n+1 n
<n+3)5 <n+2)4 (n+1>3
n+2 n+1 n
n—->oo 3
— e

Somit gilt fiir den Konvergenzradius 1/(limsup, ,  #%/l|a,|) = e. Es sei nun
x € {#e%}. Dann gilt fiir alle k € N:
-1
<3k + 3)3"] o
3k

9k2—9k 3
s o = ( 3k ) o3 <3k+3>

3k+3 3k

3 3
(1+3) (;Q 51
& ko \a+1/k)

N~——_—_—,

>1

>1

wobei im letzten Schritt ausgenutzt wurde, dass die Folge (1 + 1/ k)k monoton
wachsend ist und gegen e konvergiert. Also ist (a,x") fiir x € {+e3} keine Null-
folge, das heift, die Reihe Z:;O a,x" divergiert, womit die Behauptung folgt.

(ii) Behauptung: Die Potenzreihe Z;‘;Z n/2x" hat den Konvergenzradius 0 und kon-
vergiert daher nur fiir x = 0.
Definiere
a, =n"? (neN).
Es gilt

Yl =t =y

Da (\/E) unbeschrinkt ist, hat die Potenzreihe den Konvergenzradius 0, sie kon-
vergiert daher nur in x = 0. O]

Aufgabe 2 (K) (2 + 2) + (2 + 2 + 2) = 10 Punkte. Bei dieser Aufgabe ist der gesamte Rechen-
beziehungsweise Beweisweg abzugeben.
(a) Die Folge (a,)n-, sei definiert durch ay = 0 und a,, = (—1)”/\/5 fiir alle n € N.

(i) Zeigen Sie die Konvergenz der Reihe z:;o ay.
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(ii) Zeigen Sie die Divergenz des Cauchyprodukts von Z:’:O a, mit sich selbst. Be-
griinden Sie, warum dies nicht dem Satz {iber die Konvergenz des Cauchyprodukts
widerspricht.

(b) Bestimmen Sie fiir die folgenden Potenzreihen jeweils den Konvergenzradius sowie
die Menge aller x € R, in denen die Potenzreihe konvergiert:

(i) Z(—l)“

TTe 2n(x+1)”

(i) Z( 1)” X
(iii) Z 2+ (=DM (x = 2)*".
n=0

Lésungsvorschlag.

(a) (i) DieFolge (1/ ﬁ) ist eine monoton fallende Nullfolge. Nach dem Leibnizkriterium
ist die Reihe Zf’o:l(—l)”l/ﬁ daher konvergent, also auch die Reihe

(o] (e (0]
Zan=a0+2an=0+2an.
n=0 n=1 n=1

(ii) Es bezeichne Z;ozo ¢, das Cauchyprodukt der Reihe ZZOZO a,, mit sich selbst.

Wegen ay = 0 gilt ¢y = ¢; = 0. Fiir n € N mit n > 2 berechnet man:

Zn: nz_ll (_1)k (_1)n_k ( ) nz:l
Cp = QQy_ = . =(-1)"
k=0 Kk k=1 \/E Vn—k 1\/—\/n—

Weiter gilt:

n-1

_ - n—1
& e B e

also ist (¢, ) keine Nullfolge und die Reihe Z o Cn damit divergent.

=1,

Es gilt |a,| = l/ﬁ und die Reihe Z l/ﬁ ist nicht konvergent, also konver-

giert die Reihe ano a, nicht absolut. { Somlt sind aber die Voraussetzungen des
Satzes aus der Vorlesung iiber die Konvergenz des Cauchyprodukts (Satz 3.12)
nicht erfiillt.

(b) (i) Behauptung: Die Potenzreihe hat Konvergenzradius r = 1/¢ = e? und konvergiert
genau fiir x € (-1 —e?,—1 + €?).

Fiir n € N, sei a,, = (—=1)"1/(1 + ¢*"). Dann gilt fiir n € N:

Ylan| =

1 + ezn e—2n + 1
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(i)

(iii)

Nungiltl1 < {/e-2n+1 < %/2, weshalb %/e=27 + 1 nach dem Sandwichkriterium
fiir n — oo gegen 1 konvergiert. Es folgt

¢ = limsup m = lim %/|a,| = ly
n— 00 n—oo €
weshalb der Konvergenzradius gegeben ist durch r = 1/¢ = e2. Die Potenzreihe
konvergiert also absolut fiir x € (—1—e?, —1+e¢?) und divergiert fiir x € R\ [-1—
e, —1 + e?]. Es bleibt zu zeigen, dass die Reihe auch fiir x = —1 + e? divergiert.
Fiir diese beiden x gilt:

n 1
1+e2"(ez) T lte !

|an(x + 1) =

flir n - o0, das heifit, die Summanden bilden keine Nullfolge und die Reihe
divergiert nach Vorlesung.

Behauptung: Die Potenzreihe hat Konvergenzradius r = 1/¢ = oo und konvergiert
entsprechend fiir alle x € R.

Fiir k € N definieren wir

on!

(=" .

, fallsk =3nfiireinn € N,

Ay =
0, sonst.

Dann gilt Z;’:’:O(—1)"1/2"!x3" = Zzozo a;x*. Nun gilt fiir n € N:

n
A asn| = ’(_l?n‘ =273 = 2~ < /2= = /2. (L) -0

fiir n - oo. Also ist
¢ = lim ¥/|ax| =0,
k=00
und damit r = co. Nach Vorlesung konvergiert die Potenzreihe fiir alle x € R.

Behauptung: Die Potenzreihe hat Konvergenzradius r = 1/¢ = 1/ % und konver-
giert genau fiir x € (2 — 1/3/3,2 + 1/3/3).
Fiir k € N definieren wir
2+ (1)"", k=3nfiireinn eN,
ai =

0, sonst.

Dann gilt Z;‘l"zo(z + (-1 (x =2)*" = Z:’zo ai(x — 2)k.

Wir betrachten die Teilfolgen (agy,), (Agm—3)> (A3m—1)s (A3m—2). Fiir diese gilt:

6%26%/32;%:%—)% (k = o),



Hohere Mathematik I (Analysis) fiir die Fachrichtung Informatik - Losungsvorschlag zu Ubungsblatt o7

3 |agmsl = " V1=1-1 (k — o),

3m—

|azm—1]|=0—0 (k = ),

lazm—2| =0—0 (k = o0).

Insbesondere sind diese Teilfolgen beschrdnkt. Da alle Folgenglieder von (ay) in
einer dieser Teilfolgen vorkommen, ist (§/|ay|) beschrinkt und mit dem Lemma

aus Ubung 4 gilt H(%/|ax|) = {0,1, 3\/5}. Der Konvergenzradius der Potenzreihe

ist gegeben durch
L1 1 1

¢ lim sup, _, K/ ax] - %

Nach Vorlesung konvergiert die Potenzreihe absolut fiir x € (2 —1/ 7(/5, 2+1/ i/g)
und divergiert flirx € R\ [2 — 1/ VE, 2+ 1/’?/5]. Es bleibt zu zeigen, dass fiir

x=2=x1/ Vg die Potenzreihe divergiert. Hierzu betrachten wir k € N der Form
k = 6m mit m € N. Es gilt:

6m
ar(x — 2)k = (2 + (-1)*™) M (x — 2)5m = 32'"(ii) =1

i3

Die Reihe ist fiir diese beiden x divergent, da die Summanden keine Nullfolge
bilden. O

Aufgabe 3.

(a) Entwickeln Sie die durch die Abbildungsvorschrift x — 1/(x?> + x — 2) definierte
Funktion in eine Potenzreihe um 0, und bestimmen Sie den Konvergenzradius.

Hinweis: Nutzen Sie die geometrische Reihe und das Cauchyprodukt.

(b) Bestimmen Sie fiir die folgenden Potenzreihen jeweils den Konvergenzradius sowie
die Menge aller x € R, in denen die Potenzreihe konvergiert:

) Z Nreva 1)n)3n( x— 1),

(ii) Z (—1)”(\/ n+1-— ﬁ)x”
n=0

GHEDY (in_-l_z;x”,

Hinweis: Zeigen Sie zundchst ZZ':l 1/k < n?
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Losungsvorschlag.

(a) Behauptung: Die Potenzreihe Z;T:o a,x" mit a, = —1/3(1 + (=1)"/2"*!) (n € N) hat
Konvergenzradius 1 und fiir alle x € (-1, 1) gilt E:’zo a,x" =1/(x*+ x — 2).

Es sei x € (—1,1). Dann konvergieren die beiden geometrischen Reihen Z:’: o X" und
Z:;O (—=x/2)" absolut. Mit dem Satz iiber das Cauchyprodukt (Satz 3.12) erhilt man:

x2+lx—2 - xil ' lerz :_%<ﬁﬁ>:_%<§xn>(é(_§y)
(B S )

k=0 n=0 k=0
S 1 1-(=1/2"" , /(1 D" . = n
=Z_:O(_5' 1-(-1/2) )x =§)<_§<1+ 2nH ))x =Zoa”x

mit a, = —1/3 (1 + (=1)"/2"*!) (n € N). Dies zeigt die behauptete Gleichheit sowie,
dass der Konvergenzradius der Potenzreihe Z:;o a,x" grofler oder gleich 1 ist. Wir
zeigen nun, dass die Reihe fiir x = 1 divergiert. Da a,, — —1/3 fiir n - oo, ist (a,)
keine Nullfolge, folglich divergiert die Reihe Z;T:o a,, woraus die Behauptung folgt.

(b) (i) Behauptung: Die Potenzreihe Z:;o 1/((4 + (=1)")*")(x — 1)*" hat den Konver-
genzradius 3 und konvergiert genau dann, wenn x € (—2,4).
Substituiere y = (x—1)3 und betrachte Z:’:O a,y"mita, = 1/((4+(=1D)")*") (n €
N). Dann gilt
. ey 1 _ 11
limsup %/ |a,| = limsup @ Oy ¥

n—oo n—oo

Somit ist diese Potenzreihe absolut konvergent fiir |y| < 27 und divergent fiir
|y| > 27. Durch Riicksubstitution erhalten wir

x—1P =y <27 < |x-1<3 < xe(=24),

das heif3t, der Konvergenzradius betrégt 3. Zu priifen sind nun noch die Rand-
punkte. Fiir x = —2 divergiert die Reihe Z:;o 1/((4 4 (=1)")3™")(=1)3"33" weil
die Folge (1/((4 + (=1)")3")(—1)3"3%") den Haufungswert —1 hat und somit keine
Nullfolge ist. Die Potenzreihe divergiert also in x = —2. In x = 4 divergiert die Po-
tenzreihe ebenso, da die Folge (1/((4 + (—1)")3")33") den Haufungswert 1 besitzt
und somit ebenfalls keine Nullfolge sein kann. Daraus folgt die Behauptung.

(ii) Behauptung: Die Potenzreihe E:;O(—l)"(\/ n+1-— ﬁ)x” hat den Konvergenz-
radius 1 und konvergiert genau dann, wenn x € (—1,1].
Es gilt

=Wn+1- n-\/n—H-'-ﬁ— ! 1
Vit 1=y = (Vnr 1 - Vntl+yn Vn+l+yn @
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(iii)

Durch geeignetes Abschétzen erhidlt man mit dem Sandwich-Theorem, dass

limsup"\/‘(—l)"(\/n+ —\/ﬁ)) lim \/Vn+1-4/n

n—>co n—oo
) 1
= lim
TR 1+
=1.

Daher ist der Konvergenzradius der Potenzreihe 1. In x = 1 gilt: wegen (1) ist
Wn+1-— \/E) eine monoton fallende Nullfolge. Nach dem Leibnizkriterium kon-
vergiert daher die Reihe Z;’;O(—l)”(\/ n+1- ﬁ). Im Fall x = —1 divergiert die
Reihe Z;":O(—l)”(\/ n+1—/n)x" = Z:;o 1/(/n + 1++/n) nach dem Minoran-
tenkriterium dennesgilt1/(vn+1+ \/_ ) > 1/(2/n+ 1) fiir alle n € Ny und
die Reihe )] _o 1/V/n + 1 divergiert. Daraus folgt die Behauptung.

Behauptung: D1e Potenzreihe hat Konvergenzradius r = 1/¢ = 1 und konvergiert
genau fiir x € [—-1,1).

Wir halten zunichst fest: Sei c € R. Dann konvergiert %/n + c gegen 1 fiir n — oo.
Fiirn € Nmitn > |c| + 1 gilt

Wg Vn—|c|5Vn+c§Vn+|c|5Vn+n—1§%%,

wobei untere und obere Schranke fiir n — oo gegen 1 konvergieren. Nach dem
Sandwichkriterium konvergiert auch %/n + ¢ gegen 1 fiir n — oo. Dies zeigt die
Zwischenbehauptung.

Wir kehren zuriick zu unserer Potenzreihe. Aus unserer Uberlegung folgt:

¢ = limsup ‘2n+32 lim U\/— n+3/2 =1,
n— oo (n—2) n—oo Z{/n_ Z{/n_

alsor = 1/¢ = 1. Es bleibt zu zeigen, dass die Reihe fiir x = 1 divergiert und fiir
x = —1 konvergiert. Zunédchst gilt fiir x = 1undn € N, n > 3:

2n+3x": 2n+3 > 2n—4 —9 1

(n—2)2 (n—22 =~ (n-2)2 n—2

Nach Vorlesung divergiert die Reihe

e

=n— |
= k;lk’

sodass Z _;2n+3)/((n— 2)?)x" nach dem Minorantenkriterium auch divergiert.
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(iv)

)

Weiter ist fiir x = —1:

— 2n+3 o n2n+3
2 20 Z( V' n—2y

Sei a,, = (2n + 3)/((n — 2)?) fiir n > 3. Bei dem Summanden (—1)"a,, handelt es
sich um eine Nullfolge mit alternierendem Vorzeichen. Fiir n € N mit n > 3 ist:

Upy1 20 +5 <2n+3 )‘1(2n+s)(n—2)2 _2n®—3n2—12n+20

a, (—-12 \(n—-22) (mn—-1202n+3) 2nm3—n?—4n+3
_1 2n* +8n—17 <1 2:3248-3-17
T 2md-m2—4n+3 - 2m3-n2—4n+3 "

Somit konvergiert Z _,2n+3)/(n— 2)%)x" fiir x = —1 nach dem Leibnizkrite-
rium.

Behauptung: Der Konvergenzradius ist 1 und die Potenzreihe konvergiert genau
dann, wenn x € [-1,1].

Fiir jedes k € N definieren wir

in, falls k = n? fiireinn € N,
ay = 2
0, sonst.

Dann gilt 3;> n/2nx" = ¥ o X, Nun gilt §/Ja;| = 0 fiir alle k € N\
{n?: n € N}und fiir k = n? (n € N) gilt

2/ n n W n—oo
¥lax| = Va =\ >3 — b
n—oo Yl\/’ ’ V_ n—oo

Also ist limsup, | X/lax] = 1 und der Konvergenzradlus der Reihe betrigt 1.
Zu prufen sind nun noch die Ridnder, sei dazu x € {—1, 1}. Dann konvergiert die
Reihe Z o /27" * nach dem Wurzelkriterium, denn

l’ln—>oo 1
211 §<1

und die Behauptung folgt.

denn

Behauptung: Der Konvergenzradius ist 1 und die Potenzreihe konvergiert genau
dann, wenn x € (—1,1).

Definiere die Folge (a,) durch

- Z% (n € N).
k=1

Wir zeigen zunichst den Hinweis mittels vollstandiger Induktion:
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IA Firn=1gilt ¥,  +=1<1%

. ) . n! 1
IV Fiir ein festes aber beliebiges n € N gelte bereits Zk:l p < n2.
IS Es gilt:
(n+1)! n! nl+n-n! n-n!
1 1 1@ 1 n-n!
Gr= 2 Tt 2 g S sty
=k Zk e Y k snttk n!+1

<nP+n<n’+2n+1=(m+1)>
Da a,, > 1 fiir alle n € N gilt, erhalten wir

1< /]a,] < ¥z == 1,

das heifit, limsup, | %/la,| = 1. Somit ist der Konvergenzradius 1 und die
Potenzreihe konvergiert fiir |x| < 1 und divergiert fiir |x| > 1. Fiir x = 1 divergiert
die Reihe >.*° _ a,,, da (a,) keine Nullfolge ist. Auch die Folge ((—1)"a,,) ist keine

n=1
Nullfolge, daher divergiert auch die Reihe Z:;l(—l)"an. Insgesamt konvergiert
die Potenzreihe also fiir x € (-1, 1). O
Aufgabe 4.

(a) Bestimmen Sie das Cauchyprodukt der Reihen ;> 37"und Y. 57" und berechnen
n=0 n=0
Sie dessen Reihenwert.

(b) Zeigen Sie, dass das Cauchyprodukt der beiden divergenten Reihen z;o:o a, und
> o bymitay = —1,a, =1(n € N)und by = 2, b, = 2" (n € N) absolut konvergiert.

(c) Untersuchen Sie jeweils, ob das Cauchyprodukt der Reihen Z:’:O a, und Z;":O b,
konvergiert und geben Sie gegebenenfalls den Reihenwert an.

@ a, = % b, = 27" fiirn € Ny,
(i) a, =1flirn € Ny, bg = —-1,b,, =27"fiirn € N,
(iil) @, = 22, b, = % fiir n € Ny.

Lasungsvorschlag.
(a) Behauptung: Das Cauchyprodukt der beiden Reihen ist gegeben durch
oo
1_25 (3-(n+D) _ 5=(n41))
n=0
und sein Reihenwert ist 15/8.
Per Definition ist das Cauchyprodukt der beiden Reihen die Reihe Y.°° ¢, mit
n=0
% (3)
3

k=0

Ch =
k

n n
3—k . 5—(1’1—]() — 5—1’1 Z 3—k . Sk — 5—1’1
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1— (5/3)”"'1 B 5 (n+1) _ 3~ (n+1)
1-5/3 -2/3

(3 (n+1) _ 5—(}'l+1))

fiiralle n € N. Da die Reihen ;> 37" und }>° 57" als geometrische Reihen absolut

. . &) —n _ 1\ _ oo -n _ _ l _
konvergieren mit 3, _ 37" =1/(1 - ;) =3/2und ), _ 57" =1/01 5) = 5/4 folgt
mit Satz 3.12:

15 — 3 5 15
-~ —(n+1) _ (n+1) -,z -~
oo =Fus(§e) (E)-3i-%
Alternativ hitte man Z;T:o ¢, auch direkt ausrechnen konnen.
(b) Definiere die Folge (c,,) durch ¢, = ZZ:O aiby,_i (n € N). Dann gilt
Co=a0'b0=—2,
Clzao'b1+a1'bo:—2+2=0.
Fiir n > 2 gilt:
n—1 n—-1
Zakbn k = ag - by +Zakbn K+ a - bo——2"+22” kg2
k=1
n-1 k
1 1-—- (1/2)
=2 2" 42", (—) =2-—2n4on. [ —12
* kZ::l 2 * ( 1-1/2 )
+1 +1 1\" 2m+
=2 —2ntl 4 ontl. 1—(—)):2— =2-2=0.
+ ( 2 n
Somit gilt 3> ¢, = —2und }°" |c,| = 2, das Cauchyprodukt ist also absolut

konvergent.

(c) Es bezeichne jeweils Z » cn das Cauchyprodukt der Reihen Z o @n und Z:;O b,

(i) Behauptung: Das Cauchyprodukt konvergiert und der Relhenwert ist gegeben
durch 37 ¢, = 2¢°.
Die Reihe Z‘:’: o O"/n! erkennen wir als Exponentialreihe. Nach Vorlesung konver-
giert sie absolut und der Reihenwert ist gegeben durch Zm 5"/n! = E(5) = e°.
Bei der Reihe Z o 27" handelt es sich um eine geometrlsche Reihe. Auch die-

se konvergiert nach Vorlesung absolut, und der Reihenwert ist Z 02" =
1/1 — 1/2 = 2. Somit konvergiert das Cauchyprodukt nach dem Satz iiber das
Cauchyprodukt (Satz 3.12) absolut. Der Reihenwert ist nach diesem Satz gegeben

als . . .
chz Zan-anzes 2 =2¢°
n=0 n=0 n=0

(ii) Behauptung: Das Cauchyprodukt konvergiert und der Reihenwert ist gegeben
durch z:):o cp=—2.

10
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(iii)

In diesem Beispiel ist Satz 3.12 nicht anwendbar, da die Reihe Z , 1 nicht absolut
konvergiert. Wir schauen uns die Glieder c,, genauer an. Dafiir se1 n € N,. Es gilt:

geometrische

11-27"
Z a,_ kbk — b0+z bk — _1+Z 2—k Summenformel 1+ 2 e — = —_—

Dabei ist fiir n = 0 die Summe 2221 by als 0 definiert. Somit ist die Reihe

Z::’:O Cp=— Z;ozo 27" als geometrische Reihe konvergent. Der Reihenwert ist
(e8] —

nach Vorlesung gegeben durch — 3} ~ 27" =-1/1-1/2 = —

Behauptung: Das Cauchyprodukt konvergiert und der Reihenwert ist gegeben

durch 37> ¢, = 9/(4e).

Die Reihe Zfzo(n + 1)/(3") konvergiert nach Vorlesung, Beispiel nach Satz 3.12,
absolut mit Reihenwert

i n+l_ 1 9
&3 T (1-1/32 4
Die zweite Reihe Z:’zo (=1)"/n! erkennen wir als Exponentialreihe, mit Reihen-
wert Z:ozo (=1)*/n! = E(-1) = e~!. Somit konvergiert das Cauchyprodukt nach
dem Satz iiber das Cauchyprodukt (Satz 3.12) absolut. Der Reihenwert ist nach
diesem Satz gegeben als

[0 0]
n=0

-~ 9
a, Z b, = = —. O
0 n=0

Ms

n
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