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Aufgabe 1 (K) (1 + 1) + (1 + 2) = 5 Punkte. Bei dieser Aufgabe miissen und sollen nur die

Endergebnisse abgegeben werden, der Rechen- beziehungsweise Beweisweg wird nicht bewertet.

(a) Esseien f: R — Rstetigund A, B C R. Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen
wabhr oder falsch sind.

(i) Abeschrinkt = f(A) beschrinkt.
(ii) Bbeschrinkt => f~!(B) beschrinkt.

(b) Esseia > 0. Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte:

2

a*¥ —1

i) lim s
() x—0 X

(i) lim x*log(x).
x—>0+

Aufgabe 2 (K) 2+ (1+1+2)+(2+2) = 10 Punkte. Bei dieser Aufgabe ist der gesamte Rechen-
beziehungsweise Beweisweg abzugeben.
(a) Essei D C R eine nichtleere Menge. Zeigen Sie, dass D genau dann kompakt ist, wenn
jede stetige Funktion auf D beschrénkt ist.

(b) (i) Sei[a,b] C R ein abgeschlossenes Intervall und seien f,g: [a,b] — R stetige
Funktionen mit f(a) > g(a) und f(b) < g(b). Zeigen Sie, dass ein x, € (a, b)
existiert mit f(xq) = g(xo)-

(ii) Zeigen Sie die Existenz einer Losung x, > 0 von

L _ /5

1+x2

(iii) Sei f: [0,1] —» R stetig mit f(0) = f(1). Zeigen Sie die Existenz von x; € [0, 1/2]
mit der Eigenschaft

fe) =1(5+x)-

(c) Untersuchen Sie die folgenden Funktionen f: D — R jeweils auf gleichméflige
Stetigkeit.
. 1
(i) D=R, f(x)=

14+ x4’
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(i) D = (0, ), f(x) = log(x).
Aufgabe 3.

(a) Esseien f: R — R stetigund A, B C R. Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen
wabhr oder falsch sind.

(i) A abgeschlossen = f(A) abgeschlossen.
(ii) Babgeschlossen = f~1(B) abgeschlossen.

(b) Esseia > 0. Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte:

a*—1

3 1 ’
@ lim —

(i) lim 128
x—o00 X%

(c) Untersuchen Sie die folgenden Funktionen f: D — R jeweils auf gleichméflige
Stetigkeit:

(i) D =1[0,00), f(x)=+/x,
(ii) D = (0, w0), f(x) = %

Aufgabe 4.

(a) Esseiena,b € Rmita < bund f: [a,b] — [a, b] sei stetig. Zeigen Sie, dass f einen
Fixpunkt besitzt, das heifdt, es existiert ein X € [a, b] mit f(X) = X. Gilt diese Aussage
auch, wenn das abgeschlossene Intervall [a, b] durch ein beliebiges Intervall ersetzt
wird?

(b) Die Funktion f: [-1,1] — R ist gegeben durch
1-v1—x2

f(x) = x ’
0, fiirx = 0.

fir x € [-1,1] \ {0},

(i) Zeigen Sie, dass f stetig ist.
(ii) Bestimmen Sie den Wertebereich f([—1,1]) von f.
(iii) Zeigen Sie, dass f eine Umkehrfunktion besitzt. Berechnen Sie f~1.
(iv) Zeigen Sie, dass f~! und f streng monoton wachsende Funktionen sind.

(c) Zeigen Sie, dass eine Funktion g: N — R gleichmifig stetig ist. Ist eine Funktion
h: Q — R ebenfalls gleichmif3ig stetig? Begriinden Sie Thre Antwort.

Bei der Losung dieses Blattes ist, sofern nicht anders angegeben, nur das Material zu
verwenden, das bis zum 12. Januar 2024 in Vorlesung oder Ubung oder auf diesem oder
einem vorherigen Ubungsblatt behandelt wurde.



