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Aufgabe 1 (K) (1 + 1 + 1) + 2 = 5 Punkte. Bei dieser Aufgabe miissen und sollen nur die
Endergebnisse abgegeben werden, der Rechen- beziehungsweise Beweisweg wird nicht bewertet.

(a) Untersuchen Sie die folgenden Funktionenfolgen auf punktweise sowie gleichméfiige
Konvergenz:

(i) fn TR-oR, fn(x) =

_x

1+ (nx)?’
(i) fu: [0,1] - R, fn(x) = Vnx,
(iii) f,: [0,00) = R, f,(x) = nxe "X,

(b) Untersuchen Sie die Funktionenreihe

o 2

nx
g *€l02

n=1
auf punktweise und gleichméflige Konvergenz.

Lasungsvorschlag.

(a) (i) Behauptung: Die Folge (f,) konvergiert gleichmifiig gegen die Nullfunktion.
Fiirn € Nund x € R gilt:

1 2
x2 ey + X
| ()] = < =

1+n2x2 1+n2x2 n2

Also konvergiert die Funktionenfolge gleichmiflig gegen die Nullfunktion.

(ii) Behauptung: Die Folge (f,,) konvergiert punktweise aber nicht gleichméflig gegen
die Funktion
0, x=0,

10,1 o R, x -
felod] {1, x> 0.

2
Zunichst gilt £,(0) = 0 - 0 (n — o). Fiir x € (0,1] gilt f,(x) = &/n %/x —
12-1 =1 (n - o). Also konvergiert die Funktionenfolge punktweise gegen f.
Da alle f;, stetig sind (als Komposition stetiger Funktionen), aber f in 0 unstetig
ist, kann die Konvergenz nicht gleichmiflig gewesen sein.
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(iii) Behauptung: Die Funktion konvergiert punktweise aber nicht gleichmifig gegen
die Nullfunktion.

Zuerst gilt flir x = 0: fy(x) = 0 > 0 (n > o), und fiir x € (0, 00) gilt:
lim,,_, o fo(x) = lim,_, , nxe™™* = lim,_,, ye™ = 0. Also konvergiert die Funk-
tionenfolge punktweise gegen die Nullfunktion. Um einzusehen, dass diese Kon-
vergenz nicht gleichméfig ist, betrachten wir x = 1/n. Es gilt:

B2} =

Da die rechte Seite nicht gegen 0 lduft fiir n — oo, ist die Konvergenz nicht
gleichmifig.

(b) Behauptung: Die Funktionenreihe ;>  nx?/(x* + n’) konvergiert gleichmifig in
€ [0,2].
Fiir x € [0,2] und n € N gilt
2] nx? 4 _ 4
S x3+n3 T 03 on2

nx
x3 +n3

Da die Reihe Z;C’:l ¢, konvergiert, konvergiert die Funktionenreihe nach dem Kriteri-
um von Weierstraf}, Satz 8.1 (b), gleichmiflig. O

Aufgabe 2 (K) (2 + 2) + 3 + 3 = 10 Punkte. Bei dieser Aufgabe ist der gesamte Rechen-
beziehungsweise Beweisweg abzugeben.

(a) Untersuchen Sie die folgenden Funktionenfolgen beziehungsweise -reihen auf punkt-
weise sowie gleichmiflige Konvergenz:

» fn 2 [o, 1] = R, fu(x) = x"(1 - x),
(i) Z (1 " x2)n x € R.

(b) Essei @ # D C R und (f,,) eine Folge von Funktionen f,,: D — R, welche punkt-
weise auf D gegen eine Funktion f : D — R konvergiert. Zeigen Sie: (f,,) konvergiert
gleichmif3ig gegen f auf D genau dann, wenn fiir jede Folge (x,,) in D gilt:

Tim () = f(6a)) = 0

(c) Esseien L > Ound a,b € R,a < b. Fiir n € N sei weiter f,,: [a,b] - R eine
hpschltzstetlge Funktion mit |f,(x) — f,(y)| < L|x — y| fiir alle x,y € [a,b]. Die
Funktionenfolge (f,,) konvergiere punktweise gegen eine Funktion f: [a,b] —
Zeigen Sie, dass (f,,) gleichmiflig gegen f konvergiert.

Hinweis: Zeigen Sie zuerst, dass f auch lipschitzstetig ist.

Lésungsvorschlag.
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(a) (i) Behauptung: Die Funktion konvergiert gleichméflig gegen die Nullfunktion.

Seie € (0,1). Da (1 — ¢)" gegen 0 konvergiert fiir n — oo, gibt es ein ny, € N so,
dass (1 —¢)" < e gilt fiir n > n,,.

Seien nun n > ny und x € [0, 1] beliebig. Falls x < 1 — ¢ ist, erhalten wir
|fu(¥) =0l = x"(1 —x) < (1 -¢)"A —x) <e.

Fiir x > 1 — ¢ finden wir
|fn(¥) =0 =x"(1-x) <1-x<e

In jedem Fall gilt | f,,(x)—0| < €. Das zeigt, dass f, gleichmé@flig gegen 0 konvergiert.

(ii) Behauptung: Die Funktionenreihe Z:’:O x?/(1 + x?)" konvergiert punktweise fiir
x € R, aber nicht gleichmiflig in x € R.

Sei zuerst x = 0. Dann gilt

(o] xz (e8]
Z —_—= 0=0.
75 =
n=0 (1 X )n n=0
Fiir x # 0 nutzen wir die geometrische Reihe und erhalten so:

i x?2 _ 1 _ 2 1+x*
~ (14 x2)n 1t 1+x2-1
n=0

1+x2

1+ x2.

Also konvergiert die Reihe punktweise gegen die Summenfunktion

0, x=,0

TR->-R,x+—
! 1+x3, x#0.

Wegen f(0) = 0 # 1 = lim,_,o f(x) ist f unstetig. Andererseits sind alle Sum-
manden x2/((1 + x?)") stetig als Komposition stetiger Funktionen, sodass nach
Satz 8.3 (b) die Reihe nicht gleichmifiig konvergiert.

(b) = Essei (f,) gleichméfiig konvergent gegen f und € > 0 vorgegeben. Dann gibt es
ein N € N, sodass fiir alle n > N und alle x € D gilt:

[fa(¥) = f()] <&

Folglich gilt dies auch fiir x = x,,.

<= Angenommen (f,) ist nicht gleichmé@flig konvergent gegen f. Dann gibt es ein
€o > 0, sodass es fiir jedes N € N ein n > N und ein x(n) € D gibt mit

[fa(x(n)) = f(x(m)] 2 eo.

Definiere die Folge (x,) durch x,, = x(n) (n € N). Dann konvergiert f,(x,) —
f(x;,) nicht gegen 0.
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(c) Zuerst zeigen wir, dass f auch lipschitzstetig ist mit Lipschitzkonstante L. Um das
einzusehen, seien x, y € [a, b] beliebig. Dann gilt

G = FO) = |lim £,0) = lim 09| = lim |£,60) = fu)

< lim L|x—y|=L|x—y|.
n—-oo

Option 1: Direkter Beweis: Sei ¢ > 0 beliebig. Sei K € N (Wert von K wird spiter
festgesetzt). Wir betrachten die K + 1 dquidistant verteilten Punkte x; = a+k(b—
a)/K fir k € {0,1,...,K}. Fiir k € {0, ..., K} konvergiert f,,(x;) gegen f(x;) fiir
n — oo, sodass ein N € N existiert mit | f,,(x;) — f(xr)| < €/2 fiir n > N;.. Wir
wihlen N = max{N,, ... , Nx}. Wir miissen zeigen, dass

[fa(¥) = f(X)] <€

fiir alle x € [a,b] und n > N gilt. Dazu sei x € [a, b] beliebig. Dann existiert
ein k € {0, ..., K — 1} so, dass x in [xy, X ] liegt. Insbesondere gilt |x — x| <
|Xk41 — Xk| = (b — a)/K. Wir berechnen

£ (%) = FOOl = 1fn(X) = fu(Xi) + fu(xi) = (i) + i) = f(X))
< a0 = fa (il + 1) = f el + (i) = fF(

1
< L|x — x| + §£+L|xk—x|

1 (b—a)L
<= e
= 26 +2 T
Wihlen wir nun K € Nso grof3, dass 2(b — a)L/K < ¢/2 gilt, so folgt die gewiinsch-
te Aussage.

Option 2: Widerspruchsbeweis: Wir nehmen zum Widerspruch an, f,, konvergiere
nicht gleichmif3ig. Dann existiert so ein ¢ > 0, dass fiir unendlich viele n € N ein
(von n abhingiges) x € [a, b] existiert, sodass | f,,(x) — f(x)| > ¢ gilt. Wir fassen
diese n zu einer wachsenden Folge (n;) zusammen und schreiben x; fiir das zu
ny. gehorige x, das heifit, es gilt | f,, (x;) — f(xx)| > € flir k € N. Nun besitzt x;
nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf} eine gegen ein x, € [a, b] konvergente
Teilfolge X Es folgt fiir j € N:

€<

g, (o) = F 0|
T, (0) = o () + o () = f ) + f () = S i)
i, o) = FCe)| + [7e) = )

i, Ce) = fCe)| + Ly = 0|

<

i (i) = o ()] +

<L

Xy, — x*| +
xkj
Fiir j — oo erhalten wir:

¢ < lim (L

Jooo

xxkj - x*' + fnkj(x*) - f(x*)| + L|x* — xkj|>
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=L|lim x,, + ’lim T (X)) = f(x%) Xy — lim xk_’ =0,
J—»oo ] J—)oo j J—)oo J
ein Widerspruch. O

Aufgabe 3.

(a) Untersuchen Sie die folgenden Funktionenfolgen bzw. -reihen auf punktweise und
gleichméf3ige Konvergenz:

@) fu: [0,00) = R, fu(x) =xe™™ (n €N),
(i) fn: [0,1] = R, f(x) = nx(1 —x)" (n €N),
Hinweis: Sie diirfen Aufgabe 2 (b) verwenden.

(iii) Z nxi

(iv) Z (1ST()Z))n fiir x € R.

3 fiir x € (0,1),

(b) Geben Sie jeweils stetige Funktionen f,, : [0,1] — R und eine Funktion f: [0,1] - R
an, filir die folgendes gilt:

(i) f, = f (n > o) punktweise aber nicht gleichméflig, und f ist stetig.
(i) f, = f (n —» ) punktweise aber nicht gleichmé@fig, und f ist unstetig.
(iii) Die Funktionenreihe Zoo fn konvergiert gleichméf3ig wohingegen die Reihe

Zn | MaXye(o,1]fn ()] dlverglert

Lésungsvorschlag.

(a) (i) Behauptung: Die Funktionenfolge ( f,,) konvergiert gleichmif3ig und insbesondere
punktweise gegen die Funktion f: [0, ) — R, f(x) =0.

Wir zeigen gleichmiflige Konvergenz, woraus sich dann auch die punktweise
Konvergenz ergibt. Fiir alle x € [0, o) gilt

— x” = X"
X —_
DI R I
n:O n=2
das heif3t, x/e* < 1. Damit folgt fiir alle » € Nund x € [0, o):

nx
e

:IP—'
S=

|fn(x) - f(X)l =xe "™ =

< S

Wegen 1/n — 0 fiir n — oo folgt die Behauptung.

(ii) Behauptung: Die Funktionenfolge (f,,) konvergiert punktweise, aber nicht gleich-
miflig gegen die Nullfunktion f: [0,1] - R, f(x) =
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(iii)

(iv)

Es gilt f,,(0) = 0 — 0 fiir n - 0. Fiir x € (0,1] gilt (1 — x) € [0, 1) und damit

folgt
tinx(1 = x)n| = Anix(1 —x) —>1-1-1-x)=1-x < L.

Nach dem Wurzelkriterium konvergiert daher die Reihe Z;o:l(nx(l —x)") und so-
mit ist die Folge (nx(1 — x)") eine Nullfolge. Somit ist die punktweise Konvergenz
von (f,,) gegen die Nullfunktion gezeigt.

Weiter gilt fiir die Folge (1/n) in [0, 1]:

) ) =(-3f - s

fiir n - oo0. Nach Aufgabe 2 (b) ist die Konvergenz daher nicht gleichméfig.

Behauptung: Die Funktionenreihe Z  V/(nx — n?) konvergiert auf (0, 1) punkt-
weise und gleichméafig.

Fiir allen € Nmitn > 2und x € (0,1) gilt

‘1’_1 11 v o1
nx—n?l n n-x"n n-1-(n=-12 %

Setze a; = 1. Dann st die Reihe 3> | a, konvergentund es gilt |1/(nx—n?)| < a,
fiir alle n > 2 und alle x € (0, 1). Nach dem Kriterium von Weierstraf} konvergiert
> 1/(nx —n?) auf (0,1) gleichmiBig, und daher insbesondere auch punktwei-
se.

Behauptung: Die Funktionenreihe Z:’: o Sin(x)/(1 + x*)" konvergiert auf R punkt-
weise, aber nicht gleichméflig gegen die Funktion f: R — R,

0, x =0,

fx)=1 . 1
sin(x) (1 + F)’ x # 0.

Essei x € R. Aus x = 0 folgt wegen sin(0) = 0 direkt Zf;o sin(x)/(1 + xH" =
0 = f(0).

Fiir x # 0 ist die geometrische Reihe Z;o:o(l/ (1 + x*))"* konvergent und damit
ergibt sich

_sin(x) = 1\ 1
Z T+ Sm<">,§0(1+—x4) =) T

1+ x*

m = sin(x) (% + 1) = f(X)

= sin(x) -

Somit konvergiert (f,,) punktweise gegen f.

Fiir alle x # 0 gilt f(x) = sin(x) + sin(x)/x - 1/x3. Nach der Vorlesung gilt
zudem lim,_,,sin(x)/x = 1, 1/x3 divergiert aber fiir x — 0. Somit existiert
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der Grenzwert von f(x) fiir x — 0 nicht, insbesondere ist f in 0 nicht stetig.
Damit kann die Konvergenz der stetigen Funktionen s, : R — R, si(x) =

ZZ:() sin(x)/(1 + x*)"* (k € N) gegen f nicht gleichmiRig sein (vergleiche Skript,
Seite 79, Satz 8.3 b).
(b) (i) Wir verwenden beispielsweise Teilaufgabe (a) (ii).
(ii) Wir verwenden beispielsweise Beispiel (a) vor Satz 8.1.

(iii) Wir definieren fiir n € N die Funktionen
0, x <2 ™

2" 3

7(.7(7 — 2—!’1)’ 27 <x< 5 <271
Jat [0,1] = R, fu(x) = 5 n 3
7(21—" —X), 3 27 < x <201,

0, 2171 < x.

Behauptung: Alle Funktionen f,, sind stetig, die Reihe 2:10:1 fn konvergiert gleich-
mafig, und Z:’:l maXye[o,1]]fn(X)| = co.

Zunichst ist f, auf [0,27"), (27",3/2-27"), (3/2 - 27", 217") sowie auf (217", 0]
stetig als Komposition stetiger Funktionen (man beachte dabei die Beobachtung
in Ubung 08). Weiter ist f, auch in 27", 3/2 - 27" sowie 217" stetig, da die ein-
seitigen Grenzwerte existieren und mit dem Funktionswert iibereinstimmen
(nachrechnen!). Nun gilt

maxh(l= _max_ 1fGl= _max fG0=f(5-27)= 5

xe[2-n,21-n] xe€[2-n,21-n] 2n’
wobei wir verwendet haben, dass f,, nichtnegativ ist, auf [27",3/2 - 27"] wiichst
und auf [3/2 - 27", 217" fillt.
Nun gilt 2;1”:1 1/(2n) = oo (harmonische Reihe). Es bleibt zu zeigen, dass die

Reihe Z;’ozl fn gleichmifiig konvergiert. Sei x € (0, 1). Dann existiert ein n, € N
mit x € [27", 217", Es folgt

fnx(x): n =Ny,

X) =
fal0) % .
Offensichtlich gelten

frX), nc <N,
0, ny >N

N
sn(O) = D) fulx) = {
n=1

fiir N € N, x € (0, 1) sowie Z;o:l Jn(x) = fn (x). Die (punktweise) Grenzfunktion
der Reihe ist also gegeben durch

Ja (), x €(0,1),

f: [0,1]—)|R,Xi—){0’ ‘e {01
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Sei nun € > 0. Wie wihlen n, € N mit ny > 1/(2¢). Dann gilt fiir n > ny und
x €(0,1):

1 1
X)< — < —=<¢ n,>n,
() S 3 < g <oy

If () = sx(x)] =

0<e, ny<n

sowie | f(x) —s,(x)| = 0 < e fiir x € {0, 1}. Also gilt |f(x) —s,,(x)| < efiiralle x €
[0,1] und n > n,. Das zeigt, dass die Reihe z::’:l fn gleichmiBig konvergiert. [
Aufgabe 4.
(a) Esseiena,b € R,a < b. Essei f: [a,b) —» R stetig. Zeigen Sie, dass f genau dann
gleichmifig stetig ist, wenn lim,_,;, f(x) (in R) existiert.

(b) Essei f, : [a,b] = R (n € N) eine Folge monoton wachsender Funktionen mit
@) f(@z0@meN),
(i) lim f,(b)=0.
n—->oo
Zeigen Sie, dass (f,,) dann gleichméfig auf [a, b] gegen 0 konvergiert.

(c) Esseien f,,: [0,1] — R stetige Funktionen fiir n € N und Z;’;l maxye[o,1]]fn ()]
konvergiere. Zeigen Sie, dass die Funktionenreihe Z‘::l fn gleichm@flig konvergiert.

Bemerkung: Beachten Sie, dass es dafiir, dass die rechte Seite der Implikation gilt, nach
Aufgabe 3 (b) (iii) nicht notwendig ist, dass die linke Seite gilt, das heif3t, die Bedingung
ist nicht notwendig.

Lésungsvorschlag.
(a) = Sei f gleichmifig stetig.

Wir zeigen zuerst, dass f beschrinkt ist. Dazu gibtes ein § > 0 mit | f(x)— f(y)| <
1 fiir x,y € [a,b) mit |[x — y| < &. Da [a, max{a, b — &}] kompakt ist, ist f auf
[a, max{a, b — &}] beschriankt mit Schranke C. Dann sieht man leicht, dass f
beschriankt ist mit Schranke C + 1.

Nach Vorlesung, Satz 6.2 (b) geniigt es zu zeigen, dass fiir jede Folge (x,,) mit
X, — b (n — o) die Bildfolge f(x,) konvergiert. Sei (x,) eine solche Folge. Zum
Widerspruch nehmen wir an, (f(x,)) konvergiert nicht. Dann besitzt (f(x,,))n=;
(mindestens) zwei Hiufungspunkte a # . Wir wihlen Teilfolgen mit

fleng) > a  sowie f(xng) - B

fiir k - oo. Weiter gibt es ein § > 0 so, dass fiir x,y € [a,b) mit |[x —y| < &
stets |f(x) — f(¥)| < |a — B|/2 gilt. Wegen Xpg — b,x s - b fir k - oo gilt
k

|xn°k‘ — x| <98 fiir fast alle k € N. Aus
k

= Bl = Jim | ) = £x,p)] < 31—l



Hohere Mathematik I (Analysis) fiir die Fachrichtung Informatik - Lésungsvorschlag zu Ubungsblatt 11

erhalten wir einen Widerspruch.

Alternativ kann man die Aussage der Richtung » = « direkt aus Satz 6.2 (c)
folgern.

<= Es existiere lim,,_,;, f(x). Wir betrachten die Funktion g: [a,b] — R gegeben

durch
fx), x <b,

8(x) = lirrll)f(x), x=b.

Dann ist g stetig in b, da lim,._,;, g(x) = g(b) gilt. Weiter ist g auf [a, b) stetig, da f
stetig ist. Also ist g nach dem Satz von Heine (Satz 7.16) stetig. Da [a, b] kompakt
ist, ist g gleichmaBig stetig. Damit ist aber auch f = g|[4 5 gleichmiBig stetig.

(b) Fiir alle n € N gilt wegen der Monotonie
0 < fula) < fu(x) < fu(b) fiiralle x € [a, b].

Es sei nun € > 0. Wegen der Eigenschaft (b) existiert ein n, € N, sodass 0 < f,,(b) < ¢
fiir alle n > ny. Wegen der Monotonie erhalten wir

Vn > ny Vx € [a,b]: 0 < f,,(x) < f,(b) <e.
Somit gilt insgesamt
Ve > 03ny, € NVn > ny Vx € [a,b] : |f,(x) —0| <e,
also konvergiert (f,,) auf [a, b] gleichmafiig gegen 0.

(c) Fiir n € N definieren wir ¢, = max,g[o,1]/f»(x)|. Nach Voraussetzung konvergiert
Z:;l ¢p- Nun gilt fiir x € [0, 1]:

P < Y e < o,
n=1 n=1

sodass Z‘::l fn(x) fiir dieses feste x absolut konvergiert und insbesondere konvergiert.
Fiir die Summenfunktion schreiben wir

f) =3 fux).,  xelo1l.
n=1

Es bleibt zu zeigen, dass die Konvergenz gleichméfig ist. Dazu sei ¢ > 0 beliebig. Dann
existiert ein N € N so, dass ZZZN ¢, < egiltfiir N > N,. Fiir x € [0,1] und N > N,
erhalten wir:

< 2 Ml 3 a<e

n=N+1 n=N+1

Y fal®)

n=N+1

N
FG) = D) fulx)
n=1

Das zeigt, dass Z:’:l Jn gleichméfig konvergiert.

Alternativ kann man diese Aussage auch mit dem Satz von Weierstraf3, Satz 8.1(b),
beweisen; an dieser Stelle sei angemerkt, dass man durch eine leichte Modifikation
des obigen Argumentes einen Beweis des Kriteriums von Weierstraf3 erhilt. O



