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Aufgabe 1 (K) (1 + 1 + 1) + 2 = 5 Punkte. Bei dieser Aufgabe miissen und sollen nur die
Endergebnisse abgegeben werden, der Rechen- beziehungsweise Beweisweg wird nicht bewertet.

(a) Bestimmen Sie jeweils alle Punkte x, in denen die Funktion f differenzierbar ist und
berechnen Sie dort den Wert der Ableitung.
@) f: R >R, x> el/0+x)
xe?"

(i) f: (0,00) - R, x'_)log(l—+x)'

1
x3+x+§, x <0,

(i) f: R > R, x %(1+x), 0<x<1,

1+1log(v/x), 1<x.

(b) Bestimmen Sie alle lokalen Extremstellen der Funktion f: [-1,9] — R,

xs, X € [_1’ ]-)5

2—(x—2)> x € [1,3),
fG) =13x -3, x € [3,4],

12

= 4,9].

ot x € (4,9]

Losungsvorschlag.
(a) (i) Behauptung: f ist auf ganz R differenzierbar und fiir x € R gilt:

’ — _al/(1+x?) 2x
f ist nach der Ketten- und der Quotientenregel differenzierbar (beachte 1+ x? # 0
fiir x € R) und es gilt
O — — _el/(xt)__2X

2 _—.
a+x22 T +x2)?
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(ii)

(iii)

Behauptung: Die Funktion f ist auf ganz (0, co) differenzierbar. Die Ableitung in
x € (0, 00) ist gegeben durch
2% X
' — X —
F'e) = log(1 + x) (1 +x2% log(2) (1 + x)log(1 + x))'

Es gilt
X ex (exlog(z))
i = Z2REE)
og(1l + x)
fiir x € (0, ). Diese Funktion ist auf (0, o) differenzierbar als Komposition
differenzierbarer Funktionen. Mithilfe der Ketten-, der Produkt und der Quotien-
tenregel erhalten wir fiir alle x € (0, o0):

exp(e¥108(2)) 4 yexp(e*'e@)exloe2]og(2)  xexp(e*le?@) 1

F') = log(1 + x) B log(1+x)2 1+x
_ e + xe?'2%log(2) _ xe?"
B log(1 + x) log(1 + x)2(1 + x)
e? . x
"~ log(1 + x) (1 +x2%log(2) - 1+ x)log(1 + x))'
Behauptung: f ist differenzierbar auf R \ {0} mit Ableitung
3x2+1, x € (—,0)
1
f/(x) — 5, X € (0, 1]
1
Z, X € (1, 00)

Auf der offenen Menge (—o0,0) ist f(x) = x> + x + 1/2 differenzierbar mit der
Ableitung f'(x) = 3x% + 1.

Auf der offenen Menge (0, 1) ist f(x) = (1+x)/2 differenzierbar mit der Ableitung
f'(x)=1/2.

Auf der offenen Menge (1, 00) ist f(x) = 1 + log(\/}) differenzierbar mit der
Ableitung f'(x) = 1/(2x).

Wir definieren die differenzierbare Funktion g: (0,0) —» R, x - 1og(\/>_c) mit
Ableitung g’(x) = 1/(2x). Dann gelten

fA+m)—fQ) _ . log1+h)—logy1)
) -

lim
h—0+ h—0+ h
o BAER RO
B hll»r(r)l+ h =g = 2
und
. fA+hm—-fQ) . 1/Ch) 1
. n =am == =g
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Somit ist f differenzierbar in x = 1 mit Ableitung f'(1) = 1/2.

Wegen
lim fO+h)— f(0) — lim 1+ h)/2-1/2 ~ lim 1/(2h) _ l
h—0+ h h—0+ h h—0+ h 2
und
_ 3 _
lim wzlimh—'_h-i_l/2 1/2=Iim h+1=1
h—0— h h—0— h h—0—

ist f in 0 nicht differenzierbar.

(b) Behauptung: f besitzt fiir x, € {—1, 3,9} ein lokales Minimum und fiir x, € {2, 4} ein
lokales Maximum, und keine weiteren lokalen Extrema.
Es gilt f(—1) = —1 und f'(x) = 5x* fiir x € (—1,1). Daher gilt f'(x) > 0 fiir x €
(—1,1)\{0} sowie f'(0) = 0und folglich ist f auf [—1, 1)\ {0} streng monoton wachsend.
Alsoist f(—1) < f(x)fiir x € (—1,1) und damit hat f in x, = —1 ein lokales Minimum.
Es gilt f(2) = 2und f'(x) = 4 — 2x auf (1, 3). Daher gilt f'(x) > 0 fiir alle x € (1,2)
und f'(x) < 0 fiir x € (2,3). Also ist f auf (1, 2) streng monoton wachsend und auf
(2, 3) streng monoton fallend. Somit gilt f(x) < f(2) fiir x € (1, 3) und folglich hat f
in 2 ein lokales Maximum.
Es gilt f(3) = 1 und f(x) = 3x — 8 > 1 fiir x € [3,4). AuBlerdem gilt f(x) > 1 auf
(1,3), denn fiir x € (1, 3) ist (x — 2)? < 1. Also hat f in x, = 3 ein lokales Minimum.
Ferner gilt f'(x) = 3 fiir x € (3,4) und daher ist f dort streng monoton wachsend.
Es gilt f(4) = 4 und f(x) < 4 fiir x € (3,4). Auflerdem gilt f(x) < 3 und somit
insbesondere f(x) < 4 fiir alle x € (4,9). Also hat f in 4 ein lokales Maximum. Ferner
ist f'(x) = —12/x? < 0 fiir x € (4,9) und damit ist f dort streng monoton fallend.

Es gilt f(9) = 4/3 und f(x) > 4/3 fiir x € (4,9). Somit hat f in 9 ein lokales Minimum.

Wir miissen nun noch ausschliefien, dass f weitere lokale Extrema besitzt: auf den
Intervallen (-1, 0), (0, 1), (1, 2), (2, 3), (3,4) und (4, 9) ist, wie wir oben gesehen haben, f
jeweils entweder nur streng monoton fallend oder nur streng monoton wachsend. Dort
kann also kein lokales Extremum von f existieren. Es sei § € (0, 1). Dann gilt fiir alle
X < 0mit x| < &, dass f(x) = x*> < 0und fiir alle x > 0 mit |x| < &, dass f(x) = x°> > 0.
Also hat f in 0 kein lokales Extremum. Fiir alle x mit [x — 1| < d und x < 1 gilt
f(x) = x> < 1 und fiir alle x mit |[x — 1| < § und x > 1 gilt f(x) =2 — (x —2)* > 1.
Somit hat f in 1 ebenfalls kein lokales Extremum. O

Aufgabe 2 (K) 2 + 2 + 3 + 3 = 10 Punkte. Bei dieser Aufgabe ist der gesamte Rechen- bezie-
hungsweise Beweisweg abzugeben.

(a) Zeigen Sie, dass fiir alle y > x > 0 die folgende Ungleichung gilt:

ylogy —xlogx < (y — x)(1 + log y).
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(b) Es seien a > 0 und die Funktion f: R — R, x — |x|* gegeben. Dabei ist 09 = 0.
Zeigen Sie:
fistin O differenzierbar << a>1.

(c) Bestimmen Sie alle x € R, in denen die Funktion f : R — R differenzierbar ist, und
berechnen Sie fiir diese x die Ableitung f'(x):
x4 —2x3 + X2, fallsx e R\ Q,

I = { 0, falls x € Q.

(d) Essei f: (0,00) = (0,00), x = x3log(1 + x2). Zeigen Sie, dass f bijektiv ist und dass
die Inverse f~! differenzierbar ist. Bestimmen Sie zudem (f~1)'(log(2)).

Lésungsvorschlag.

(a) Definiere f: (0,00) — R durch f(¢t) = tlogt. Mit der Produktregel erhilt man, dass f
differenzierbar mit f'(t) = logt + 1 ist. Nach dem Mittelwertsatz gibt es ein & € (x,y)
mit

fO) =)= -x) (.

Da f’ monoton wichst, gilt f'(§) < f'(y) fiir alle § € (x,y). Zusammen mity —x > 0
folgt

ylogy —xlogx = f(y) = f(x) <O = x) - f'(») = ( = x)(A + log y).

(b) <= Seia > 1.Esgilt

h—>0
Also ist f in 0 differenzierbar.
= Sei0 < a < 1. Dann gilt
= 1, a=1
h—>0+ h—>0+ existiert nicht, a <1
und
-1, a=1
h—>0— existiert nicht, o < 1.

Also ist f nicht differenzierbar in 0.

(c) Behauptung: f ist genau dann differenzierbar, wenn x € {0, 1}. In diesem Fall gilt
fx)=
Fiir x € R\ Q gilt f(x) = x*(x — 1)%. Es sei zunichst x € {0, 1}. Dann gilt f(x) = 0,

also
SO+ h) = f&) _ fGx+R)
h h
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fiir alle h € R\ {0}. Folglich gilt

2 12 —
’f(x;—h))S (x+h)(>;l+h 1) :‘(x+h)(x—1+h)-(x+h)();l 1+h)
fiir alle h € R\ {0}. Somit gelten
.f—(h);f(O)Q < ’h(h -1)- —h(hh_ 1)‘ = |h|(h — 1)? 200
und 1+h 1 1+ h)h h—0
{w < (1+h)h~( +h) ‘=|h|(1+h)2—>0,

das heifit, f ist in diesen x differenzierbar mit f'(x) =

Esseinun x € R\ {0, 1}. Wir zeigen, dass f in x nicht stetig ist, somit kann f dort auch
nicht differenzierbar sein.

Fall 1: Esseix € Q \ {0,1}. Dann gilt f(x) = 0. Wéhle eine Folge (x,) in R \ Q mit
X, — x fiir n - oo0. Dann gilt

ftn) = X3ty = 1> == X(x =17 # 0 = f(),
also ist f nicht stetig in x.

Fall 2: Esseix ¢ Q. Dann gilt f(x) = x*(x — 1)2 7é 0. Wihle eine Folge (x,,) in Q mit

X, — x fiir n - oo0. Dann gilt f(x,) =0 %0 # f(x), also ist f nicht stetig in
X.

(d) Behauptung: f ist bijektiv, f~! ist differenzierbar und es gilt (f~')'(log(2)) = 1/(1 +
31og(2)).
Nach der Produkt- und Kettenregel ist f auf (0, o0) differenzierbar mit Ableitung

3
f'(x) = T+ 3x%log(1 + x?).

Wegen log(1 + x2) > 0 fiir x € (0, 00) gilt f’(x) > 0 fiir alle x € (0, o). Nach Satz 9.10
ist f also streng monoton wachsend und somit injektiv. Ferner ist f stetig auf (0, o)
und es gilt f(x) - 0(x — 0)und f(x) - oo (x = o0). Nach dem Zwischenwertsatz gilt
folglich f((0, »)) = (0, o), das heifit, f ist auch surjektiv. Insgesamt ist f also bijektiv.
Nach Satz 9.3 ist f~! in jedem Punkt y, € (0, oo) invertierbar. Wegen f(1) = log(2)
folgt mit diesem Satz weiter:

1
(Y006 = 75 = T35 1003 =

Aufgabe 3.

(a) Zeigen Sie, dass die im Folgenden definierten Funktionen f : R — R differenzierbar
sind, und berechnen Sie fiir jedes x € R die Ableitung f'(x):
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@ fx) = (x* + e,
(if) f£Co) =[x -4,
Hinweis: Sie diirfen Aufgabe 2 (b) verwenden.
x%e Vx x>0,

i) f: R>R, x> a €R.
(i 1 e

(b) Es seien f,g: R — R zwei Funktionen. Die Funktion f sei stetig in 0 und g sei
differenzierbar in 0 mit g(0) = 0. Zeigen Sie, dass das Produktg-f: R - R, (g-f)(x) =
g(x)f(x) in 0 differenzierbar ist und berechnen Sie die Ableitung.

(c) Essei f: [0,00) — [0, ) definiert durch f(x) = (x'/3 + x)y/x. Zeigen Sie, dass f
bijektiv ist und berechnen Sie die Ableitung der Umkehrfunktion in 544, das heif3t,
(f~1)(544).

Hinweis: Verwenden Sie, dass f(64) = 544.

Lésungsvorschlag.

(a) (i) Behauptung: Die Funktion f ist auf R differenzierbar mit Ableitung f'(x) =
x2(3 + 4x + 3x%)e*’ fiir alle x € R.

Die Funktion ist als Verkettung differenzierbarer Funktionen differenzierbar. Mit
der Produkt- und Kettenregel ergibt sich fiir alle x € R:

f'(x) = 4x3e*” + (x* + 1)e¥’3x2 = x2(3 + 4x + 3x4)e*’.

(ii) Behauptung: Die Funktion ist auf R differenzierbar mit Ableitung

) 6x(x? —4)2, x €R\[-2,2],
f'(x) = 2 v
—6x(x* — 4)°, x € [-2,2].
Definiere die Funktion g: R — R, g(x) = |x|*. Laut Aufgabe 2 (b) ist g differen-
zierbar und fiir die Ableitung gilt g’(x) = 3x|x| (x € R). Somitist f als Verkettung
differenzierbarer Funktionen differenzierbar. Mit der Kettenregel folgt fiir alle
x eR:
f(x) =3(x% = 4)|x* — 4] - 2x = 6x(x? — 4)|x*> — 4.

Fiir x € [—2,2] ergibt sich f'(x) = —6x(x* — 4)?, fiir x € R \ [—2, 2] erhilt man
hingegen f’(x) = 6x(x? — 4)%.

(iii) Behauptung: Die Funktion f ist differenzierbar und Ihre Ableitung ist gegeben

durch
(ax + 1)x*2e1x x>0,

0, x <0.

f’(X)={
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In x € R\ {0} ist f differenzierbar, da f auf (—o0, 0) identisch 0 ist und auf (0, o)
eine Verkettung differenzierbarer Funktionen ist. Es gilt also f'(x) = 0 fiirx < 0
und fiir x > 0 erhilt man

1
f/(x) = ax®le~/* 4 x"‘e‘”x; = (ax + 1)x*2e~1/x,

Damit f in 0 differenzierbar ist, muss der Grenzwert lim,_,o(f(x) — f(0))/(x — 0)
existieren. Es gilt lim,_,,_(f(x) — f(0))/(x — 0) = 0. Weiter gilt

lim At i) = lim fx) = lim x%lel/x,
x—0+ x—0 x—0+ X x—0+

Mit der Substitution y = 1/x erhalten wir:

lim x*le~V* = lim y'~%e™Y.
x—0+ y—oo
Nun gilt lim,_,,, y'~%e™ = 0.

Fiir a > 2 folgt dies wegen 0 < y'=%e™> < e fiir y > 1 und dem Sandwich-
kriterium, wihrend wir fiir « < 2 die Abschitzung 0 < y'~%e™> < yke™ (fiir
y > 1)mitk = [1—a] (hier ist [+] die Gaufl)klammer) und das Sandwichkriterium
verwenden, wobei die Konvergenz lim,,_, yke™¥ = 0 des letzten Terms nach
Vorlesung, Aussage 6.5, gilt.

(b) Behauptung: Das Produkt ¢ = f-g: R - R,x » (f - g)(x) = f(x)g(x) istin 0
differenzierbar mit Ableitung ¢'(0) = (f - 2)'(0) = f(0) - g'(0).

Fiir alle h # 0 gilt

@0+ h) —9(0) _ f(h)g(h) - f(0)g(0) _ flh)gh) _ Fh) -
h B h B h -

Da f in O stetig ist, gilt f(h) — f(0) fiir h — 0. Da g in 0 differenzierbar ist, gilt
g(h) — g(0)/h — g'(0) fiir h — 0. Insgesamt gilt also

(0 + hp)l —9(0) _ Fh)- g(h) Z g(0) h—o F0)- £0),

also ist ¢ nach Definition in 0 differenzierbar mit ¢'(0) = f(0) - g'(0).

g(h) — g(0)
T

(¢) Behauptung: Die Funktion f ist bijektiv und (f~1)'(544) = 12/149.

Als Verkettung differenzierbarer Funktionen ist f auf (0, co) differenzierbar und es gilt
fiir x € (0, )

f'(x) = (lx_Z/3 + 1)\/;+ (x'3 + x) L

3 2\/x

Also gilt f’ > 0 auf (0, c0) und somit ist f auf (0, co) streng monoton wachsend nach
Satz 9.10. Da f auf [0, co) stetig ist, ist f damit auf [0, co) injektiv. Es gilt f(0) = 0 und
f(x) » o0 (x = o0). Mit dem Zwischenwertsatz folgt f([0, o)) = [0, ), das heifit, f
ist surjektiv. Insgesamt ist f also bijektiv.
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Da f(64) = (6413 + 64)1/64 = (4 + 64)8 = 544 liefert der Satz 9.3 iiber die Differen-
zierbarkeit der Umkehrfunktion

1 1
(f71Y(544) = =
F164) (173 64-2/3 + 1)\[64 + (641/3 + 64)1/(2y/64)
1 1
T (1/3-1/16+1)8+(4+64)-1/(2-8) 1/6+8+1/4+4
_ L _ 12 -
T 243+ 144)/12 149
Aufgabe 4.

(a) Seien x, € Rund f: R — R eine Funktion. Zeigen Sie:

(i) Ist f in x, differenzierbar, so gelten

}llli% f(xO + h’)z_hf(xo - h) — f/(xo)
sowie
lim J(xo +h) + f(xo —h) —2f(xo) —0.
h—0 2h

(ii) Existieren umgekehrt die Grenzwerte

G (ORI

a

und
— lim f(x0+h)+f(xo—h)—2f(xo)’

b h—0 2h

und ist b = 0, so ist f in x, differenzierbar und f'(x,) = a.
(iii) Existiertder Grenzwertlimy,_,o(f(xo+h)—f(xo—h))/(2h),soist f im Allgemeinen
nicht in x, differenzierbar.
(b) (i) Seien x,y € Rmit1 < x < y. Zeigen Sie die folgenden Abschitzungen:
(1) & —e¥ <e¥(y — ) + %),
(2) y*log(y) — x*log(x) < y(1 + 2log(»))(y — x).
(ii) Bestimmen Sie min{x*: x > 0}.

Lasungsvorschlag.
(a) (i) Fiir h # 0 gelten

foo+h)— flxo—h) :l<f(x0+h)—f(x0)+f(x0)—f(x0—h)>
2h 2 h h
= l(f(xo+h)—f(xo) + f(x0+(—h))_f(xo))
2 h —h
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= 260 + £(x0)) = f'(xo)

fiir h - 0 und
f(xo +h) + f(xo —h) —2f(x)
2h
_ l(f(xo +h) — f(xo) + J(xo —h)—f(xo)>
2 h h
_ l(f(xo +h) - fxo) [l +(=h) - f(xo)>
2 h —h

= (G~ ) =0, h—o.

(i) Esgiltfiirh #0
f(xo+h) = flxo) _ 2f(xo + 1) = 2f(xo) + f(Xo =) = f(xo = 1)

h 2h
_ f(x0+h)—f(x0—h)+f(x0+h)+f(x0—h)—2f(x0)
2h 2h
—>limf(x°+h)_f(x0_h)+o, b0,
h—0 2h

Also existiert f'(xy) und es gilt f'(xq) = limy,_o(f(xo + h) — f(xy))/2h.

(iii) Behauptung: Fiir die Funktion f: R - R, x — |x| und x, = 0 existiert der
Grenzwert limy,_,o(f(xq +h)— f(xo —h))/2h, aber f ist in x, nicht differenzierbar.
Nach Vorlesung oder Ubungsaufgabe 2 (b) ist die Betragsfunktion in 0 nicht
differenzierbar. Weiter gilt fiir h € R\ {0}:

fCeo+ )= fOx—h) _ |h|=Ih| _
2h 2h

0—-0 h-=oO.

(b) () (1) Nach dem Mittelwertsatz angewandt auf die Exponentialfunktion existiert
ein & € (x%,y?) mit

e — ¥’

= e

V2 —x2
Also ist
e’ —e¥ = ef(y+ x)(y —x) < e’y + x)(y — x).

(2) Die Abbildung (0, ©) > z — z?log(z) € R ist differenzierbar mit Ableitung
an Stelle z gegeben durch 2zlog(z) + z. Nach dem Mittelwertsatz existiert
ein & € (x,y) mit

2 2
y log(yi = 108() _ 5¢10g(2) + £.

Also ist

y*log(y) — x*log(x) = £(1 + 210g(§))(y — x) < ¥(1 + 2log(M))(y — x).
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(ii) Behauptung: Es gilt min{x* : x > 0} = e~V/¢,

Wir definieren f : (0,00) — R, x — x*. Dann gilt f(x) = e*1°6™) aso ist f nach
der Ketten- und Produktregel differenzierbar mit Ableitung

f'(x) = eXlog) . (x% + log(x)) = X198 . (1 + log(x)) (x € (0, x)).
Weiter gilt
ffx)=0 <= 1+4+logx)=0 <<= xzé,

das heifit, x = 1/e ist eine mogliche Extremstelle. Wegen ¥ > 0 (y € R) gilt fiir
0<x<1/e

f(0) = €550 (1 +1og(x)) < 5D - (14 loge)) = X160 . (1 + (=1)) = 0.
Also ist f auf (0,1/e) streng monoton fallend. Analog erhélt man f'(x) > 0 fiir

alle x > 1/e, das heifit, f ist auf (1/e, o) streng monoton wachsend. Somit ist
x = 1/e die gesuchte Extremstelle und es gilt

f(%) _ clog(1/e)/e — g1/ -

10



