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Aufgabe 1 (K) (1+ 1)+ (1+ 1+ 1) = 5 Punkte. Bei dieser Aufgabe miissen und sollen nur die
Endergebnisse abgegeben werden, der Rechen- beziehungsweise Beweisweg wird nicht bewertet.

(a) Bestimmen Sie alle x € R, in denen die folgenden Funktionen f : R — R differenzier-
bar sind und berechnen Sie dort deren Ableitung.

o fo es®, x € (—00,0],
i) f(x)=
l, x € (0, ),
X
. x? sin(l>, X #0,
(i) f(x) = x
0, x=0.
Untersuchen Sie, ob folgende Grenzwerte existieren und bestimmen Sie diese gegebe-
(b) hen Si bflg de G isti d besti Sie di gegeb
nenfalls:
e 1%
O
log(1 x
(i) lim 1280+
X700 4/1 4 x2
2 _
(i) lim XX =2

o1 x2—x+2

Aufgabe 2 (K) 2 + 2 + (2 + 2) + 2 = 10 Punkte. Bei dieser Aufgabe ist der gesamte Rechen-
beziehungsweise Beweisweg abzugeben.

(a) Untersuchen Sie, ob der Grenzwert lim,_, o log(x) - log(1 — x) existiert und bestimmen
Sie diesen gegebenenfalls.

(b) Zeigen Sie, dass fiir den Tangens tan : (—n/2,7/2) — R gilt: tan((—7/2,7t/2)) = R.
Zeigen Sie weiter, dass die Umkehrabbildung Arkustangens arctan : R — (—m/2,7/2)
differenzierbar ist und berechnen Sie die Ableitung.

() (i) Seif: R — R, f(x) = X gegeben. Bestimmen Sie das Taylorpolynom zweiten
Grades T, f(x,/2) von f im Entwicklungspunkt 7t/2 und zeigen Sie

)f(x)—TJ(x,%)‘ <2-1073 fir xe€ [g—%,§+%]
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(ii) Zeigen Sie die Abschitzung

2 4

X X
< —_ P 13 — .

(d) Essei f: R — R zweimal differenzierbar und f und f” seien beschréinkt. Beweisen
Sie, dass dann auch f’ beschrinkt ist.

Aufgabe 3.

(a) Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte, falls sie existieren:
() lim sin(sin(x))

x—0 ’
x*—x
i i
(i) T T—x+ log(x)’
(b) Uberpriifen Sie die folgenden Funktionen auf Extrema in 0:

Q) f:[~1,1] > R, x exp(—1 _1x3),

G f: [-L1]-R, x> exp(—1 —1x4)'

Hinweis: Uberlegen Sie sich, welche Teile der Ableitung Sie tatsichlich ausrechnen miissen.

(c) (i) Esseif: (0,0) = R, f(x)= \/>_c Berechnen Sie das dritte Taylorpolynom T f
im Entwicklungspunkt 4.
(ii) Zeigen Sie die folgende Abschitzung:
x x?
Vi+x>1+ Ry fiir alle x € [0, 00).
Aufgabe 4.
(a) Wir betrachten wieder die Potenzreihen des Sinus Hyperbolicus und des Cosinus
Hyperbolicus,
) x2k+1 o xzk
Slnh.R%R,Xszom, COSh.R*R,xI—)kZzom

fiir x € R, mit Konvergenzradius co.
(i) Bestimmen Sie die Ableitungen von sinh und cosh.

(ii) Zeigen Sie, dass sinh auf R streng monoton wéchst und dass sinh(R) = R gilt.

(iii) Zeigen Sie, dass die Umkehrfunktion des Sinus Hyperbolicus, der Areasinus

Hyperbolicus arsinh = sinh ™' : R — R, differenzierbar ist und zeigen Sie, dass
arsinh’(y) = 1/(y/1 + y?) fiiry € R.

(iv) Zeigen Sie arsinh(y) = log(y ++/y2+ 1) fiiry € R.
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Hinweis: Niitzliche Eigenschaften dieser Funktionen haben wir bereits auf Ubungsblatt 8
kennengelernt.

(b) Essei f: (—2,0) = R, f(x) = log(x + 2). Berechnen Sie das dritte Taylorpolynom
T; f zu f im Entwicklungspunkt 1 und zeigen Sie, dass gilt:

I(GAX) — f()] <0.02 (x €[0,2]).

(c) Seif: R — R,x + cos(x)e”. Finden Sieein N € N so, dass fiir das N-te Taylorpolynom
von f in O gilt:

|f(x) — Ty f(x,0)] <107° fir xe [—_

und geben Sie dieses Taylorpolynom explizit an.

Bei der Losung dieses Blattes ist, sofern nicht anders angegeben, nur das Material zu
verwenden, das bis zum 2. Februar 2024 in Vorlesung oder Ubung oder auf diesem oder
einem vorherigen Ubungsblatt behandelt wurde.



