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Losungsvorschlag zu Ubungsblatt 14

Aufgabe 1 (K) 1+ 1+ 1+ 1+ 1 = 5Punkte. Bei dieser Aufgabe miissen und sollen nur die

Endergebnisse abgegeben werden, der Rechen- beziehungsweise Beweisweg wird nicht bewertet.

(a) Seien I = [a,b] mit a < b ein Intervall, f € C(I,R). Bestimmen Sie die folgenden
Integrale'

. f( )
(i) A f( ) dx, wobei 0 & f(I) gelte.

£
(”/1+ﬂy

_
dx.
w f VIt f(o?

(b) Bestimmen Sie die folgenden Integrale:

1 2
. —3x“+6x—4
mf

B2 dx+1
sin(x) cos(x)
(i) _/ 1+ cos(x)? dx
Lasungsvorschlag. Alle Funktionen in dieser Aufgabe sind auf dem Integrationsbereich stetig
und somit Riemann-integrierbar.
(a) (i) Behauptung: Es gilt fab f'(x)/f(x)dx = log(|f(b)/f(a)]).
Wir definieren g : I — R, x +— log(|f(x)]).

Fall 1: Es gelte f(x) > O fiir alle x € I. Dann gilt g(x) = log(f(x)) fiir x € L.
Gemaif Kettenregel ist g differenzierbar mit

e Lo £
£ =305 =705

fiirx € I

Fall 2: Es gelte f(x) < 0 fiir alle x € I. Dann gilt g(x) = log(—f(x)) fiir x € L.
Gemif} Kettenregel ist g differenzierbar mit

_I®
(1) = s

g'(x) =

-f (X)

firx € L.
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Fall 3: f sei weder iiberall positiv noch iiberall negativ. Dann besitzt f nach dem
Zwischenwertsatz eine Nullstelle, was wir explizit ausgeschlossen hatten.
Also kann dieser Fall nie eintreten.

Der erste Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung liefert nun

P F) HO)
L T® f@l

(ii) Behauptung: Es gilt [, b f'(x)/(1 + f(x)?) dx = arctan(f (b)) — arctan(f(a)).
Wir definieren g: I - R, x — arctan(f(x)). Nach Kettenregel ist g differenzier-

b
dr = [ g/ dx =[5 = log

bar mit Ableitung
ey — 1 oy = )
g (x) - 1 +f(x)2 f (x) - 1 +f(x)2
fiir x € I. Der erste Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung liefert nun
b /
f'&)

b
1+ f(x)? dx = fa g'(x)dx = [g(x)]° = arctan f(b) — arctan f(a).

(iii) Behauptung: Es gilt [, b f'(0)/\/1+ f(x)2dx = arsinh(f(b)) — arsinh(f(a)).
Wir definieren g : I — R, x — arsinh(f(x)). In Ubungsblatt 13 haben wir gesehen,

dass arsinh differenzierbar ist mit Ableitung arsinh’(x) = 1/y/1+ x2 (x € R).
Nach Kettenregel ist g differenzierbar mit Ableitung

1 /(x) _ fl(x)

T+ /002 T+ f(x)2
VI+f(x)? ¢ VI+f(x?

fiir x € I. Der erste Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung liefert nun

g'(x) =

b , b
fa % dx = A g'(x)dx = [g(x)]g = arsinh f(b) — arsinh f(a).
(b) (i) Behauptung: Es gilt fol(—3x2 + 6x — 4)/(x> — 3x% + 4x + 1) dx = — log(3).

Wir erkennen, dass im Zahler bis auf einen Faktor von —1 die Ableitung des
Nenners steht, erinnern uns an Aufgabe 1(a) (i) und erhalten so:

1
—3x% +6x—4 B 3 ) 1
l T T dx = (—log(x® — 3x? + 4x + 1))0 = —log(3).

(ii) Behauptung: Es gilt 0”/ %(sin(x) cos(x))/(1 + cos(x)?) dx = % log(2).

Die Funktion x — 1 + cos(x)? hat Ableitung x — —2 cos(x) sin(x). Wir kénnen
also Aufgabe 1(a) (i) anwenden und erhalten so:

/2 . /2
/ sin(x) cos(x) o =
0

1 1
Treostep &= (F3los reos() = Slogdr
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Aufgabe 2 (K) (2 + 2) + (2 + 2) + 2 = 10 Punkte. Bei dieser Aufgabe ist der gesamte Rechen-
beziehungsweise Beweisweg abzugeben.
(a) Esseiena,b € Rmita < bund f € C!([a, b]). Berechnen Sie die folgenden Integrale
mithilfe des 1. Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung, indem Sie jeweils
eine Stammfunktion ermitteln.

/4 5 .
: 4 tan(x)+x dx,
0 /0 (o ) .

n2/9 tan(\/}) .
n2/16 COS(\/;)\/;
(b) Esseiena,b € Rmita < bund f € C([a, b]).

(i) Zeigen Sie: Ist f > 0 und j;lb f(x)dx = 0, so gilt bereits f = 0.
(ii) Zeigen Sie: Gilt [} b f(x)g(x)dx = 0 fiir alle g € C([a, b)), so gilt bereits f = 0.

(i)

X.

(c) Seien I,J Intervalle, f,g: I — Jdifferenzierbar und h : J — R stetig. Zeigen Sie, dass
die Funktion¢p: I —» R,x — [ fg((;)) h(t) dt differenzierbar ist und berechnen Sie die

Ableitung.
Lésungsvorschlag.
(a) (i) Behauptung: Es gilt fon/ 4(2/cos2(x) + 4x)etnI+X* qy = 2(em*/16+1 _ 1),

Die Funktion g : [0,7/4] — R definiert durch g(x) = (2/cos?(x) + 4x)e”‘“(")+"2
ist stetig, also gilt g € R([0, t/4]). Wegen der Kettenregel ist nun G : [0, /4] - R
definiert durch G(x) = 2e1an()+x? gine Stammfunktion von g auf [0, /4], denn
es gilt

1
Gl =2 tan(x)+x2 ( 2 ) — <
(x) e c0s2(x) + 2x

cos2(x) + 4x> elen(? (x € [0’ g])

Der erste Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung liefert nun

/4 B ) /4 -
tan(x)+x — — ) -
-/0‘ (cosz ) + 4x> e dx /(; gx)dx =G ( 4) G(0)

— 2etan(7t/4)+(‘rt/4)2 _ 2etan(0)+02

-9 (en2/16+1 _ 1)_

(ii) Behauptung: Es gilt fg/li tan(y/x)/(cos(y/x)\/x) dx = 4 — 24/2.

Die Funktion g : [7?/16,2/9] — R definiert durch g(x) = tan(\/)_c)/ (cos(ﬁ)ﬁ)
ist stetig, also gilt g € R([?/16,72/9]). AuBBerdem gilt fiir x € [n?/16,7%/9] die
Umformung

(x) = tan(ﬁ) B sin(ﬁ) . 1
s = cos(y/x)\/x - NE cosz(\/;).
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Wegen der Kettenregel ist nun G : [72/16,7%/9] — R definiert durch G(x) =
2/cos(\/;) eine Stammfunktion von g, denn es gilt

, n? 2
&) = — cosz(\/_ (= sin(y/7)- \F—g<x> (xe z 9])

Der erste Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung liefert nun

/9 tan(\/— ) m*/9 T 2
dx dx = —|-G|—
'/7;2/16 COS(\/_)\/_ m2/16 g0 dx G( 9 ) G(16>
2 2

cos (V2/9)  cos (V1)

2 2 2
- cos(rt/3)  cos(m/4) “ 12 1/2\/_ =4- 2\/_

(b) (i) Esgelte f > Ound [, b f(x)dx = 0. Wir nehmen nun an, dass f nicht die Null-
funktion ist. Da f stetig auf [a, b] ist, existiert somit ein x, € (a, b) mit f(x,) > 0.
Da (a, b) offen und f stetig ist, existiert ferner ein r > 0 mit [x,—7r, xo+7] C (a, b)
und f(x) > f(xy)/2 > Ofiir alle x € [xy, —r, Xy +r]. Mit Satz 10.7 und Satz 10.2 (a)
folgt somit

Xo—T Xo+r b
f f(x)dx—/ L(xﬂ)dx+'/ @ dx + @dx

>0 Xo—T  >f(x0)/2 Xo+r >0
Xo+7r
2/ de+f f(ZO)d +f 0dx
a Xo—F Xo+7
=0+f( 0)(x0+r (xg—=1))+ 0= f(xg)r >0,

und damit ein Widerspruch. Folglich war die Annahme falsch und es gilt f = 0.
(ii) Mit der Wahl g = f folgt insbesondere, dass ab f(x)*>dx = 0 ist. Da f2 > 0 folgt
mit Aufgabenteil (i), dass f 2=0 gilt, und somit ist f = 0.
(c) Behauptung: ¢ ist differenzierbar mit Ableitung ¢'(x) = h(g(x))g'(x) — h(f(x))f'(x)
firx el

Es bezeichne H eine Stammfunktion von h. (Sie existiert aufgrund der Aussage des
zweiten Hauptsatzes.) Dann gilt nach dem 1. Hauptsatz, Satz 10.6 fiir x € I

g(x)
o(x) = f h(t) d = H(g(x)) — H(f(x)).
f(x)

Da f, g und H differenzierbar sind, ist der Ausdruck auf der rechten Seite als Funktion
in x differenzierbar, und es gilt

@'(x) = h(g(x))g'(x) — h(f(x))f"(x)
fiirx € L ]
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Aufgabe 3.

(a) Bestimmen Sie die folgenden Integrale:

2
mfwwm
-2

!
(11) ‘/0\ m dx.

(b) Seien I = [a,b] mita < b ein Intervall, f € C!(I,R). Bestimmen Sie die folgenden
Integrale:

b
mfﬂwwm

b
(i) f f'(x)ef ™ dx.

Losungsvorschlag. Alle Funktionen in dieser Aufgabe sind auf dem Integrationsbereich stetig
und somit Riemann-integrierbar.

(a) (i) Behauptung: Es gilt f_22|x —1]dx =5.

Wir benutzen Satz 10.7 und berechnen

2 1 2
flx—1|dx=f |x—1|dx+f |x — 1] dx
-2 -2 1
1 2
=f 1—xdx+/ x—1dx
-2 1

_ 1f Pzr
—[X 2x _2+ 2x xl

1 1 1 1
=1—§—(—2)+§-(—2)2+ 22-2—=+1=35.

2 2
(ii) Behauptung: Es gilt fo1 1/(x* — x — 2)dx = —21log(2)/3.
Es gilt
1 1
2—x—-2 (x+1)(x-2)
fiir x € R\ {—1,2}. Wie in der Ubung machen den Ansatz
1 __e . b
x+D(x—-2) x—2 x+1

mit a, b € R fest (das heif3t, unabhingig von x). Dies fithrt zua = 1/3,b = —1/3,
was man durch Losen des entsprechenden LGS sieht, vergleiche Ubung. Alternativ
kann man auch geschickt raten:

1 B 1 C1B3((x+1D)—-(x—2) 1 1 1 1
x2—x—-2 (x+1Dx-2) = (x+1(x-2)  3x—-2 3x+1
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fiir x € R\ {—1, 2}. Daraus folgt

1 1
1 1 1 1 1 o )
/(; = fo e dx = 3[10g(2 x) —log(x + 1)],

X2—x-2 3
= %(0 —log(2) — log(2) + 0) = —% log(2).

(b) (i) Behauptung: Es gilt fab ') f(x)dx = 1/2(f(b)? — f(a)?).
Wir definieren g: I — R, x — 1/2f(x)?. Nach Kettenregel ist g differenzierbar

mit Ableitung
g'(x) = % 2 2f(x) - f1(x) = £ () f(x)

flirx € L.
(ii) Behauptung: Es gilt fab F(x)ef® dx = ef(®) — ef(@),
Wir definieren g: I — R,x — /™, Dann gilt g'(x) = f'(x)ef ™, also folgt die
]

Behauptung mit Satz 10.11.
Aufgabe 4.
(a) Zeigen Sie jeweils, dass die Funktion f auf [0, 1] Riemann-integrierbar ist und bestim-

men Sie den Integralwert:
@) f:[0,1] > R,x > x?%,

() f:[0,1] > R,x > e™™.
Betrachten Sie dazu fiir n € N die Zerlegung Z,, = {0,1/n, ...,(n — 1)/n,1} von [0, 1]

und gehen Sie jeweils wie folgt vor:
(i) Berechnen Sie Us(Z,,) sowie Of(Z,) fiir alle n € N.
(ii) Zeigen Sie mithilfe von (i): lim,,_, , Us(Z,) = lim,,_,o, Of(Z,,) =: L.

(iii) Zeigen Sie mithilfe von (ii): f € R([0,1]) und Jf;, f(x)dx = L.
Hinweis: Sie konnen fiir (i) verwenden, dass ka=o k? = (m(m+1)(2m+1))/6 fiirm € N,

gilt.
(b) Sei f € R([0,1]). Es gelten

1 1 1
(x)dx =0, (x)dx =0, 2f(x)dx = 1.
—lfxx foxx /o‘xfxx

Zeigen Sie, dass ein x, € [0, 1] existiert mit | f(xq)| > 11.

Hinweis: Berechnen Sie j(')l F(x)(x —1/2)*dx.

Lésungsvorschlag.
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(a) (i) Behauptung: Die Funktion f: [0,1] — R,x ~ x? ist Riemann-integrierbar und
es gilt fol f(x)dx =1/3.

Teil 1: Sein € N. In der Notation der Vorlesung gelten fiir j € {1, ..., n}:

_[i=1J
IJ"[T’E]’
L \2
mjzinf{f(x):xelj}=<1n1>,
iV
]\/Ijzsup{f(x):xelj}=<ﬁ ,
1
15l = -

Damit folgen unter Ausnutzung des Hinweises:

n n
Up(Z) = Yy ml] = & S (-1 = 2D D)
Jj=1 j=1
n n
04(Zy) = Y, Mj|Ij| = % S = %n(n + 1)6(2n +1)
Jj=1 j=1

Teil 2: Es konvergieren

(1-1/n)(2—1/n) N
6

(1+1/n)@2+1/n) N
6

1 1
Uf(Zn) = 5’ Of(Zn) = g

flirn - .
Teil 3: Es gilt

1
. . . 1 .
/0 x*dx = infl0p(2): Z € 2} < r}l_)l’l;lo Of(Zy) = 3= r}l_)ngo Up(Zy,)

1
<sup{Up(2): Ze€ 2} = f x2 dx.
0

Umgekehrt gilt aber auch stets jz)lx2 dx < f_olx2 dx nach Vorlesung, also

gilt folx2 dx = lez dx = 1/3, das heifit, f ist Riemann-integrierbar und

Sy f(x)dx = 1/3.
(ii) Behauptung: Die Funktion f: [0,1] - R, x + e~ * ist Riemann-integrierbar und
es gilt fol f(x)dx=1-e1.

Teil 1: Sei n € N. Wir definieren r = e~'/". In der Notation der Vorlesung gelten
fir j € {1,...,n}k

_[i=1
(5
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m; =inf{f(x): x € [} = e~Jim =y

Dann gelten

n

n
1 Coor orl1=rm e lnq_el
= Ll = = j=L j— L _
Uf(Z")_ijm_an_an_nl—r_ n _L
Jj=1 j=1 Jj=0 l—en
n n n—1
1 . 1 . 11—-r" 1 1—e7!
0/(Z)=> M|L|l==> rI1==) rl== =— .
f( n) ]z::l J|J| njzl n]z::() nl_r nl_e—l/n
Teil 2: Es gilt
I'Hospital
1—eln 1—eX X
lim n(1 - e‘l/") = lim = lim = % im& = 1,
n—oo n—oo 1/n x—0 X x-0 1

woraus wir erhalten:
lim Up(Z,) =1—-¢e7!, lim Op(Z,) =1—-e"L.
n—oo n—oo

Teil 3: Es gilt
1
f e dx =inflOp(2): Z € 2} < lim O4(Z,) =1—e"! = lim Up(Z,)
0 n—oo n—oo

1

<sup{Up(2): Ze Z}= | e™dx.

S

Umgekehrt gilt aber auch stets f_ole_x dx < fole_x dx nach Vorlesung, also

fole‘x dx = fole‘x dx = 1—e71, das heifit, f ist Riemann-integrierbar und
Sy f)dx=1-¢L.

(b) Wir nehmen zum Widerspruch an, die Behauptung gelte nicht. Zuerst gilt

folf(x)<x— %)2dx = ‘/O‘lf(x)<x2 —-x+ %)dx

1 1 1!
=/(; xzf(x)dx—’/o- xf(x)dx+1/0 flx)dx =1.

Andererseits gilt aber auch

1 122 1 1\2
fo f(x)(x—i) dxs/o 11<x—§) dx
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_ E(x_z)“_g (Ealy=L o,
13 2 0_3 8 8/ 12 7

was wegen des oben Gezeigten nicht gelten kann.



