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Aufgabe 1 (K) 1 + 1 + 1 + 1 + 1 = 5 Punkte. Bei dieser Aufgabe müssen und sollen nur die
Endergebnisse abgegeben werden, der Rechen- beziehungsweise Beweisweg wird nicht bewertet.
(a) Seien 𝐼 = [𝑎, 𝑏] mit 𝑎 < 𝑏 ein Intervall, 𝑓 ∈ 𝐶1(𝐼, ℝ). Bestimmen Sie die folgenden

Integrale:

(i) ∫
𝑏

𝑎

𝑓′(𝑥)
𝑓(𝑥)

d𝑥, wobei 0 ∉ 𝑓(𝐼) gelte.

(ii) ∫
𝑏

𝑎

𝑓′(𝑥)
1 + 𝑓(𝑥)2

d𝑥.

(iii) ∫
𝑏

𝑎

𝑓′(𝑥)
√1 + 𝑓(𝑥)2

d𝑥.

(b) Bestimmen Sie die folgenden Integrale:

(i) ∫
1

0

−3𝑥2 + 6𝑥 − 4
𝑥3 − 3𝑥2 + 4𝑥 + 1 d𝑥,

(ii) ∫
π/2

0

sin(𝑥) cos(𝑥)
1 + cos(𝑥)2

d𝑥.

Lösungsvorschlag. Alle Funktionen in dieser Aufgabe sind auf dem Integrationsbereich stetig
und somit Riemann-integrierbar.

(a) (i) Behauptung: Es gilt ∫𝑏
𝑎 𝑓

′(𝑥)/𝑓(𝑥) d𝑥 = log(|𝑓(𝑏)/𝑓(𝑎)|).
Wir definieren 𝑔∶ 𝐼 → ℝ, 𝑥 ↦ log(|𝑓(𝑥)|).
Fall 1: Es gelte 𝑓(𝑥) > 0 für alle 𝑥 ∈ 𝐼. Dann gilt 𝑔(𝑥) = log(𝑓(𝑥)) für 𝑥 ∈ 𝐼.

Gemäß Kettenregel ist 𝑔 differenzierbar mit

𝑔′(𝑥) = 1
𝑓(𝑥)

⋅ 𝑓′(𝑥) =
𝑓′(𝑥)
𝑓(𝑥)

für 𝑥 ∈ 𝐼.
Fall 2: Es gelte 𝑓(𝑥) < 0 für alle 𝑥 ∈ 𝐼. Dann gilt 𝑔(𝑥) = log(−𝑓(𝑥)) für 𝑥 ∈ 𝐼.

Gemäß Kettenregel ist 𝑔 differenzierbar mit

𝑔′(𝑥) = 1
−𝑓(𝑥)

⋅ (−𝑓′(𝑥)) =
𝑓′(𝑥)
𝑓(𝑥)

für 𝑥 ∈ 𝐼.
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Fall 3: 𝑓 sei weder überall positiv noch überall negativ. Dann besitzt 𝑓 nach dem
Zwischenwertsatz eine Nullstelle, was wir explizit ausgeschlossen hatten.
Also kann dieser Fall nie eintreten.

Der erste Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung liefert nun

∫
𝑏

𝑎

𝑓′(𝑥)
𝑓(𝑥)

d𝑥 = ∫
𝑏

𝑎
𝑔′(𝑥) d𝑥 = [𝑔(𝑥)]𝑏𝑎 = log|||

𝑓(𝑏)
𝑓(𝑎)

|||.

(ii) Behauptung: Es gilt ∫𝑏
𝑎 𝑓

′(𝑥)/(1 + 𝑓(𝑥)2) d𝑥 = arctan(𝑓(𝑏)) − arctan(𝑓(𝑎)).
Wir definieren 𝑔∶ 𝐼 → ℝ, 𝑥 ↦ arctan(𝑓(𝑥)). Nach Kettenregel ist 𝑔 differenzier-
bar mit Ableitung

𝑔′(𝑥) = 1
1 + 𝑓(𝑥)2

⋅ 𝑓′(𝑥) =
𝑓′(𝑥)

1 + 𝑓(𝑥)2

für 𝑥 ∈ 𝐼. Der erste Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung liefert nun

∫
𝑏

𝑎

𝑓′(𝑥)
1 + 𝑓(𝑥)2

d𝑥 = ∫
𝑏

𝑎
𝑔′(𝑥) d𝑥 = [𝑔(𝑥)]𝑏𝑎 = arctan𝑓(𝑏) − arctan𝑓(𝑎).

(iii) Behauptung: Es gilt ∫𝑏
𝑎 𝑓

′(𝑥)/√1 + 𝑓(𝑥)2 d𝑥 = arsinh(𝑓(𝑏)) − arsinh(𝑓(𝑎)).
Wir definieren 𝑔∶ 𝐼 → ℝ, 𝑥 ↦ arsinh(𝑓(𝑥)). In Übungsblatt 13 habenwir gesehen,
dass arsinh differenzierbar ist mit Ableitung arsinh′(𝑥) = 1/√1 + 𝑥2 (𝑥 ∈ ℝ).
Nach Kettenregel ist 𝑔 differenzierbar mit Ableitung

𝑔′(𝑥) = 1
√1 + 𝑓(𝑥)2

⋅ 𝑓′(𝑥) =
𝑓′(𝑥)

√1 + 𝑓(𝑥)2

für 𝑥 ∈ 𝐼. Der erste Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung liefert nun

∫
𝑏

𝑎

𝑓′(𝑥)
√1 + 𝑓′(𝑥)2

d𝑥 = ∫
𝑏

𝑎
𝑔′(𝑥) d𝑥 = [𝑔(𝑥)]𝑏𝑎 = arsinh𝑓(𝑏) − arsinh𝑓(𝑎).

(b) (i) Behauptung: Es gilt ∫1
0 (−3𝑥

2 + 6𝑥 − 4)/(𝑥3 − 3𝑥2 + 4𝑥 + 1) d𝑥 = − log(3).
Wir erkennen, dass im Zähler bis auf einen Faktor von −1 die Ableitung des
Nenners steht, erinnern uns an Aufgabe 1 (a) (i) und erhalten so:

∫
1

0

−3𝑥2 + 6𝑥 − 4
𝑥3 − 3𝑥2 + 4𝑥 + 1 d𝑥 = (− log(𝑥3 − 3𝑥2 + 4𝑥 + 1))10 = − log(3).

(ii) Behauptung: Es gilt ∫π/2
0 (sin(𝑥) cos(𝑥))/(1 + cos(𝑥)2) d𝑥 = 1

2
log(2).

Die Funktion 𝑥 ↦ 1 + cos(𝑥)2 hat Ableitung 𝑥 ↦ −2 cos(𝑥) sin(𝑥). Wir können
also Aufgabe 1 (a) (i) anwenden und erhalten so:

∫
π/2

0

sin(𝑥) cos(𝑥)
1 + cos(𝑥)2

d𝑥 = (−12 log(1 + cos(𝑥)2))
π/2

0
= 1
2 log(2).
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Aufgabe 2 (K) (2 + 2) + (2 + 2) + 2 = 10 Punkte. Bei dieser Aufgabe ist der gesamte Rechen-
beziehungsweise Beweisweg abzugeben.
(a) Es seien 𝑎, 𝑏 ∈ ℝmit 𝑎 < 𝑏 und 𝑓 ∈ 𝐶1([𝑎, 𝑏]). Berechnen Sie die folgenden Integrale

mithilfe des 1. Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung, indem Sie jeweils
eine Stammfunktion ermitteln.

(i) ∫
π/4

0
( 2
cos2(𝑥)

+ 4𝑥) etan(𝑥)+𝑥2 d𝑥,

(ii) ∫
π2/9

π2/16

tan(√𝑥)
cos(√𝑥)√𝑥

d𝑥.

(b) Es seien 𝑎, 𝑏 ∈ ℝmit 𝑎 < 𝑏 und 𝑓 ∈ 𝐶([𝑎, 𝑏]).

(i) Zeigen Sie: Ist 𝑓 ≥ 0 und ∫𝑏
𝑎 𝑓(𝑥) d𝑥 = 0, so gilt bereits 𝑓 = 0.

(ii) Zeigen Sie: Gilt ∫𝑏
𝑎 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) d𝑥 = 0 für alle 𝑔 ∈ 𝐶([𝑎, 𝑏]), so gilt bereits 𝑓 = 0.

(c) Seien 𝐼, 𝐽 Intervalle, 𝑓, 𝑔∶ 𝐼 → 𝐽 differenzierbar und ℎ∶ 𝐽 → ℝ stetig. Zeigen Sie, dass
die Funktion 𝜑∶ 𝐼 → ℝ, 𝑥 ↦ ∫𝑔(𝑥)

𝑓(𝑥) ℎ(𝑡) d𝑡 differenzierbar ist und berechnen Sie die
Ableitung.

Lösungsvorschlag.

(a) (i) Behauptung: Es gilt ∫π/4
0 (2/cos2(𝑥) + 4𝑥)etan(𝑥)+𝑥2 d𝑥 = 2(eπ2/16+1 − 1).

Die Funktion 𝑔∶ [0, π/4] → ℝ definiert durch 𝑔(𝑥) = (2/cos2(𝑥) + 4𝑥)etan(𝑥)+𝑥2

ist stetig, also gilt 𝑔 ∈ 𝑅([0, π/4]). Wegen der Kettenregel ist nun 𝐺∶ [0, π/4] → ℝ
definiert durch 𝐺(𝑥) = 2etan(𝑥)+𝑥2 eine Stammfunktion von 𝑔 auf [0, π/4], denn
es gilt

𝐺′(𝑥) = 2etan(𝑥)+𝑥2 ( 1
cos2(𝑥)

+ 2𝑥) = ( 2
cos2(𝑥)

+ 4𝑥) etan(𝑥)+𝑥2 (𝑥 ∈ [0, π4 ]).

Der erste Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung liefert nun

∫
π/4

0
( 2
cos2(𝑥)

+ 4𝑥) etan(𝑥)+𝑥2 d𝑥 = ∫
π/4

0
𝑔(𝑥) d𝑥 = 𝐺 (π4 ) − 𝐺(0)

= 2etan(π/4)+(π/4)2 − 2etan(0)+02

= 2 (eπ2/16+1 − 1) .

(ii) Behauptung: Es gilt ∫π2/9
π2/16 tan(√𝑥)/(cos(√𝑥)√𝑥) d𝑥 = 4 − 2√2.

Die Funktion 𝑔∶ [π2/16, π2/9] → ℝ definiert durch 𝑔(𝑥) = tan(√𝑥)/(cos(√𝑥)√𝑥)
ist stetig, also gilt 𝑔 ∈ 𝑅([π2/16, π2/9]). Außerdem gilt für 𝑥 ∈ [π2/16, π2/9] die
Umformung

𝑔(𝑥) =
tan(√𝑥)

cos(√𝑥)√𝑥
=
sin(√𝑥)

√𝑥
⋅ 1
cos2(√𝑥)

.
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Wegen der Kettenregel ist nun 𝐺∶ [π2/16, π2/9] → ℝ definiert durch 𝐺(𝑥) =
2/cos(√𝑥) eine Stammfunktion von 𝑔, denn es gilt

𝐺′(𝑥) = − 2
cos2(√𝑥)

⋅ (− sin(√𝑥)) ⋅ 1
2√𝑥

= 𝑔(𝑥) (𝑥 ∈ [π
2

16 ,
π2
9 ]).

Der erste Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung liefert nun

∫
π2/9

π2/16

tan(√𝑥)
cos(√𝑥)√𝑥

d𝑥 = ∫
π2/9

π2/16
𝑔(𝑥) d𝑥 = 𝐺(π

2

9 ) − 𝐺(π
2

16)

= 2

cos (√π2/9)
− 2

cos (√π2/16)

= 2
cos(π/3)

− 2
cos(π/4)

= 2
1/2 −

2
1/2√2

= 4 − 2√2.

(b) (i) Es gelte 𝑓 ≥ 0 und ∫𝑏
𝑎 𝑓(𝑥) d𝑥 = 0. Wir nehmen nun an, dass 𝑓 nicht die Null-

funktion ist. Da 𝑓 stetig auf [𝑎, 𝑏] ist, existiert somit ein 𝑥0 ∈ (𝑎, 𝑏)mit 𝑓(𝑥0) > 0.
Da (𝑎, 𝑏) offen und 𝑓 stetig ist, existiert ferner ein 𝑟 > 0mit [𝑥0−𝑟, 𝑥0+𝑟] ⊆ (𝑎, 𝑏)
und 𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(𝑥0)/2 > 0 für alle 𝑥 ∈ [𝑥0−𝑟, 𝑥0+𝑟]. Mit Satz 10.7 und Satz 10.2 (a)
folgt somit

0 = ∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥) d𝑥 = ∫

𝑥0−𝑟

𝑎
𝑓(𝑥)⏟
≥0

d𝑥 +∫
𝑥0+𝑟

𝑥0−𝑟
𝑓(𝑥)⏟

≥𝑓(𝑥0)/2
d𝑥 +∫

𝑏

𝑥0+𝑟
𝑓(𝑥)⏟
≥0

d𝑥

≥ ∫
𝑥0−𝑟

𝑎
0 d𝑥 +∫

𝑥0+𝑟

𝑥0−𝑟

𝑓(𝑥0)
2 d𝑥 +∫

𝑏

𝑥0+𝑟
0 d𝑥

= 0 +
𝑓(𝑥0)
2 (𝑥0 + 𝑟 − (𝑥0 − 𝑟)) + 0 = 𝑓(𝑥0)𝑟 > 0,

und damit ein Widerspruch. Folglich war die Annahme falsch und es gilt 𝑓 = 0.

(ii) Mit der Wahl 𝑔 = 𝑓 folgt insbesondere, dass ∫𝑏
𝑎 𝑓(𝑥)

2 d𝑥 = 0 ist. Da 𝑓2 ≥ 0 folgt
mit Aufgabenteil (i), dass 𝑓2 = 0 gilt, und somit ist 𝑓 = 0.

(c) Behauptung: 𝜑 ist differenzierbar mit Ableitung 𝜑′(𝑥) = ℎ(𝑔(𝑥))𝑔′(𝑥) − ℎ(𝑓(𝑥))𝑓′(𝑥)
für 𝑥 ∈ 𝐼.
Es bezeichne 𝐻 eine Stammfunktion von ℎ. (Sie existiert aufgrund der Aussage des
zweiten Hauptsatzes.) Dann gilt nach dem 1. Hauptsatz, Satz 10.6 für 𝑥 ∈ 𝐼:

𝜑(𝑥) = ∫
𝑔(𝑥)

𝑓(𝑥)
ℎ(𝑡) d𝑡 = 𝐻(𝑔(𝑥)) − 𝐻(𝑓(𝑥)).

Da 𝑓, 𝑔 und𝐻 differenzierbar sind, ist der Ausdruck auf der rechten Seite als Funktion
in 𝑥 differenzierbar, und es gilt

𝜑′(𝑥) = ℎ(𝑔(𝑥))𝑔′(𝑥) − ℎ(𝑓(𝑥))𝑓′(𝑥)

für 𝑥 ∈ 𝐼.
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Aufgabe 3.

(a) Bestimmen Sie die folgenden Integrale:

(i) ∫
2

−2
|𝑥 − 1| d𝑥,

(ii) ∫
1

0

1
𝑥2 − 𝑥 − 2 d𝑥.

(b) Seien 𝐼 = [𝑎, 𝑏] mit 𝑎 < 𝑏 ein Intervall, 𝑓 ∈ 𝐶1(𝐼, ℝ). Bestimmen Sie die folgenden
Integrale:

(i) ∫
𝑏

𝑎
𝑓′(𝑥)𝑓(𝑥) d𝑥.

(ii) ∫
𝑏

𝑎
𝑓′(𝑥)e𝑓(𝑥) d𝑥.

Lösungsvorschlag. Alle Funktionen in dieser Aufgabe sind auf dem Integrationsbereich stetig
und somit Riemann-integrierbar.

(a) (i) Behauptung: Es gilt ∫2
−2|𝑥 − 1| d𝑥 = 5.

Wir benutzen Satz 10.7 und berechnen

∫
2

−2
|𝑥 − 1| d𝑥 = ∫

1

−2
|𝑥 − 1| d𝑥 +∫

2

1
|𝑥 − 1| d𝑥

= ∫
1

−2
1 − 𝑥 d𝑥 +∫

2

1
𝑥 − 1 d𝑥

= [𝑥 − 1
2𝑥

2]
1

−2
+ [12𝑥

2 − 𝑥]
2

1

= 1 − 1
2 − (−2) + 1

2 ⋅ (−2)
2 + 1

2 ⋅ 2
2 − 2 − 1

2 + 1 = 5.

(ii) Behauptung: Es gilt ∫1
0 1/(𝑥

2 − 𝑥 − 2) d𝑥 = −2 log(2)/3.
Es gilt

1
𝑥2 − 𝑥 − 2 =

1
(𝑥 + 1)(𝑥 − 2)

für 𝑥 ∈ ℝ ⧵ {−1, 2}. Wie in der Übung machen den Ansatz
1

(𝑥 + 1)(𝑥 − 2)
= 𝑎
𝑥 − 2 +

𝑏
𝑥 + 1

mit 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ fest (das heißt, unabhängig von 𝑥). Dies führt zu 𝑎 = 1/3, 𝑏 = −1/3,
wasman durch Lösen des entsprechendenLGS sieht, vergleicheÜbung. Alternativ
kann man auch geschickt raten:

1
𝑥2 − 𝑥 − 2 =

1
(𝑥 + 1)(𝑥 − 2)

= 1/3((𝑥 + 1) − (𝑥 − 2))
(𝑥 + 1)(𝑥 − 2)

= 1
3

1
𝑥 − 2 −

1
3

1
𝑥 + 1

5
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für 𝑥 ∈ ℝ ⧵ {−1, 2}. Daraus folgt

∫
1

0

1
𝑥2 − 𝑥 − 2 =

1
3 ∫

1

0

1
𝑥 − 2 −

1
𝑥 + 1 d𝑥 =

1
3[log(2 − 𝑥) − log(𝑥 + 1)]10

= 1
3(0 − log(2) − log(2) + 0) = −23 log(2).

(b) (i) Behauptung: Es gilt ∫𝑏
𝑎 𝑓

′(𝑥)𝑓(𝑥) d𝑥 = 1/2(𝑓(𝑏)2 − 𝑓(𝑎)2).

Wir definieren 𝑔∶ 𝐼 → ℝ, 𝑥 ↦ 1/2𝑓(𝑥)2. Nach Kettenregel ist 𝑔 differenzierbar
mit Ableitung

𝑔′(𝑥) = 1
2 ⋅ 2𝑓(𝑥) ⋅ 𝑓

′(𝑥) = 𝑓′(𝑥)𝑓(𝑥)

für 𝑥 ∈ 𝐼.

(ii) Behauptung: Es gilt ∫𝑏
𝑎 𝑓

′(𝑥)e𝑓(𝑥) d𝑥 = e𝑓(𝑏) − e𝑓(𝑎).

Wir definieren 𝑔∶ 𝐼 → ℝ, 𝑥 ↦ e𝑓(𝑥). Dann gilt 𝑔′(𝑥) = 𝑓′(𝑥)e𝑓(𝑥), also folgt die
Behauptung mit Satz 10.11.

Aufgabe 4.

(a) Zeigen Sie jeweils, dass die Funktion 𝑓 auf [0, 1] Riemann-integrierbar ist und bestim-
men Sie den Integralwert:

(i) 𝑓∶ [0, 1] → ℝ, 𝑥 ↦ 𝑥2,

(ii) 𝑓∶ [0, 1] → ℝ, 𝑥 ↦ e−𝑥.

Betrachten Sie dazu für 𝑛 ∈ ℕ die Zerlegung 𝑍𝑛 = {0, 1/𝑛,… , (𝑛 − 1)/𝑛, 1} von [0, 1]
und gehen Sie jeweils wie folgt vor:

(i) Berechnen Sie 𝑈𝑓(𝑍𝑛) sowie 𝑂𝑓(𝑍𝑛) für alle 𝑛 ∈ ℕ.

(ii) Zeigen Sie mithilfe von (i): lim𝑛→∞𝑈𝑓(𝑍𝑛) = lim𝑛→∞𝑂𝑓(𝑍𝑛) ≕ 𝐼.

(iii) Zeigen Sie mithilfe von (ii): 𝑓 ∈ 𝑅([0, 1]) und ∫1
0 𝑓(𝑥) d𝑥 = 𝐼.

Hinweis: Sie können für (i) verwenden, dass∑𝑚
𝑘=0 𝑘

2 = (𝑚(𝑚+1)(2𝑚+1))/6 für𝑚 ∈ ℕ0
gilt.

(b) Sei 𝑓 ∈ 𝑅([0, 1]). Es gelten

∫
1

0
𝑓(𝑥) d𝑥 = 0, ∫

1

0
𝑥𝑓(𝑥) d𝑥 = 0, ∫

1

0
𝑥2𝑓(𝑥) d𝑥 = 1.

Zeigen Sie, dass ein 𝑥0 ∈ [0, 1] existiert mit |𝑓(𝑥0)| > 11.

Hinweis: Berechnen Sie ∫1
0 𝑓(𝑥)(𝑥 − 1/2)2 d𝑥.

Lösungsvorschlag.
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(a) (i) Behauptung: Die Funktion 𝑓∶ [0, 1] → ℝ, 𝑥 ↦ 𝑥2 ist Riemann-integrierbar und
es gilt ∫1

0 𝑓(𝑥) d𝑥 = 1/3.

Teil 1: Sei 𝑛 ∈ ℕ. In der Notation der Vorlesung gelten für 𝑗 ∈ {1,… , 𝑛}:

𝐼𝑗 = [
𝑗 − 1
𝑛 ,

𝑗
𝑛],

𝑚𝑗 = inf{𝑓(𝑥)∶ 𝑥 ∈ 𝐼𝑗} = (
𝑗 − 1
𝑛 )

2
,

𝑀𝑗 = sup{𝑓(𝑥)∶ 𝑥 ∈ 𝐼𝑗} = (
𝑗
𝑛)

2
,

||𝐼𝑗|| =
1
𝑛.

Damit folgen unter Ausnutzung des Hinweises:

𝑈𝑓(𝑍𝑛) =
𝑛
∑
𝑗=1

𝑚𝑗||𝐼𝑗|| =
1
𝑛3

𝑛
∑
𝑗=1

(𝑗 − 1)2 = 1
𝑛3
(𝑛 − 1)𝑛(2𝑛 − 1)

6 ,

𝑂𝑓(𝑍𝑛) =
𝑛
∑
𝑗=1

𝑀𝑗||𝐼𝑗|| =
1
𝑛3

𝑛
∑
𝑗=1

𝑗2 = 1
𝑛3
𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)

6 .

Teil 2: Es konvergieren

𝑈𝑓(𝑍𝑛) =
(1 − 1/𝑛)(2 − 1/𝑛)

6 → 1
3, 𝑂𝑓(𝑍𝑛) =

(1 + 1/𝑛)(2 + 1/𝑛)
6 → 1

3
für 𝑛 → ∞.

Teil 3: Es gilt

∫
1

0
𝑥2 d𝑥 = inf{𝑂𝑓(𝑍)∶ 𝑍 ∈ 𝒵} ≤ lim

𝑛→∞
𝑂𝑓(𝑍𝑛) =

1
3 = lim

𝑛→∞
𝑈𝑓(𝑍𝑛)

≤ sup{𝑈𝑓(𝑍)∶ 𝑍 ∈ 𝒵} = ∫
1

0
𝑥2 d𝑥.

Umgekehrt gilt aber auch stets ∫1
0 𝑥

2 d𝑥 ≤ ∫1
0 𝑥

2 d𝑥 nach Vorlesung, also

gilt ∫1
0 𝑥

2 d𝑥 = ∫1
0 𝑥

2 d𝑥 = 1/3, das heißt, 𝑓 ist Riemann-integrierbar und

∫1
0 𝑓(𝑥) d𝑥 = 1/3.

(ii) Behauptung: Die Funktion 𝑓∶ [0, 1] → ℝ, 𝑥 ↦ e−𝑥 ist Riemann-integrierbar und
es gilt ∫1

0 𝑓(𝑥) d𝑥 = 1 − e−1.

Teil 1: Sei 𝑛 ∈ ℕ. Wir definieren 𝑟 = e−1/𝑛. In der Notation der Vorlesung gelten
für 𝑗 ∈ {1,… , 𝑛}:

𝐼𝑗 = [
𝑗 − 1
𝑛 ,

𝑗
𝑛],

7



Höhere Mathematik I (Analysis) für die Fachrichtung Informatik – Lösungsvorschlag zu Übungsblatt 14

𝑚𝑗 = inf{𝑓(𝑥)∶ 𝑥 ∈ 𝐼𝑗} = e−𝑗/𝑛 = 𝑟𝑗,

𝑀𝑗 = sup{𝑓(𝑥)∶ 𝑥 ∈ 𝐼𝑗} = e−(𝑗−1)/𝑛 = 𝑟𝑗−1,

||𝐼𝑗|| =
1
𝑛.

Dann gelten

𝑈𝑓(𝑍𝑛) =
𝑛
∑
𝑗=1

𝑚𝑗||𝐼𝑗|| =
1
𝑛

𝑛
∑
𝑗=1

𝑟𝑗 = 𝑟
𝑛

𝑛−1
∑
𝑗=0

𝑟𝑗 = 𝑟
𝑛
1 − 𝑟𝑛
1 − 𝑟 = e−1/𝑛

𝑛
1 − e−1

1 − e−
1
𝑛

,

𝑂𝑓(𝑍𝑛) =
𝑛
∑
𝑗=1

𝑀𝑗||𝐼𝑗|| =
1
𝑛

𝑛
∑
𝑗=1

𝑟𝑗−1 = 1
𝑛

𝑛−1
∑
𝑗=0

𝑟𝑗 = 1
𝑛
1 − 𝑟𝑛
1 − 𝑟 = 1

𝑛
1 − e−1

1 − e−1/𝑛
.

Teil 2: Es gilt

lim
𝑛→∞

𝑛(1 − e−1/𝑛) = lim
𝑛→∞

1 − e−1/𝑛
1/𝑛 = lim

𝑥→0

1 − e−𝑥
𝑥 =

l’Hospital
0/0= lim

𝑥→0

e−𝑥
1 = 1,

woraus wir erhalten:

lim
𝑛→∞

𝑈𝑓(𝑍𝑛) = 1 − e−1, lim
𝑛→∞

𝑂𝑓(𝑍𝑛) = 1 − e−1.

Teil 3: Es gilt

∫
1

0
e−𝑥 d𝑥 = inf{𝑂𝑓(𝑍)∶ 𝑍 ∈ 𝒵} ≤ lim

𝑛→∞
𝑂𝑓(𝑍𝑛) = 1 − e−1 = lim

𝑛→∞
𝑈𝑓(𝑍𝑛)

≤ sup{𝑈𝑓(𝑍)∶ 𝑍 ∈ 𝒵} = ∫
1

0
e−𝑥 d𝑥.

Umgekehrt gilt aber auch stets ∫1
0 e

−𝑥 d𝑥 ≤ ∫1
0 e

−𝑥 d𝑥 nach Vorlesung, also

∫1
0 e

−𝑥 d𝑥 = ∫1
0 e

−𝑥 d𝑥 = 1 − e−1, das heißt, 𝑓 ist Riemann-integrierbar und
∫1
0 𝑓(𝑥) d𝑥 = 1 − e−1.

(b) Wir nehmen zumWiderspruch an, die Behauptung gelte nicht. Zuerst gilt

∫
1

0
𝑓(𝑥)(𝑥 − 1

2)
2
d𝑥 = ∫

1

0
𝑓(𝑥)(𝑥2 − 𝑥 + 1

4) d𝑥

= ∫
1

0
𝑥2𝑓(𝑥) d𝑥 −∫

1

0
𝑥𝑓(𝑥) d𝑥 + 1

4 ∫
1

0
𝑓(𝑥) d𝑥 = 1.

Andererseits gilt aber auch

∫
1

0
𝑓(𝑥)(𝑥 − 1

2)
2
d𝑥 ≤ ∫

1

0
11(𝑥 − 1

2)
2
d𝑥

8
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= [113 (𝑥 −
1
2)

3
]
1

0
= 11

3 ⋅ (18 +
1
8) =

11
12 < 1,

was wegen des oben Gezeigten nicht gelten kann.
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