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Aufgabe 1. Bestimmen Sie die folgenden Integrale:

(a) ∫
π/2

0

sin(𝑥) cos(𝑥)
1 + sin2(𝑥)

d𝑥,

(b) ∫
1

0
𝑥5e−𝑥2 d𝑥,

(c) ∫
4π

0
e−𝑥 cos(4𝑥) d𝑥,

(d) ∫
π/4

0

sin(2𝑥)
1 − sin(𝑥)

d𝑥,

(e) ∫
1

0

𝑥2

√6 − 2𝑥3
d𝑥,

(f) ∫
4

1
arctan (√√𝑥 − 1) d𝑥,

(g) ∫
π

0
𝑥2 sin(2𝑥) d𝑥,

(h) ∫
e

1
𝑥2 log(𝑥) d𝑥,

(i) ∫
1

−1
sin(𝑥3)e𝑥2 d𝑥.

Lösungsvorschlag.

(a) Behauptung: Es gilt ∫π/2
0 (sin(𝑥) cos(𝑥))/(1 + sin2(𝑥)) d𝑥 = log(2)/2.

Mit der Substitution 𝑦 = 𝑦(𝑥) = sin2(𝑥) gilt 𝑦(0) = 0, 𝑦(π/2) = 1 und d𝑦 =
2 sin(𝑥) cos(𝑥) d𝑥. Damit erhalten wir

∫
π/2

0

sin(𝑥) cos(𝑥)
1 + sin2(𝑥)

d𝑥 = ∫
1

0

1
2

1
1 + 𝑦 d𝑦 =

1
2 [log(1 + 𝑦)]𝑦=1𝑦=0

1
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= 1
2(log(2) − log(1)) = 1

2 log(2).

Alternativ kann man auch direkt einsehen, dass 𝑥 ↦ log(1 + sin2(𝑥))/2 eine Stamm-
funktion des Integranden ist.

(b) Behauptung: Es gilt ∫1
0 𝑥

5e−𝑥2 d𝑥 = 1 − 5/(2e).
Mit zweimaliger partieller Integration erhalten wir

∫
1

0
𝑥5e−𝑥2 d𝑥 = ∫

1

0
𝑥4𝑥e−𝑥2 d𝑥

(P. I.)
= [𝑥4 (−12) e

−𝑥2]
𝑥=1

𝑥=0
−∫

1

0
4𝑥3 (−12) e

−𝑥2 d𝑥

= −12e
−1 +∫

1

0
2𝑥2𝑥e−𝑥2 d𝑥

(P. I.)
= −12e

−1 + [2𝑥2 (−12) e
−𝑥2]

𝑥=1

𝑥=0
−∫

1

0
4𝑥 (−12) e

−𝑥2 d𝑥

= −12e
−1 − e−1 +∫

1

0
2𝑥e−𝑥2 d𝑥 = −32e

−1 + [−e−𝑥2]
𝑥=1

𝑥=0

= −32e
−1 − e−1 + 1 = −52e

−1 + 1.

(c) Behauptung: Es gilt ∫4π
0 𝑒−𝑥 cos(4𝑥) d𝑥 = (1 − e−4π)/17.

Wir wenden zweimal partielle Integration an und erhalten

𝐼 = ∫
4π

0
𝑒−𝑥 cos(4𝑥) d𝑥

(P. I.)
= [−e−𝑥 cos(4𝑥)]𝑥=4π𝑥=0 −∫

4π

0
(−e−𝑥) (−4 sin(4𝑥)) d𝑥

= −e−4π cos(16π)⏟⎵⏟⎵⏟
=1

+1 − 4∫
4π

0
e−𝑥 sin(4𝑥) d𝑥

(P. I.)
= 1 − e−4π − 4([−e−𝑥 sin(4𝑥)]𝑥=4π𝑥=0 −∫

4π

0
−e−𝑥4 cos(4𝑥) d𝑥)

= 1 − e−4π − 4(−e−4π sin(16π)⏟⎵⏟⎵⏟
=0

+0 + 4∫
4π

0
e−𝑥 cos(4𝑥) d𝑥) = 1 − e−4π − 16𝐼.

Daraus folgt

17𝐼 = 1 − e−4π ⟺ ∫
4π

0
𝑒−𝑥 cos(4𝑥) d𝑥 = 𝐼 = 1

17 (1 − e−4π) .

(d) Behauptung: Es gilt ∫π/4
0 sin(2𝑥)/(1 − sin(𝑥)) d𝑥 = log(2) − 2 log(√2 − 1) − √2.

Mithilfe der Additionstheoreme erhalten wir zunächst

∫
π/4

0

sin(2𝑥)
1 − sin(𝑥)

d𝑥 = ∫
π/4

0

2 sin(𝑥) cos(𝑥)
1 − sin(𝑥)

d𝑥.
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Mit der Substitution 𝑦 = 𝑦(𝑥) = sin(𝑥) gilt 𝑦(0) = 0, 𝑦(π/4) = 1/√2 und d𝑦 =
cos(𝑥) d𝑥. Damit gilt

∫
π/4

0

2 sin(𝑥) cos(𝑥)
1 − sin(𝑥)

d𝑥 = ∫
1/√2

0

2𝑦√1 − 𝑦2
1 − 𝑦 ⋅ 1

√1 − 𝑦2
d𝑦 = 2∫

1/√2

0

𝑦
1 − 𝑦 d𝑦

= 2∫
1/√2

0
( 1
1 − 𝑦 − 1) d𝑦 = 2[− log(1 − 𝑦) − 𝑦]𝑦=1/√2𝑦=0

= 2(− log (1 − 1
√2

) − 1
√2

− 0) = −2 log (1 − 1
√2

) − √2

= log(2) − 2 log(√2 − 1) − √2.

(e) Behauptung: Es gilt ∫1
0 𝑥

2/√6 − 2𝑥3 d𝑥 = (√6 − 2)/3.
Mit der Substitution 𝑦 = 𝑦(𝑥) = 6 − 2𝑥3 gilt 𝑦(0) = 6, 𝑦(1) = 4 und d𝑦 = −6𝑥2 d𝑥.
Damit erhalten wir

∫
1

0

𝑥2

√6 − 2𝑥3
d𝑥 = ∫

4

6
−16

1
√𝑦

d𝑦 = ∫
6

4

1
6
1
√𝑦

d𝑦 = [13√𝑦]
𝑦=6

𝑦=4

= 1
3
√6 − 1

3
√4 = 1

3(
√6 − 2).

Alternativ kann man auch direkt einsehen, dass 𝑥 ↦ −√6 − 2𝑥3/3 eine Stammfunkti-
on des Integranden ist.

(f) Behauptung: Es gilt ∫4
1 arctan (√√𝑥 − 1) d𝑥 = π − 4/3.

Mit der Substitution 𝑦 = 𝑦(𝑥) = √√𝑥 − 1 (⟺ 𝑥 = (𝑦2+1)2) gilt 𝑦(1) = 0, 𝑦(4) = 1
und d𝑦 = 1/(4𝑦(𝑦2 + 1)) d𝑥. Damit erhalten wir

∫
4

1
arctan (√√𝑥 − 1) d𝑥 = ∫

1

0
arctan(𝑦) ⋅ 4𝑦(𝑦2 + 1) d𝑦

= ∫
1

0
(4𝑦3 + 4𝑦) arctan(𝑦) d𝑦.

Mit partieller Integration gilt nun

∫
1

0
(4𝑦3 + 4𝑦) arctan(𝑦) d𝑦

(P. I.)
= [(𝑦4 + 2𝑦2) arctan(𝑦)]𝑦=1𝑦=0

−∫
1

0

𝑦4 + 2𝑦2

1 + 𝑦2 d𝑦

= 3 arctan(1) −∫
1

0
(
𝑦2(1 + 𝑦2)
1 + 𝑦2 +

𝑦2

1 + 𝑦2 ) d𝑦

= 3
4π −∫

1

0
𝑦2 d𝑦 −∫

1

0
(1 − 1

1 + 𝑦2 ) d𝑦

3
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= 3
4π − [13𝑦

3 + 𝑦 − arctan(𝑦)]
𝑦=1

𝑦=0

= 3
4π − (13 + 1 − π

4 ) + 0 = π − 4
3.

(g) Behauptung: Es gilt ∫π
0 𝑥2 sin(2𝑥) d𝑥 = −π2/2.

Wir wenden zweimal partielle Integration an und erhalten so:

∫
π

0
𝑥2 sin(2𝑥) d𝑥

P. I.
= [𝑥2 ⋅ (−12 cos(2𝑥))]

π

0
−∫

π

0
2𝑥 ⋅ (−12 cos(2𝑥)) d𝑥

= −12π
2 +∫

π

0
𝑥 cos(2𝑥) d𝑥

P. I.
= −12π

2 + [𝑥 ⋅ 12 sin(2𝑥)]
π

0
−∫

π

0
1 ⋅ 12 sin(2𝑥) d𝑥

= −12π
2 + 0 − [−14 cos(2𝑥)]

π

0
= −12π

2.

(h) Behauptung: Es gilt ∫e
1 𝑥

2 log(𝑥) d𝑥 = 2e3/9 + 1/9.
Wir integrieren partiell und erhalten so:

∫
e

1
𝑥2 ⋅ log(𝑥) d𝑥 = [13𝑥

3 ⋅ log(𝑥)]
e

1
−∫

e

1

1
3𝑥

3 ⋅ 1𝑥 d𝑥

= [13𝑥
3 ⋅ log(𝑥)]

e

1
− [19𝑥

3]
e

1

= e3
3 − e3

9 + 1
9 =

2
9e

3 + 1
9.

(i) Behauptung: Es gilt∫
1

−1
sin(𝑥3)e𝑥2 d𝑥 = 0.

Wir bemerken, dass der Integrand eine ungerade Funktion ist und der Integrationsbe-
reich die Form [−𝑟, 𝑟] hat für 𝑟 > 0. So ein Integral hat immerWert gleich 0. Um das
einzusehen, substituieren wir 𝑦 = −𝑥:

∫
1

−1
sin(𝑥3)e𝑥2 d𝑥

𝑦=−𝑥
= ∫

−1

1
sin((−𝑦)3)e(−𝑦)2 ⋅ (−1) d𝑦 = −∫

1

−1
sin(𝑦3)e𝑦2 d𝑦,

woraus sofort∫
1

−1
sin(𝑥3)e𝑥2 d𝑥 = 0 folgt.

Aufgabe 2.

(a) Untersuchen Sie jeweils die Folge von Funktionen 𝑓𝑛∶ [0, 1] → ℝ auf punktweise
und gleichmäßige Konvergenz, untersuchen Sie, ob der Grenzwert lim𝑛→∞ ∫1

0 𝑓𝑛(𝑥) d𝑥
existiert und bestimmen Sie diesen gegebenenfalls.

4
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(i) 𝑓𝑛(𝑥) =
cos(𝑥/𝑛)
1 + 𝑥2 für 𝑛 ∈ ℕ, 𝑥 ∈ [0, 1].

(ii) 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑛𝑥e−𝑛𝑥2 für 𝑛 ∈ ℕ, 𝑥 ∈ [0, 1],

(iii) 𝑓𝑛(𝑥) =
1
𝑛e

−𝑛𝑥2 für 𝑛 ∈ ℕ, 𝑥 ∈ [0, 1],

(iv) 𝑓𝑛(𝑥) =
sin(𝑛𝑥)
1 + 𝑛𝑥 für 𝑛 ∈ ℕ, 𝑥 ∈ [0, 1].

(b) (i) Es sei 𝑓∶ ℝ → ℝ derart, dass das uneigentliche Integral ∫∞
−∞ 𝑓(𝑥) d𝑥 existiert.

Zeigen Sie, dass dann lim𝑡→∞ ∫𝑡
−𝑡 𝑓(𝑥) d𝑥 = ∫∞

−∞ 𝑓(𝑥) d𝑥 gilt.

(ii) Wir betrachten die Funktion

𝑓∶ ℝ → ℝ, 𝑥 ↦ 𝑥
1 + 𝑥2 .

Zeigen Sie, dass das uneigentliche Integral ∫∞
−∞ 𝑓(𝑥) d𝑥 nicht existiert, wohinge-

gen der Grenzwert lim𝑡→∞ ∫𝑡
−𝑡 𝑓(𝑥) d𝑥 sehr wohl existiert.

Lösungsvorschlag.

(a) (i) Behauptung: Die Funktionen 𝑓𝑛 konvergieren für 𝑛 → ∞ gleichmäßig gegen
𝑓∶ [0, 1] → ℝ, 𝑓(𝑥) = 1/(1 + 𝑥2), und es gilt lim𝑛→∞ ∫1

0 𝑓𝑛(𝑥) d𝑥 = ∫1
0 𝑓(𝑥) d𝑥 =

π/(4).

Wir zeigen zunächst, dass 𝑓𝑛 gleichmäßig konvergiert. Dazu seien 𝑛 ∈ ℕ und
𝑥 ∈ [0, 1]. Wir berechnen

|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| =
|
|
|
|

cos(𝑥
𝑛
)

1 + 𝑥2 −
1

1 + 𝑥2
|
|
|
|
= 1
1 + 𝑥2

|
|cos(

𝑥
𝑛) − cos(0)||

≤ 1
1 + 𝑥2

|
|
𝑥
𝑛 − 0|| =

𝑥
1 + 𝑥2

1
𝑛 ≤ 1

𝑛,

wobei wir benutzt haben, dass cos Lipschitz-stetig ist mit 𝐿 = 1. Also konvergiert
(𝑓𝑛) gleichmäßig gegen 𝑓. Weiter sind alle 𝑓𝑛 stetig und insbesondere Riemann-
integrierbar. Nach Satz 10.8 gilt nun

lim
𝑛→∞

∫
1

0
𝑓𝑛(𝑥) d𝑥 = ∫

1

0
𝑓(𝑥) d𝑥 = ∫

1

0

1
1 + 𝑥2 d𝑥

= [arctan(𝑥)]10 = arctan(1) − arctan(0) = π
4 − 0.

(ii) Behauptung: Die Funktionen 𝑓𝑛 konvergieren für 𝑛 → ∞ punktweise aber nicht
gleichmäßig gegen 𝑓∶ [0, 1] → ℝ, 𝑓(𝑥) = 0, und es gilt lim𝑛→∞ ∫1

0 𝑓𝑛(𝑥) = 1/2.

Für 𝑥 = 0 gilt 𝑓𝑛(𝑥) = 0 → 0, 𝑛 → ∞. Sei nun 𝑥 ∈ (0, 1] fest. Dann gilt

lim
𝑛→∞

𝑓𝑛(𝑥) = lim
𝑛→∞

𝑛𝑥e−𝑛𝑥2 = lim
𝑦→∞

𝑦𝑥e−𝑦𝑥2
𝑧=𝑥2𝑦
= 1

𝑥 lim
𝑧→∞

𝑧e−𝑧 = 0.

5
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Also konvergiert 𝑓𝑛 punktweise gegen 𝑓.
Nun sei 𝑛 ∈ ℕ fest. Es gilt

∫
1

0
𝑓𝑛(𝑥) d𝑥 = ∫

1

0
𝑛𝑥e−𝑛𝑥2 d𝑥 = [−12e

−𝑛𝑥2]
1

0
= −12e

−𝑛 + 1
2.

Für 𝑛 → ∞ folgt also

lim
𝑛→∞

∫
1

0
𝑓𝑛(𝑥) d𝑥 = lim

𝑛→∞
−12e

−𝑛 + 1
2 =

1
2.

Insbesondere gilt

lim
𝑛→∞

∫
1

0
𝑓𝑛(𝑥) d𝑥 =

1
2 ≠ 0 = ∫

1

0
𝑓(𝑥) d𝑥,

weshalb die Konvergenz nach Satz 10.8 nicht gleichmäßig gewesen sein kann.
Dass 𝑓𝑛 nicht gleichmäßig gegen 𝑓 konvergiert, kannman auch ohne Betrachtung
des Integrals sehen. Zum Beispiel ist für 𝑛 ∈ ℕ:

𝑓𝑛(
1
√𝑛

) = √𝑛e−1,

was nicht gegen 0 konvergiert für 𝑛 → ∞.
(iii) Behauptung: Es gilt lim𝑛→∞ ∫1

0 𝑓𝑛(𝑥) d𝑥 = 0.
Es gilt |𝑓𝑛(𝑥)| = (1/𝑛) e−𝑛𝑥2⏟

≤1
≤ 1/𝑛 für alle 𝑥 ∈ [0, 1] und 𝑛 ∈ ℕ. Damit gilt

sup
𝑥∈[0,1]

|𝑓𝑛(𝑥) − 0| ≤ 1
𝑛

𝑛→∞
−−−−→ 0,

das heißt, (𝑓𝑛) konvergiert auf [0, 1] gleichmäßig gegen 0. Nach Satz 10.8 der
Vorlesung konvergiert damit auch die Folge der Integrale und es gilt

lim
𝑛→∞

∫
1

0
𝑓𝑛(𝑥) d𝑥 = ∫

1

0
0 d𝑥 = 0.

(iv) Behauptung: Es gilt lim𝑛→∞ ∫1
0 𝑓𝑛(𝑥) d𝑥 = 0.

Da sin(𝑛𝑥)/(1 + 𝑛𝑥) ≤ 1/(1 + 𝑛𝑥) und die rechte Seite für 𝑥 = 0 gegen 1, für
𝑥 ≠ 0 jedoch gegen 0 geht für 𝑛 → ∞ und somit nicht gegen eine stetige Funktion
(während die rechte Seite selbst für jedes 𝑛 ∈ ℕ stetig ist), konvergiert 𝑓𝑛 zwar
punktweise, aber nicht gleichmäßig gegen diese Funktion.
Für 𝑛 ∈ ℕ gilt mit der Dreiecksungleichung für Integrale

|
|
|
∫

1

0

sin(𝑛𝑥)
1 + 𝑛𝑥 d𝑥

|
|
|
≤ ∫

1

0

|||
sin(𝑛𝑥)
1 + 𝑛𝑥

||| d𝑥 ≤ ∫
1

0

1
1 + 𝑛𝑥 d𝑥 = [1𝑛 log(1 + 𝑛𝑥)]

𝑥=1

𝑥=0

6



Höhere Mathematik I (Analysis) für die Fachrichtung Informatik – Lösungsvorschlag zu Übungsblatt 15

=
log(1 + 𝑛)

𝑛
𝑛→∞
−−−−→ 0,

woraus die Behauptung folgt.

(b) (i) Behauptung: Dann existiert der Grenzwert lim𝑡→∞ ∫𝑡
−𝑡 𝑓(𝑥) d𝑥 = ∫∞

−∞ 𝑓(𝑥) d𝑥.
Da das uneigentliche Integral konvergiert, gelten

lim
𝑏→∞

∫
𝑏

0
𝑓(𝑥) d𝑥 = ∫

∞

0
𝑓(𝑥) d𝑥

und

lim
𝑎→−∞

∫
0

𝑎
𝑓(𝑥) d𝑥 = ∫

0

−∞
𝑓(𝑥) d𝑥.

Es sei nun 𝜀 > 0 beliebig. Dann existieren ein 𝑎0 < 0 und ein 𝑏0 > 0 derart, dass

||||
∫

∞

0
𝑓(𝑥) d𝑥 −∫

𝑏

0
𝑓(𝑥) d𝑥

||||
< 𝜀
2

für alle 𝑏 ≥ 𝑏0 und

|
|
|
∫

0

−∞
𝑓(𝑥) d𝑥 −∫

0

𝑎
𝑓(𝑥) d𝑥

|
|
|
< 𝜀
2

für alle 𝑎 ≤ 𝑎0 erfüllt sind. Für alle 𝑡 ≥ max{𝑏0, |𝑎0|} erhalten wir dann

|
|
|
∫

∞

−∞
𝑓(𝑥) d𝑥 −∫

𝑡

−𝑡
𝑓(𝑥) d𝑥

|
|
|

≤
|
|
|
∫

∞

0
𝑓(𝑥) d𝑥 −∫

𝑡

0
𝑓(𝑥) d𝑥

|
|
|
+
|
|
|
∫

0

−∞
𝑓(𝑥) d𝑥 −∫

0

−𝑡
𝑓(𝑥) d𝑥

|
|
|

< 𝜀
2 +

𝜀
2 = 𝜀,

woraus die Behauptung folgt.
(ii) Behauptung: Das uneigentliche Integral ∫∞

−∞ 𝑓(𝑥) d𝑥 existiert nicht, wohingegen
der Grenzwert lim𝑡→∞ ∫𝑡

−𝑡 𝑓(𝑥) d𝑥 sehr wohl existiert.
Für 𝑏 > 0 gilt

∫
𝑏

0

𝑥
1 + 𝑥2 d𝑥 = [12 log(1 + 𝑥2)]

𝑥=𝑏

𝑥=0
= 1
2 log(1 + 𝑏2)

𝑏→∞
−−−−→ ∞,

weshalb das uneigentliche Integral ∫∞
−∞ 𝑓(𝑥) d𝑥 nicht existiert. Für 𝑡 > 0 gilt

allerdings

∫
𝑡

−𝑡

𝑥
1 + 𝑥2 d𝑥 = [12 log(1 + 𝑥2)]

𝑥=𝑡

𝑥=−𝑡

7



Höhere Mathematik I (Analysis) für die Fachrichtung Informatik – Lösungsvorschlag zu Übungsblatt 15

= 1
2(log(1 + 𝑡2) − log(1 + (−1)2)) = 0

𝑡→∞
−−−→ 0,

das heißt, es gilt lim𝑡→∞ ∫𝑡
−𝑡 𝑓(𝑥) d𝑥 = 0.

Aufgabe 3.

(a) Untersuchen Sie, ob die folgenden uneigentlichen Integrale konvergieren oder diver-
gieren. Beweisen Sie Ihre Behauptung.

(i) ∫
4

2

sin(𝑥)
(𝑥 − 2)2/3

d𝑥,

(ii) ∫
∞

0
e−𝑥 log(1 + 𝑥) d𝑥,

(iii) ∫
∞

−∞
e−𝑥2 d𝑥,

(iv) ∫
∞

2

log(𝑥)
𝑥 d𝑥.

(b) Untersuchen Sie die folgenden uneigentlichen Integrale jeweils auf Konvergenz und
bestimmen Sie gegebenenfalls derenWerte.

(i) ∫
∞

−∞
e−2|𝑥| d𝑥,

(ii) ∫
∞

0
e𝑠𝑥 cos(𝑡𝑥) d𝑥, 𝑠 < 0, 𝑡 ∈ ℝ,

(iii) ∫
∞

2

1
log(𝑥)2 ⋅ 𝑥

d𝑥,

(iv) ∫
∞

0

𝑥
sinh(𝑥) − 𝑥

d𝑥,

(v) ∫
1

0
log(𝑥)3 d𝑥.

Lösungsvorschlag.

(a) (i) Behauptung: Das uneigentliche Integral ∫4
2 sin(𝑥)/(𝑥 − 2)2/3 d𝑥 konvergiert.

Definiere 𝑓(𝑥) = sin(𝑥)/(𝑥 − 2)2/3 für 𝑥 ∈ (2, 4]. Es gilt |𝑓(𝑥)| ≤ 1/(𝑥 − 2)2/3 für
alle 𝑥 ∈ (2, 4]. Ferner gilt für 𝑎 ∈ (2, 4)

∫
4

𝑎

1
(𝑥 − 2)2/3

d𝑥 = [3(𝑥 − 2)1/3]
𝑥=4
𝑥=𝑎

= 3 (21/3 − (𝑎 − 2)1/3)
𝑎→2
−−−→ 3 ⋅ 21/3,

das heißt, das uneigentliche Integral ∫4
2 1/(𝑥 − 2)

2
3 d𝑥 konvergiert. Nach dem

Majorantenkriterium konvergiert also auch das uneigentliche Integral ∫4
2 𝑓(𝑥) d𝑥.

8
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(ii) Behauptung: Das uneigentliche Integral ∫∞
0 e−𝑥 log(1 + 𝑥) d𝑥 konvergiert.

Für alle 𝑥 ≥ 0 gilt

1 + 𝑥 ≤
∞
∑
𝑛=0

𝑥𝑛
𝑛! = e𝑥.

Da der Logarithmus monoton wächst, folgt log(1+𝑥) ≤ 𝑥, also |e−𝑥 log(1+𝑥)| ≤
𝑥e−𝑥 für alle 𝑥 ≥ 0. Das uneigentliche Integral ∫∞

0 𝑥e−𝑥 d𝑥 konvergiert, denn mit
partieller Integration folgt für 𝑅 > 0

∫
𝑅

0
𝑥e−𝑥 d𝑥 = [𝑥(−e−𝑥)]𝑥=𝑅𝑥=0 −∫

𝑅

0
1(−e−𝑥) d𝑥 = −𝑅e−𝑅 + [−e−𝑥]𝑥=𝑅𝑥=0

= −𝑅e−𝑅 − e−𝑅 + 1 = − 𝑅
e𝑅

− e−𝑅 + 1
𝑅→∞
−−−−→ 1.

Mit dem Majorantenkriterium konvergiert also auch ∫∞
0 e−𝑥 log(1 + 𝑥) d𝑥.

(iii) Behauptung: Das uneigentliche Integral ∫∞
−∞ e−𝑥2 d𝑥 konvergiert.

Für alle 𝑥 ∈ ℝmit |𝑥| ≥ 1 gilt 𝑥2 ≥ |𝑥| und damit auch e−𝑥2 ≤ e−|𝑥|. Ferner gilt
für 𝑎 < −1 und 𝑏 > 1

∫
−1

𝑎
e−|𝑥| d𝑥 = [e𝑥]𝑥=−1𝑥=𝑎 = 1

e − e𝑎
𝑎→−∞
−−−−−→ 1

e

sowie

∫
𝑏

1
e−|𝑥| d𝑥 = [−e−𝑥]𝑥=𝑏𝑥=1 = −e−𝑏 + 1

e
𝑏→∞
−−−−→ 1

e .

Nach dem Majorantenkriterium konvergieren daher die uneigentlichen Integrale
∫−1
−∞ e−𝑥2 d𝑥 und∫∞

1 e−𝑥2 d𝑥. Darüber hinaus existiert auch das Riemann-Integral
∫1
−1 e

−𝑥2 d𝑥 (stetiger Integrand auf kompaktem Intervall). Somit konvergiert das
uneigentliche Integral ∫∞

−∞ e−𝑥2 d𝑥.

(iv) Behauptung: Das uneigentliche Integral ∫∞
2 log(𝑥)/𝑥 d𝑥 divergiert.

Für 𝑅 > 2 gilt

∫
𝑅

2

log(𝑥)
𝑥 d𝑥 = [12 log

2(𝑥)]
𝑥=𝑅

𝑥=2
= 1
2 log

2(𝑅) − 1
2 log

2(2)
𝑅→∞
−−−−→ ∞,

das heißt, das uneigentliche Integral divergiert.

(b) (i) Behauptung: Das uneigentliche Integral ∫∞
−∞ e−2|𝑥| d𝑥 konvergiert und es gilt

∫∞
−∞ e−2|𝑥| d𝑥 = 1.

9
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Es seien 𝑎 < 0 < 𝑏. Dann gilt

∫
0

𝑎
e−2|𝑥| d𝑥 = ∫

0

𝑎
e2𝑥 d𝑥 = [12e

2𝑥]
𝑥=0

𝑥=𝑎
= 1
2 (1 − e2𝑎)

𝑎→−∞
−−−−−→ 1

2

sowie

∫
𝑏

0
e−2|𝑥| d𝑥 = ∫

𝑏

0
e−2𝑥 d𝑥 = [−12e

−2𝑥]
𝑥=𝑏

𝑥=0
= 1
2 (1 − e−2𝑏)

𝑏→∞
−−−−→ 1

2.

Also existiert das uneigentliche Integral und es gilt ∫∞
−∞ e−2|𝑥| d𝑥 = 1.

(ii) Behauptung: Das uneigentliche Integral ∫∞
0 e𝑠𝑥 cos(𝑡𝑥) d𝑥 konvergiert für alle

𝑠, 𝑡 ∈ ℝmit 𝑠 < 0 und es gilt ∫∞
0 e𝑠𝑥 cos(𝑡𝑥) d𝑥 = −𝑠/(𝑠2 + 𝑡2).

Es seien 𝑠, 𝑡 ∈ ℝmit 𝑠 < 0. Mit zweifacher partieller Integration erhalten wir für
jedes 𝑅 > 0

∫
𝑅

0
e𝑠𝑥 cos(𝑡𝑥) d𝑥

(P. I.)
= [e

𝑠𝑥

𝑠 cos(𝑡𝑥)]
𝑥=𝑅

𝑥=0
+∫

𝑅

0

e𝑠𝑥
𝑠 𝑡 sin(𝑡𝑥) d𝑥

(P. I.)
= e𝑅𝑠

𝑠 cos(𝑅𝑡) − 1
𝑠 + [e

𝑠𝑥

𝑠2 𝑡 sin(𝑡𝑥)]
𝑅

𝑥=0
−∫

𝑅

0

e𝑠𝑥

𝑠2 𝑡
2 cos(𝑡𝑥) d𝑥

= e𝑅𝑠
𝑠 cos(𝑅𝑡) − 1

𝑠 +
e𝑅𝑠

𝑠2 𝑡 sin(𝑅𝑡) −
𝑡2

𝑠2 ∫
𝑅

0
e𝑠𝑥 cos(𝑡𝑥) d𝑥.

Insgesamt gilt also

(1 + 𝑡2

𝑠2 )∫
𝑅

0
e𝑠𝑥 cos(𝑡𝑥) d𝑥 = e𝑅𝑠

𝑠 cos(𝑅𝑡) − 1
𝑠 +

e𝑅𝑠

𝑠2 𝑡 sin(𝑅𝑡)
𝑅→∞
−−−−→ −1𝑠 ,

da nach Voraussetzung 𝑠 < 0 und damit e𝑠𝑅 → 0 (𝑅 → ∞) und sin und cos
beschränkt sind. Somit konvergiert das Integral mit

∫
∞

0
e𝑠𝑥 cos(𝑡𝑥) d𝑥 = −1𝑠 (1 +

𝑡2

𝑠2 )
−1

= −1𝑠 (
𝑠2

𝑠2 + 𝑡2 ) = − 𝑠
𝑠2 + 𝑡2 .

(iii) Behauptung: Das uneigentliche Integral ∫∞
2 1/(log(𝑥)2 ⋅ 𝑥) d𝑥 konvergiert mit

∫∞
2 1/(log(𝑥)2 ⋅ 𝑥) d𝑥 = 1/log(2).
Sei 𝑏 > 2. Mit der Substitution 𝑡 = log(𝑥) und »d𝑡 = 1/𝑥 d𝑥« ergibt sich

∫
𝑏

2

1
log(𝑥)2 ⋅ 𝑥

d𝑥 = ∫
log(𝑏)

log(2)

1
𝑡2 d𝑡 = [−1𝑡 ]

log(𝑏)

log(2)
= − 1

log(𝑏)
+ 1
log(2)

→ 1
log(2)

für 𝑏 → ∞. Also konvergiert das uneigentliche Integral und hat Wert 1/log(2).
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(iv) Behauptung: Das uneigentliche Integral ∫∞
0 𝑥/(sinh(𝑥) − 𝑥) d𝑥 divergiert.

Wir zeigen, dass dieses Integral am linken Rand divergent ist. Es gilt

sinh(𝑥) =
∞
∑
𝑘=0

𝑥2𝑘+1

(2𝑘 + 1)!
,

also

sinh(𝑥) − 𝑥 =
∞
∑
𝑘=1

𝑥2𝑘+1

(2𝑘 + 1)!
= 1
3!𝑥

3ℎ(𝑥)

mit ℎ(𝑥) = ∑∞
𝑘=1 3!/(2𝑘 + 1)! ⋅ 𝑥2𝑘−2 für alle 𝑥 ∈ ℝ. Dann gilt ℎ(𝑥) → ℎ(0) = 1

für 𝑥 → 0, also existiert ein 𝜀 > 0mit ℎ(𝑥) ≤ 3! für 0 < 𝑥 ≤ 𝜀. Für dieses 𝑥 ergibt
sich dann 0 < sinh(𝑥) − 𝑥 ≤ 𝑥3, und damit ist

𝑥
sinh(𝑥) − 𝑥

≥ 𝑥
𝑥3 =

1
𝑥2 ≥ 0 für 0 < 𝑥 ≤ 𝜀.

Mit dem Minorantenkriterium folgt die Divergenz des gegebenen Integrals, denn
∫𝜀
0 𝑥

−2 𝑑𝑥 konvergiert nicht.

(v) Behauptung: Das uneigentliche Integral ∫1
0 log(𝑥)

3 d𝑥 konvergiert und es gilt
∫1
0 log(𝑥)

3 d𝑥 = −6.
Wir bestimmen eine Stammfunktion von 𝑥 ↦ log(𝑥)3 mittels partieller Integrati-
on:

∫ log(𝑥)3 d𝑥 = ∫1 ⋅ log(𝑥)3 d𝑥

P. I.
= 𝑥 log(𝑥)3 −∫𝑥 ⋅ 3 log(𝑥)2 1𝑥 d𝑥

= 𝑥 log(𝑥)3 − 3∫1 ⋅ log(𝑥)2 d𝑥

P. I.
= 𝑥 log(𝑥)3 − 3𝑥 log(𝑥)2 + 3∫𝑥 ⋅ 2 log(𝑥) 1𝑥 d𝑥

= 𝑥 log(𝑥)3 − 3𝑥 log(𝑥)2 + 6∫1 ⋅ log(𝑥) d𝑥

P. I.
== 𝑥 log(𝑥)3 − 3𝑥 log(𝑥)2 + 6𝑥 log(𝑥) − 6∫𝑥 ⋅ 1𝑥 d𝑥

= 𝑥(log(𝑥)3 − 3 log(𝑥)2 + 6 log(𝑥) − 6)

Sei nun 0 < 𝑎 < 1. Wir berechnen:

∫
1

𝑎
log(𝑥)3 d𝑥 = [𝑥(log(𝑥)3 − 3 log(𝑥)2 + 6 log(𝑥) − 6)]1𝑎

= −6 + 𝑎(log(𝑎)3 − 3 log(𝑎)2 + 6 log(𝑎) − 6) → −6

für 𝑎 → 0, da für 𝑘 ∈ ℕ der Term 𝑥 log(𝑥)𝑘 für 𝑥 → 0 gegen 0 konvergiert. Die
letzte Konvergenz erhält man leicht mit Übungsblatt 10 Aufgabe 1 (b) (ii).
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