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Aufgabe 1. Bestimmen Sie die folgenden Integrale:

sin(x) cos(x)
@ f 1 +sm2(x) d

(b) f xSe~* dx,
0

4T
(©) f e * cos(4x) dx,

) f sm(2x)

sm(x)

bl

(©) / X
o V6—2x3
(f)/ arctan( 1>d,

(g) f x?sin(2x) dx,
0

(h) f x?log(x) dx,
1

1
) f sin(x3)e*” dx.
-1
Lasungsvorschlag.

(a) Behauptung: Es gilt [, / 2(s1n(x) cos(x))/(1 + sin®(x)) dx = log(2)/2.
Mit der Substitution y = y(x) = sin’(x) gilt y(0) = 0, y(m/2) = 1 und dy
2 sin(x) cos(x) dx. Damit erhalten wir

f /2 sin(x) cos(x) d
0

1
1 1 1
X = ———dy == [log(1 +
1 + sin?(x) ./0‘ Y 2[ & y)]
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1 1
= E(log(z) —log(1)) = 5 log(2).

Alternativ kann man auch direkt einsehen, dass x — log(1 + sin*(x))/2 eine Stamm-
funktion des Integranden ist.

(b) Behauptung: Es gilt fol xe~ ¥ dx =1-— 5/(2e).

Mit zweimaliger partieller Integration erhalten wir

1 1 =1 1
/ e~ dx = f x*xe " dx s [x“ (—l) e‘xz]x - / 4x3 <—1> e dx
0 0 2 x=0 0 2

1 ! 2
=——¢! +f 2x2xe ™" dx
2 0

pL) 1 1 x=1 ! 1
1) —Ze 14 [sz (——) e—xz] - 4x (——) e~ dx
2 2 x=0 Jy 2

1 ! 3 x=1
=—cel—el+ | 2xe™®dx=—-Zel+ [—e_xz]
2 0 2 x=0
= Sel_ely1=—e 41
2
(c) Behauptung: Es gilt f047T e ¥ cos(4x)dx = (1 — e™*™)/17.
Wir wenden zweimal partielle Integration an und erhalten
4m P.L) 4m
I= / e *cos(4x)dx =" [—e™* cos(4x)]§:37C - (—e™) (—4sin(4x)) dx
0 0

4T
= —e %" cos(16m) +1 — 4 f e~ sin(4x)dx
;_,1_/ 0

4n

P.IL _

¢ 1—e™#™ —4 ([—e‘x sin(4x)]XZ4™ — f —e *4 cos(4x) dx)
0

41
=1—-e%"—4 (—e_‘”t sin(167) +0 + 4f e~ cos(4x) dx) =1-—e%" —16l.
T o

Daraus folgt

4T
1
17/=1-¢e*" <= f e ¥cos(4x)dx =1= & (1—e™m).
0

(d) Behauptung: Es gilt 0“/4 sin(2x)/(1 — sin(x)) dx = log(2) — 2 log(\/a -1)— \/5
Mithilfe der Additionstheoreme erhalten wir zunédchst

/4 . /4 .
/ sin(2x) do = f 2 sin(x) cos(x) dx
0 0

1—sin(x) =~ 1 — sin(x)
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Mit der Substitution y = y(x) = sin(x) gilt y(0) = 0, y(n/4) = 1/\/5 und dy =
cos(x) dx. Damit gilt

/n/4 2 sin(x) cos(x) dx = /l/ﬁ 2yyl=y2 1 dy = 2/1/\5 y
0 1 —sin(x) 0 1-y V1=y2 0

142
1
:2‘/0 (1—_})—1)dy 2[—log(1—y)— y]y N2

:2(—10g<1—%>—%—0) = —ZIOg(l—%)—\E
= log(2) - 2log(V2 - 1)~ V2

(e) Behauptung: Es gilt j‘o1 x2/\6 —2x3dx = (\/E —2)/3.
Mit der Substitution y = y(x) = 6 — 2x3 gilt y(0) = 6, y(1) = 4 und dy = —6x?dx.
Damit erhalten wir

oy Y11 ®11 1 _P=°
— 2 _dx= e dv=|=
fo Ny /e 6\/_ AN [3\/§]y=4
Vo 3Va=30/6-2)

Alternativ kann man auch direkt einsehen, dass x — —V 6 — 2x3/3 eine Stammfunkti-
on des Integranden ist.

(f) Behauptung: Es gilt f14 arctan( ﬁ - 1) dx =n —4/3.

Mit der Substitution y = y(x) = 1/\/x—1 (<= x=(?+1)?)gilty(1) =0, y(4) = 1
und dy = 1/(4y(y* + 1)) dx. Damit erhalten wir

4 1
/ arctan (\/ Vx— 1) dx = / arctan(y) - 4y(y* + 1) dy
1 0

1
= f (4y* + 4y) arctan(y) dy.
0

Mit partieller Integration gilt nun

1 1.4 2
3 ®CL) [, 4 o 5 y=1 [ Yy +2y
‘/0‘ (4y* + 4y)arctan(y)dy =" [(y* + 2y )arctan(y)]y=0 fo T2 d

1/.2 2 2
ya+y) vy
= 3arctan(1)—f ( + )dy
0 1+ y? 1+y?

1 1
3 f 2 /( 1 )
=-n— | y*dy— 1- dy
4 b o 1+y2
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3 13 y=1
=-7— [—y +y— arctan(y)]

47713 =0
3 1 4
=-(3+1-3)+o=n-3

(2) Behauptung: Es gilt /" x* sin(2x) dx = —m%/2.
Wir wenden zweimal partielle Integration an und erhalten so:

/O‘Tf x? sin(2x) dx = [xz . (—% cos(2x)>];t - fo 2x - (—% cos(2x)) dx

0

1 T
=——m? + f x cos(2x) dx
2 0

rL. 1 1 T T

= —-m? + [x C= sin(2x)] — 1. = sin(2x)dx
2 2 o Jy 2

_ 15, [ 1 r __1,

=—5m +0 4cos(2x) .= L

(h) Behauptung: Es gilt f;° x*log(x) dx = 2¢3/9 + 1/9.

Wir integrieren partiell und erhalten so:

(S
/ xz-log(x)dx—[ x3 log(x)] / 1o lax
1 1 1 3 X
_[1,s ‘[ 3]
_[3 log(x)] [9x )
e e 12,1
“3797979 9’

1
(i) Behauptung: Es gilt f sin(x3)e*’ dx = 0
-1
Wir bemerken, dass der Integrand eine ungerade Funktion ist und der Integrationsbe-
reich die Form [—r, r] hat fiir r > 0. So ein Integral hat immer Wert gleich 0. Um das
einzusehen, substituieren wir y = —x:

1 -1 1
f sin(x*)e*” dx "= f sin((—y))e" - (-1)dy = - f sin(y*)e”” dy,
-1 1 -1
1

woraus sofort / sin(x3)ex2 dx = 0 folgt. O
-1

Aufgabe 2.
(a) Untersuchen Sie jeweils die Folge von Funktionen f,, : [0,1] — R auf punktweise

und gleichméflige Konvergenz, untersuchen Sie, ob der Grenzwert lim,,_, o, fol fu(x)dx
existiert und bestimmen Sie diesen gegebenenfalls.
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cos(x/n)

(@) fulx) = 1+ %2

() f.(x) = nxe ™ firn e N, x € [0,1],

firn e N,x € [0,1].

(i) f,(x) = %e—nxz firn € N, x € [0,1],

sin(nx)

(iv) fu(x) = 1+ nx

firn e N,x € [0,1].

(b) (i) Essei f: R — R derart, dass das uneigentliche Integral /' f(x)dx existiert.
Zeigen Sie, dass dann lim;_, o St (S dx = f_°zo f(x)dx gilt.
(ii) Wir betrachten die Funktion

X

‘R R, x —_—
f - H1+x2

Zeigen Sie, dass das uneigentliche Integral f_°20 f(x) dx nicht existiert, wohinge-
gen der Grenzwert lim,_, o, St ; f(x) dx sehr wohl existiert.

Lasungsvorschlag.

(a) (i) Behauptung: Die Funktionen f,, konvergieren fiir n — oo gleichmiflig gegen
£110,1] = R, f(x) = 1/(1 + x?), und es gilt lim,, o, Jf; fu(x)dx = /| f(x)dx =
7/(4).

Wir zeigen zunichst, dass f, gleichmiflig konvergiert. Dazu seien n € N und
x € [0, 1]. Wir berechnen

X
cos(;) 1 1 X .
|fu(x) = fF(X)] = 72 1122 1+x2|COS(ﬁ)—COS()
1 x x 1 1
Z o= - <=,
_1+x2|n ‘ 1+x2n " n

wobei wir benutzt haben, dass cos Lipschitz-stetig ist mit L = 1. Also konvergiert
(fn) gleichmiflig gegen f. Weiter sind alle f,, stetig und insbesondere Riemann-
integrierbar. Nach Satz 10.8 gilt nun

1 1 1 1
1'/n(>d=f()d=f a
Jim | x| fode= | s

= [arctan(x)]é = arctan(1) — arctan(0) = % -0.

(i) Behauptung: Die Funktionen f,, konvergieren fiir n — oo punktweise aber nicht
gleichmiflig gegen f: [0,1] - R, f(x) = 0, und es gilt lim,,_, o, fol fu(x) =1/2.

Fiir x = 0 gilt f,(x) =0 - 0,n —> o0. Sei nun x € (0, 1] fest. Dann gilt
2 Z=i€2y 1

. . —nx2 . _ . _
lim f,(x) = lim nxe™* = lim yxe™* =" = lim ze™? = 0.
n—oco n—oo y—>00 X z—> 0
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(iii)

(iv)

Also konvergiert f,, punktweise gegen f.
Nun sei n € N fest. Es gilt

! ! 2 1 2 1 1
_ —nx _ | _t.—nx — _—a-h g
L fn(x)dx_/ nxe dx—[ Se ] e+ 5

0 0

Fiir n — oo folgt also

1
1 1 1
lim f fn(x)dx = lim —ze™ 4+ = = .
n—c Jo n-oco 2 2 2

Insbesondere gilt

1
£0= f F(0) dx,
0

N =

1
lim f fan(x)dx =
n—oo 0

weshalb die Konvergenz nach Satz 10.8 nicht gleichm@f3ig gewesen sein kann.
Dass f,, nicht gleichméflig gegen f konvergiert, kann man auch ohne Betrachtung
des Integrals sehen. Zum Beispiel ist fiir n € N:

) = e

was nicht gegen 0 konvergiert fiir n — oo.
Behauptung: Es gilt lim,,_, o, fol fu(x)dx = 0.

Es gilt | f,,(x)| = (1/n) e="** < 1/n fiir alle x € [0,1] und n € N. Damit gilt
<1
1 n-o
sup [f,(x) -0 < — —— 0,
xel0,1] h

das heif3t, (f,,) konvergiert auf [0, 1] gleichméflig gegen 0. Nach Satz 10.8 der
Vorlesung konvergiert damit auch die Folge der Integrale und es gilt

1 1
lim f fu(x)dx = / 0dx = 0.

Behauptung: Es gilt lim,,_, , fol fu(x)dx = 0.

Da sin(nx)/(1 + nx) < 1/(1 + nx) und die rechte Seite fiir x = 0 gegen 1, fiir
x # 0jedoch gegen 0 geht fiir n — oo und somit nicht gegen eine stetige Funktion
(wdhrend die rechte Seite selbst fiir jedes n € N stetig ist), konvergiert f,, zwar
punktweise, aber nicht gleichméflig gegen diese Funktion.

Fiir n € N gilt mit der Dreiecksungleichung fiir Integrale

1. L 1 x=l
f sin(nx) dx’S f sin(nx)| 4 f ——dx = [ - log(1 + )]
A 1+ nx A 0 n x=0

1+ nx 1+ nx
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_log(1+n) n-e 0
- n

woraus die Behauptung folgt.

(b) (i) Behauptung: Dann existiert der Grenzwert lim;_, o, f_t (J)dx = f_°zo f(x)dx.

Da das uneigentliche Integral konvergiert, gelten

11m f (x)dx = f fx)dx

und

hm f (x)dx = f f(x)dx.

Es sei nun € > 0 beliebig. Dann existieren ein ag < 0 und ein by > 0 derart, dass

fomf(x)dx-/obf(x)dx <

f_o f(x)dx—/of(x)dx <

fiir alle a < qa erfiillt sind. Fiir alle t > max{b,, |ay|} erhalten wir dann

’[:f(x)dx—/_:f(x)dx
< fowf(x)dx—fotﬂx)dx ¥

<fii=¢
2 277

woraus die Behauptung folgt.

N ™

fiir alle b > by und

N o™

f_o f(x)dx—[of(x)dx

(ii) Behauptung: Das uneigentliche Integral f_°zo f(x) dx existiert nicht, wohingegen
der Grenzwert lim,_,, " ; J(x) dx sehr wohl existiert.

Fiir b > 0 gilt

b =b
x _ l ) x _l 5\ b
fo 1_'_xzdx—[zlog(1+x)]xzo—zlog(1+b)—>oo,

weshalb das uneigentliche Integral j'_°zo f(x)dx nicht existiert. Fiir t > 0 gilt
allerdings

x=t

t
_X 4|t 2]
./;11+x2 dx_[zlog(1+x ) x=—t
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= %(IOg(l +12) —log(1 +(=1)?) =0 2200,

das heifit, es gilt lim;_, o, St  f(x)dx = 0. O
Aufgabe 3.

(a) Untersuchen Sie, ob die folgenden uneigentlichen Integrale konvergieren oder diver-
gieren. Beweisen Sie IThre Behauptung.

_sin(x)
V) / (x _2)2/3

(i) f “*log(1 + x)dx,

(iii) f

: log(x)
i) f logka) 4
I\ 5 X

(b) Untersuchen Sie die folgenden uneigentlichen Integrale jeweils auf Konvergenz und
bestimmen Sie gegebenenfalls deren Werte.

(i) f e~21xl dx,

[¢e]
(i) f e* cos(tx)dx, s < 0,t € R,
0

01
(111) l m dx,
. e X
(IV) \/0. m dx
1
) f log(x)3 dx.
0

Losungsvorschlag.
(a) (i) Behauptung: Das uneigentliche Integral f24 sin(x)/(x — 2)*3 dx konvergiert.
Definiere f(x) = sin(x)/(x — 2)?/> fiir x € (2,4]. Es gilt | f(x)| < 1/(x — 2)*3 fiir

alle x € (2,4]. Ferner gilt fiir a € (2,4)

4
1 x=4 a—2
/ G =B =] =32~ (@-2) — 325,
a

2
das heif3t, das uneigentliche Integral f24 1/(x — 2)3 dx konvergiert. Nach dem
Majorantenkriterium konvergiert also auch das uneigentliche Integral f24 f(x)dx.
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(i) Behauptung: Das uneigentliche Integral f;° e™*log(1 + x) dx konvergiert.
Fiir alle x > 0 gilt
X n
14+x< Z % =e".
n=0

Da der Logarithmus monoton wichst, folgt log(1 + x) < x, also |e™* log(1 + x)| <
xe~* fiir alle x > 0. Das uneigentliche Integral f0°° xe™* dx konvergiert, denn mit
partieller Integration folgt fiir R > 0

R R
f xe™ dx = [x(-e )28 - f L(-e™)dx = —Re™R + [-e ;5
0 0

R- o0

R
=—Re‘R—e‘R+1=—e—R—e‘R+1—>1.

Mit dem Majorantenkriterium konvergiert also auch f0°° e *log(1 + x) dx.

(iii) Behauptung: Das uneigentliche Integral f_°;’o e~ dx konvergiert.

Fiir alle x € R mit |x| > 1 gilt x? > |x| und damit auch e~ < e~*|. Ferner gilt
fira<—-1lundb>1

! 1 a1
f eMldx =[S ==t —— =
a

x=a e e
sowie
’ x=b 1 boo 1
e Mldx =[] = b+ = — -
x=1 e e
1

Nach dem Majorantenkriterium konvergieren daher die uneigentlichen Integrale
f__olo e dx und f1°° e=*" dx. Dariiber hinaus existiert auch das Riemann-Integral

f_ll e dx (stetiger Integrand auf kompaktem Intervall). Somit konvergiert das
uneigentliche Integral /' e dx.

(iv) Behauptung: Das uneigentliche Integral /;* log(x)/x dx divergiert.
Fiir R > 2 gilt

R
log(x) . 11, 5
l p dx = [Elog (x)]

das heif3t, das uneigentliche Integral divergiert.

xX=R

R—-> o
- %logz(R) - %logz(Z) Ro o

x=2

(b) (i) Behauptung: Das uneigentliche Integral /' e~2*l dx konvergiert und es gilt
S e 2dx = 1.
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Esseien a < 0 < b. Dann gilt

0 0 x=0 —-—
f e 2l dx = f e dx = [lez"] = %(1 —e%9) N %
a a =

2 X=a
sowie
b b x=b b—
f el dy = f e=2% dx = [—1e—2’C] laoemy 22l
A A 2 o 2 2

Also existiert das uneigentliche Integral und es gilt f_°zo e ¥l dx = 1.

(ii) Behauptung: Das uneigentliche Integral f0°° e%* cos(tx) dx konvergiert fiir alle
s,t € Rmits < 0und es gilt /3> e** cos(tx) dx = —s/(s* + ).

Es seien s,t € R mit s < 0. Mit zweifacher partieller Integration erhalten wir fiir
jedesR >0

R
f e%* cos(tx) dx
0

p.1) [ eSX Xx=R R esx
S [— cos(tx)] + —tsin(tx)dx
S =0 Jo S

Rs sx R R sx
P.1) € 1 e . €
®e cos(Rt) — = + [—Zt sm(tx)] - / —-t*cos(tx) dx
s s s x=0 Jo S

Rs eRs

R
e 1 . t
== cos(Rt) — 3 + S—Zt sin(Rt) — 2 fo e* cos(tx) dx.

Insgesamt gilt also
l-2 R - eRS 1 eRS . R—>o0 1
1+ e’ cos(tx) dx = — cos(Rt) — — + —-tsin(Rt) — ——,
2/ Jo s s s s

da nach Voraussetzung s < 0 und damit e’® — 0 (R — oo0) und sin und cos
beschrinkt sind. Somit konvergiert das Integral mit

(¢ -1
1 t2 1 s2 s
e*cos(tx)dx=—=(1+=) =—f———=]=—-"—.
-/O‘ (x) X S< +S2> S<SZ+t2> Sz+t2

(iii) Behauptung: Das uneigentliche Integral f,™ 1/(log(x)* - x) dx konvergiert mit
S5 1/(log(x)? - x)dx = 1/log(2).

Sei b > 2. Mit der Substitution ¢ = log(x) und »dt = 1/x dx« ergibt sich

/‘b 1 e flog(b) 1 i [_l]log(b) _ 1 4 1 . 1
, log(x)? - x log(2) t2 t liog(2) log(b) log(2)  log(2)

fiir b - oo. Also konvergiert das uneigentliche Integral und hat Wert 1/log(2).

10
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(iv) Behauptung: Das uneigentliche Integral j6°° x/(sinh(x) — x) dx divergiert.
Wir zeigen, dass dieses Integral am linken Rand divergent ist. Es gilt

) 2k+1
sinh(x) = Z (2k+ I
also
00 2k+l 1
sinh(x) — x = Z (2k Y = §x3h(x)

mit h(x) = 220:1 312k +1)! - ka‘z fiir alle x € R. Dann gilt h(x) — h(0) = 1
fiir x — 0, also existiert ein € > 0 mit h(x) < 3! fiir 0 < x < ¢. Fiir dieses x ergibt
sich dann 0 < sinh(x) — x < x3, und damit ist

X X 1
— > ==>0 firo<x<e
sinh(x)—x — x3 x2 — “ xse

Mit dem Minorantenkriterium folgt die Divergenz des gegebenen Integrals, denn
Jiy x~% dx konvergiert nicht.

(v) Behauptung: Das uneigentliche Integral jz)l log(x)* dx konvergiert und es gilt
fol log(x)3dx = —

Wir bestimmen eine Stammfunktion von x — log(x)? mittels partieller Integrati-
on:

f log(x)3dx = f 1-log(x)*dx
= xlog(x)? — fx ] log(x)zi dx
= xlog(x)* -3 f 1-log(x)*dx
P.1 1
= xlog(x)® — 3xlog(x)* + 3 f X - Zlog(x); dx
= xlog(x)? — 3xlog(x)* + 6f 1-log(x)dx

='= xlog(x)?® — 3xlog(x)? + 6xlog(x) — 6 / X - %dx
= x(log(x)® — 3log(x)? + 6log(x) — 6)
Seinun 0 < a < 1. Wir berechnen:
! 1
f log(x)* dx = [x(log(x)* — 31log(x)? + 6 log(x) — 6)]a
a
= —6 + a(log(a)® — 3log(a)? + 6log(a) — 6) — —6

fiir @ — 0, da fiir k € N der Term x log(x)¥ fiir x — 0 gegen 0 konvergiert. Die
letzte Konvergenz erhilt man leicht mit Ubungsblatt 10 Aufgabe 1 (b) (ii). O

11



