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Aufgabe 1:
Zeigen Sie, dass fiir alle n € N gilt

> (1 - 2k) 3n(4n2—1).
k=1

Losungsvorschlag zu Aufgabe 1:
Behauptung: Fiir alle n € N gilt >, (1 — 2k)? = in(4n? — 1).
Beweis: Die Behauptung kann mittels vollstindiger Induktion gezeigt werden.

IA:Firn=1gilt >, (1-2k)2=(-1)2=1=14.1-(3-12-1).
LIV: Fiir ein festes aber beliebiges n € N gelte bereits >, _; (1 — 2k)? = in(4n? — 1).
IS (n ~» n+1): Es gilt

n+1 n

2 _ 2 2 1 2
;(1—21@) =(1-2(n+1)) ;(1—2/4) = (1=2(n+1))*+ gn(4n” 1)
; (3—12(n+1) +12(n+1)*> + n(4n® — 1))
%(3—12n—12+12n +24n + 12 4 4n® — n)
1

(4n +12n2 +11n+3) 3(4n3+8n2+3n+4n2+8n+3)

wM—‘w

(n+1)(dn2 +8n+4— 1) = %(n F1)A(n+1)2 = 1),

Aufgabe 2

Schreiben Sie die gesuchten Ergebnisse in die dafiir vorgesehenen Kisten. Es wird jeweils nur das Ergebnis
im Kasten bewertet. Rechenwege und Begriindungen werden nicht verlangt und nicht bewertet. Jede
richtige Antwort wird mit +0,5 Punkten bewertet.

(i) Es sei m € N. Bestimmen Sie den folgenden Grenzwert, falls dieser existiert:

. log(l—xz) 42z 1
lim =|—
x50 (14 2)™ 4+ 22 -1 m

(ii) Bestimmen Sie alle z € R, fiir die die folgende Reihe konvergiert:

(o)
Z 33 x +1)" konvergiert < x €|(—4,2) |

n=1



(iii) Es sei f: (0,00) = R, f(z) := foﬁe_tz dt. Bestimmen Sie die Ableitung

(v) Es seien a € R und

sin(z), z<?Z
o R—=R, f,(x):= ’ -2
f f() {$2+a’ 1.>g

Bestimmen Sie alle a € R, sodass f, stetig ist:

2
fa ist stetig < a € {1—7T}.

(vi) Schreiben Sie die folgende 3-adische Entwicklung als Dezimalzahl:

)
0,125 = 3= 0,625 |.

Loésungsvorschlag zu Aufgabe 2:

(i)

(iii)

Der folgende Grenzwert existiert:

. - 1iz +2 1
lim = —.
e=0m(l+x)m1+2z m

Mit den Regeln von I’'Hospital folgt die Existenz des gegebenen Grenzwertes und es gilt

. log(l—z)+ 2 1
lim = —.
=0 (1+z)m+22—-1 m

n Yn o1
lim sup { —‘ = limsu = —.
et Vel =L T T3

Nach dem Wurzelkriterium betrégt der Konvergenzradius somit 3, d.h. die Reihe konvergiert fiir
x € (—4,2) und divergiert fiir x € R\ [—4,2]. Es bleiben noch die Randpunkte z € {—4,2} zu
untersuchen. Hier lauten die beiden Reihen

Es gilt

o0

i 3%3" = in, bzw. i 3%(—3)” = Zn(—l)".
k=1 k=1 k

k=1 =1

Da beide Reihen divergieren ((n)22; und (n(—1)")22, sind keine Nullfolgen), konvergiert die gege-
bene Reihe also genau dann, wenn z € (—4,2) gilt.

Definiere g: [0,00) — R, g(s) := e~*". Da g stetig ist, ist G: [0,00) = R, G(s) := Iy e~ dt nach
dem 2. Hauptsatz eine Stammfunktion von g. Es gilt also G/(s) = g(s) = e~* . Insgesamt erhalt
man mit der Kettenregel

d 1 e ”

f’(x) = %G(\/E) = Gl(\/@m = 2\/57




(iv) Mittels partieller Integration erhélt man
2

2 1, 21, 1
zlog(z)dx = |zz*log(x)| — —z* . —dx
1 2 1 1 2 T
2

1 [? 11 3
= 2log(2) — 5/ xdr = 2log(2) — 3 [2:102] = 2log(2) — T
1 1

(v) faist stetig genau dann stetig, wenn lim f,(z) = lim f,(z), also genau dann, wenn 1 = sin(§) =
TG — -5+

2

(3)? + a und somit genau dann, wenn a =1 — Z-.

(vi) Mit der geometrischen Reihe erhilt man:

3
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
00 (e’ k
1 1 1 9 5
S =53(5) =3 (5 1) =5(5-1)=5=°

Aufgabe 3:
Es seien (a,)5%; eine reelle Folge mit a,, > 0 (n € N) und (b,)32 eine reelle Nullfolge.

Verbinden Sie die folgenden Aussagen mit logischen Beziehungen, indem Sie eines der folgenden Symbole
=, <, &, bzw. 1, ||, {§ oder den Text “keine Beziehung” in die K&stchen schreiben. Rechenwege und
Begriindungen werden nicht verlangt und nicht bewertet. Jedes Késtchen mit korrektem Eintrag wird
mit 40,5 Punkten bewertet. Fehlt eine Implikation, gibt es fiir dieses Késtchen keinen Punkt.

0o . Es existiert ein ¢ > 0 b )OO .

. 1 2 On

(an - bp)S2 konvergiert k.B.D it a, > ¢ (n € N) =2) (an o konvergiert
1% k.B.Y

(@), ist monoton 5) a,)>; konvergiert 6) |limsu < hm inf
fallend = (an)is & = T sup o B Tran
Loésungsvorschlag zu Aufgabe 3:
1) Fiir a, :=n? und b, := L ist (an)n 1 nach unten durch 1 > 0 beschrinkt, aber (a, - b, )22 1= =(n)S,
ist divergent. Fiir a,, := % und by, := L ist (an - by)52, = (55)52, konvergent, aber da (1), eine

Nullfolge ist, existiert kein ¢ > 0 mit an < ¢ (n eN).

2) Existiert ein ¢ > 0 mit a,, > ¢ (n € N), so erhélt man 0 < \b—"| < M fir alle n € N. Da (b,)52

=1
eine Nullfolge ist, konvergiert die Folge ( ) (gegen 0) nach Satz 2.2. Fir a,, := E und b, := %
ist ( )22, = (1)82, konvergent, aber da (%) >, eine Nullfolge ist, existiert kein ¢ > 0 mit a,, < ¢
(ne N)

3) Ist (a,)%2; monoton fallend, so ist (a,)n—1 nach oben beschrinkt und somit beschrankt Nach einer
Ubungsaufgabe ist dann (a, - b,)52,; konvergent. Fiir a,, := 1+ (=1)" und by, := £ ist (a, - by)52, =
(1+(n D)oo konvergent, aber (a,)2, ist nicht monoton fallend.

4) Fir a, := n ist (an)22; nach unten durch 1 > 0 beschrénkt, aber (a,)22; = (n)32, ist divergent.
Fiir a, := L ist (a, )52, konvergent, aber da (1), eine Nullfolge ist, existiert kein ¢ > 0 mit a,, < c
(n e N).



5) Ist (an)22, monoton fallend (beachte: (a,)52; ist nach unten beschrinkt), so ist (a,)52; nach dem
Monotoniekriterium konvergent. Fiir a,, := w ist (a,)5%; konvergent, aber (a,)52; ist nicht

monoton fallend.

An [£27%

1+an "

< liminf

6) Ist (a,)52; konvergent, so konvergiert auch ( T
n n— 00

r—)ney und somit gilt lim_> sup
n o0
an

Umgekehrt ist (a,) := (n) nicht konvergent, aber ; 12— = 1, konvergiert gegen 1.

Aufgabe 4:
Zeigen Sie, dass die nachstehenden Funktionenfolgen (f,,)52; jeweils punktweise konvergieren und geben
Sie die Grenzfunktion an. Konvergiert (f,)5%, jeweils auch gleichméfig?

. ] _ (na)?
.. )  (nx)’zx

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4:
(i) Behauptung: (f,)52, konvergiert punktweise gegen die Nullfunktion, aber nicht gleichmafig.

Beweis: Fir x =0 gilt f,(x) =0— 0 (n — o0). Fiir 2 # 0 erhélt man

x:}

fn(x) = Lix‘l —0 (n—o00).

Damit ist f: R = R, f(z) := 0 die punktweise Grenzfunktion.

Sei nun € = ;. Dann gilt fiir alle n € N und 2o := zo(n) := L € R:

31
n° =5 1

—n = — >
1+n4—n14 2

(o) = fwo)| = 1 fa(3)] =
Somit kann (f,)$2 nicht gleichméfig konvergieren. O

(ii) Behauptung: (f,)52; konvergiert punktweise und gleichméfig gegen die Nullfunktion.

Beweis: Fir x =0 gilt f,(z) =0 — 0 (n — 00). Fiir x # 0 erhilt man

fn(z) = %:—304 -0 (n— o).
Damit ist f: R = R, f(z) := 0 die punktweise Grenzfunktion.
Fiir x = 0 gilt |fn(x) — f(z)| = 0 fiir alle n € N und fiir « # 0 erhélt man

TLSIE

1+ (nxz)*

4 3.4

. n'z <n3x471
S 14 (nz)t T (ne)t

ule) - S0 = |

fiir alle n € N. Insgesamt gilt also |f,(z) — f(z)| < % fiir alle 2 € R und alle n € N und somit
konvergiert (f,)52; auch gleichméRig gegen f. O



Aufgabe 5:
Essei f: [-1,1] = R, f(z) := (1 + 2?) arctan(z).

(i) Zeigen Sie, dass f Lipschitz-stetig ist mit Lipschitz-Konstante = + 1.
(ii) Zeigen Sie, dass f streng monoton wachsend ist.

(iii) Es sei f~': [-%, 2] — R die Umkehrfunktion von f. Berechnen Sie (f~1)’(0).

Loésungsvorschlag zu Aufgabe 5:

(i) Behauptung: f ist Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante 7 + 1.

Beweis: f ist nach der Produktregel differenzierbar mit f’(x) = 2z arctan(z)+1 fiir alle z € (—1,1).
Nach dem Mittelwertsatz existiert somit zu z,y € [—1,1] mit x < y ein £ € (z,y) mit f(z) — f(y) =
F(€)(x —y). Wegen || <1 und |arctan(§)| < 7 erhdlt man

/()] = [2€ arctan(€) + 1] < 2lé]| arctan(€)] +1 < 7 + 1.

Somit gilt
[f (@) = f)| =1 ©Olle =yl < (7 + Dz —y],
d.h. f ist Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante 7 + 1. O

(ii) Behauptung: f ist streng monoton wachsend.

Beweis: Wie bereits in Teil (i) festgestellt ist f differenzierbar. Aufierdem gilt
f(z) =2zarctan(z) +1 > 1> 0,
d.h. f ist streng monoton wachsend. O

(iii) Es gilt (f~1)'(0) = 1.

Beweis: Zunichst gilt f(0) = 0 und somit gilt nach der Vorlesung (f71)'(0) = w2~ = 1. O



