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Aufgabe 1:

Es sei r € R. Zeigen Sie, dass fiir alle n € N gilt:
- 1

S k(rk—1) = %((m 4 1) —3).
k=1

Losungsvorschlag zu Aufgabe 1:
Behauptung: Fiir alle n € N gilt Yp_, k(rk — 1) = "2 (20 4 1)r - 3).

Beweis: Es sei r € R. Die Behauptung kann mittels vollstandiger Induktion gezeigt werden.

IAFirn=1gilt ¥, k(rk—1)=r—1=2(2+1)r - 3).
IV: Fiir ein festes aber beliebiges n € N gelte bereits > ,_, k(rk — 1) = %((Qn +1)r—3).
IS (n ~» n+1): Es gilt

n+1 n
> k(rk—1)=> k(rk—1)+ (n+1)(r(n+1) — 1)
k=1 k=1
g 7”(”; D(@n+ 1)r—3) 4 (n+ Dr(n+1) - 1)
— n;—l [n(2n + 1)r + 6(n + 1)r — 3n — 6]
n+1

=5 [ +2)2n+3)r = 3(n+2)]
(n+1)(n+2)

= (@ + 1) + Dr-3).

Aufgabe 2:

Schreiben Sie die gesuchten Ergebnisse in die dafiir vorgesehenen Késten. Es wird jeweils nur das Ergebnis
im Kasten bewertet. Rechenwege und Begriindungen werden nicht verlangt und nicht bewertet. Jede
richtige Antwort wird mit +0,5 Punkten bewertet.

(i) Bestimmen Sie den folgenden Grenzwert, falls dieser existiert:

3(1 — x)z?
L= D)z =[]

z—1 sin(log(x)

(ii) Bestimmen Sie alle z € R, in denen die folgende Potenzreihe konvergiert:

1
—1)"——=(z — 3)™ konvergiert & z €|(2,4]|
31" gl = " homeng .4



(i)

(iv)

(v)

(vi)

sin(z) )
Es sei f: [0, ] — R definiert durch f(z) := / 71 dt. Bestimmen Sie die Ableitung von f:
0 —
2
4 = | —
J) = cos(x) |

Berechnen Sie das folgende Integral:

Es sei f:[0,7] — R definiert durch f(x) := arctan(— cos(x)). Berechnen Sie die Ableitung der
Umkehrfunktion im Punkt 0:
(f'0) =[1]

Schreiben Sie folgende binidre Zahl als 8-adische Entwicklung:

0,01115 = .

Losungsvorschlag zu Aufgabe 2:

(i)

(i)

(iii)

Der folgende Grenzwert existiert:

—322 +6(1 —x)x

=-3.
a=1  cos(log(z)) - 2

Mit den Regeln von de L'Hospital folgt die Existenz des gegebenen Grenzwertes und es gilt

im 3(1 — x)x?
z—1 sin(log(z))

Setze a,, := 371L+1 (n € N). Dann gilt
— — -Dray| < — —— 1.
2n/3n

2n/4n -
Die Potenzreihe Y ;- ((—1)"a,(z — 3)"™ hat somit den Konvergenzradius 1 und konvergiert daher

fir € (2,4) und divergiert fiir z € R mit |z — 3| > 1. Zu priifen sind noch die Randpunkte: Fiir
z = 2 ist die Reihe > 77 ﬁ zu untersuchen. Es gilt

1 1
>
V3n+1 7~ V2yn

und die Reihe Y7 | ﬁ divergiert, nach dem Minorantenkriterium divergiert daher auch die Reihe

S \/ﬁ Fiir z = 4 konvergiert die Reihe > - ,(—1)" 3711+1 nach dem Leibniz-Kriterium, da

( \/ﬁ) eine monoton fallende Nullfolge ist.

(n e N)

Somit konvergiert die gegebene Potenzreihe also genau dann, wenn x € (2,4].

21 0
nach dem 2. Hauptsatz eine Stammfunktion von g. Es gilt also G'(s) = g(s) = =225 (s € [0, g])
Insgesamt erhélt man mit der Kettenregel

Definiere g: [0, g] — R, g(s) := =25. Da g stetig ist, ist G: [0,%] — R,G(s) == [7g(t)dt

2 2
-cos(z) = —

f(z)= iG(sin(m)) = G'(sin(x)) cos(x) =

dx sin?(z) — 1 cos(z)

Mit Partialbruchzerlegung gilt:

3 1 1
_— = — 4 — e [1,2]).
3 — a2 3—x+x (v €1,2)

Damit folgt:

/1 _3 dx = [—log(3 — x) + log(x)]7 = log(2) + log(2) = 2log(2).

3z — 22



(v) Die Funktion f ist streng monoton wachsend und differenzierbar mit f/(z) = H%ifzw) (z € [0,7]).
Weiter gilt f(5) = 0. Fiir die Ableitung der Umkehrfunktion gilt daher
1 1

—1y/ _ — —
O T e T

(vi) Es gilt 0,01115 = % = 0,4375. Mit dem Algorithmus aus der Vorlesung ergibt sich fiir a = 0,4375

und ¢ = 8:
zo = [0,4375] = 0, ap =0,4375 — 0 = 0,4375,
zlz[%&:[%]:?,’ a1:%—3:%7
z =[-8l =[4] =4, ag=4—4=0

und z, = 0 fiir alle n > 3. Somit ergibt sich die 8-adische Entwicklung 0,4375 = 0,34s.

Aufgabe 3:

Verbinden Sie die folgenden Aussagen mit logischen Beziehungen, indem Sie eines der folgenden Symbole
=, <, &, bzw. 1, ||, {§ oder den Text “keine Beziehung” in die Késtchen schreiben. Rechenwege und
Begriindungen werden nicht verlangt und nicht bewertet. Jedes Késtchen mit korrektem Eintrag wird
mit +0,5 Punkten bewertet. Fehlt eine Implikation, gibt es fiir dieses Késtchen keinen Punkt.

Es sei I = [a,b], a < b, ein kompaktes Intervall. Weiter seien f,,: I — R (n € N) stetig und f: I — R
integrierbar.

. b
. . nlggo Ja Inlz) da 1 (fn) konvergiert
f ist stetig. b k.B. i
= fa f(x)dx. punktweise gegen f.
$ 1% 14
f ist glei(:*hméﬁig o5) (fn) liorllvergiert ) sup |fu(x) — f(2)| nooo, o
stetig. gleichméfiig gegen f. z€l

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3:

1) Fir n € N mit n > 2 seien die Funktion f,: [0,1] — R definiert wie auf S. 103 des Vorlesungsskripts
(,Hittchenfunktionen®). Es gilt, dass (f,,) punktweise gegen f(z) = 0 (z € [0,1]) konvergiert. Aber
andererseits gilt

1

1
lim fn(x)dac:l;éO:/ f(z) de.
0

n—o0 0

Umgekehrt definiere f,, f: [0,1] — R durch f,(z) := 2™ (n € N) und f(z) := 0. Dann gilt

1 1 1
lim fn(x)dx = lim =0= f(z)dz,
0

n—oo J n—oon + 1

aber (f,,) konvergiert nicht punktweise gegen f.

2) Aus gleichméfiger Stetigkeit folgt Stetigkeit.
Stetige Funktionen sind auf kompakten Intervallen gleichmafig stetig.



3) Da alle (f,) stetig und somit insbesondere integrierbar iiber I sind und (f,) gleichméfig gegen f
konvergiert, gilt

b

b
lim fn(x)darzf f(z)dx

n— oo a

(vgl. Satz 10.8).
Definiere f,, f: [0,1] = R durch f,(z) := 2™ (n € N) und f(z) := 0. Dann gilt

1 1
lim fn(x)dx = lim L _ 0= / f(z)dex,
0 0

aber (f,) konvergiert nicht gleichméfig (auch nicht punktweise) gegen f.

4) Aus der Konvergenz dieses Supremums folgt insbesondere punktweise Konvergenz. Umgekehrt definiere
fn:]0,1] = R, fu(x) := 2™. Dann konvergiert (f,,) punktweise gegen

_Jo, fallsze[0,1),
fx) = {1, falls z = 1.

Fiir 0 < e < 3 gilt wegen %\/5 €[0,1) und fn(%ﬂ) =2 (neN):

() ()t

5) Da alle f, stetig sind und die Folge (f,) gleichméfig gegen f konvergiert, ist auch f stetig (vgl. Satz
8.3). Da I kompakt ist, ist f somit gleichméfbig stetig.
Die Umkehrung gilt nicht, da f in keiner Beziehung zur Folge (f,,) steht.

sup |fn(z) = f(z)] =

z€]0,1]

6) Dies ist eine dquivalente Characterisierung von gleichméfiger Konvergenz.

Aufgabe 4:
(i) Untersuchen Sie die Funktionenfolge (f,) auf punktweise und gleichméfige Konvergenz und geben

Sie gegebenenfalls die Grenzfunktion an:

arctan(n?x)

N).
2+ n2x (neN)

fni[0,00) = R, fu(z) =

(ii) Es sei die Funktionenfolge f,: [1,2] = R, f,(z) := nsin (2—2) (n € N) gegeben. Untersuchen Sie,
ob der Grenzwert
2
lim fn(z)dx
1

n— oo

existiert und geben Sie diesen gegebenenfalls an.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4:

(i) Behauptung: (f,) konvergiert punktweise, aber nicht gleichméfig, gegen die Funktion f(x) =0 (z €
[0,00)).
Beweis: Fir x = 0 gilt f,,(z) =0 — 0 (n — o0) und fiir z > 0 gilt | f,,(z)| = arc;f;giw) < QJEL%
0 (n — o0). Folglich konvergiert (f,,) punktweise gegen die Grenzfunktion f(z) = 0 (z € [0,00)).

Setze ¢ := 2 und wiihle z,, := 25 € [0, 00) fiir n € N. Damit folgt

%

arctan(l)

|f(zn) = falzn)| = ﬁ = 12 > €,

die Konvergenz kann somit nicht gleichméfig sein. O



2

7

(ii) Behauptung: Es gilt li_>m fulx)de = <.
n (o] 1

Beweis: Fiir alle z € [1,2] und n € N gilt

sin (I—:) .
fn(z) = 2. — D0 22,
da lim, . w = 1. Somit konvergiert (f,) punktweise gegen f(z) := 2% (z € [1,2]). Die Kon-
vergenz ist auch gleichméfig, denn: Es sei ¢ > 0. Dann existiert ein § > 0, sodass fiir alle y € R

mit |y| < § gilt: w —1| < 5. Wéhle Ny € N mit Ny > %. Dann gilt fiir alle N > Ny und alle
x € [1,2]:
. IZ
fule) — @) = T2 | < -

N
Somit folgt (nach Satz 10.8):

2
lim 2fn(:v) dr = /2 f(z)dx = /2 22 dr — Bxg} _ g
1 1

Aufgabe 5:
(i) Zeigen Sie, dass fiir z,y € [—2, 2] gilt:

(x2—2x+2
log | 57—F——>
yc —2y+2

)‘éﬁlw%

(ii) Bestimmen Sie alle € R, in denen die folgende Funktion f: R — R differenzierbar ist und berech-
nen Sie dort deren Ableitung:

f(z) = {cos(x)esm(@), x <0,

1, x> 0.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 5:
(i) Behauptung: Fir x,y € [-2,2] gilt ’10g (IZ_QJ“'”)‘ <6|z—yl

y%—2y+2

Beweis: Definiere die Funktion f: [-2,2] — R, f(z) := log(z? — 2z + 2). f ist differenzierbar mit

Ableitung f'(x) = If(fQ_w1+)2 Es seien nun z,y € [—2,2], ohne Einschrinkung sei z > y. Dann

existiert nach dem Mittelwertsatz ein £ € (y, ) mit
f@) = fy) = (O —y).
Wegen 22 — 22 +2 = (z — 1)?2 + 1 > 1 folgt mit den Logarithmengesetzen

(x22:c+2
lo T S
y* —2y+2

>‘ = [log(a? — 2z +2) —log(y* — 2y +2)| = |f(€)] |z — v

<206 = D]z -yl < 6]z —y.

(ii) Behauptung: f ist auf R\ {0} differenzierbar mit

0, x>0,

cos?(z) — sin(x)) esin(®) T
m):{( (2) — sin(2)) ), @ <0,

im Punkt = = 0 ist f nicht differenzierbar.



Beweis: Fir x > 0 ist f(x) = 1. Daher ist f differenzierbar auf (0,00) mit f'(z) = 0 (x € (0, 0)).
Auf (—00,0) ist f nach der Produkt- und Kettenregel differenzierbar mit Ableitung

f(z) = (cos?(z) —sin(z)) @) (2 € (~00,0)).
Im Punkt x = 0 gilt fiir h <0

f(h) — £(0)  cos(h)esn(h) — L

h N h
. . (cosz(h)—sin(h))esm(h) s . .
Es gilt hhr(r)l T = 1 und nach den Regeln von de I’Hospital gilt daher auch
So—
lim (h) = f(0) =1.
h—0— h
Andererseits gilt fiir h > 0:
) - 50)
h—0+ h
Daher ist f im Punkt x = 0 nicht differenzierbar, woraus die Behauptung folgt. O



