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Kapitel 1

Reelle Zahlen

Die Grundmenge der Analysis ist die Menge R, die Menge der reellen Zahlen. Diese
führen wir axiomatisch ein, d.h. wir nehmen R als gegeben an und fordern in den
folgenden 15 Axiomen Eigenschaften von R aus denen sich alle weiteren Rechenregeln
herleiten lassen.

Körperaxiome: In R sind zwei Verknüpfungen “+“ und “·“ gegeben, die jedem Paar
𝑎, 𝑏 ∈ R genau ein 𝑎+ 𝑏 ∈ R und genau ein 𝑎𝑏 := 𝑎 · 𝑏 ∈ R zuordnen. Dabei gilt:

(𝐴1) ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ R : 𝑎+ (𝑏+ 𝑐) = (𝑎+ 𝑏) + 𝑐 (Assoziativgesetz für “+“)

(𝐴5) ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ R : 𝑎 · (𝑏 · 𝑐) = (𝑎 · 𝑏) · 𝑐 (Assoziativgesetz für “·“)

(𝐴2) ∃0 ∈ R ∀𝑎 ∈ R : 𝑎+ 0 = 𝑎 (Existenz einer Null)

(𝐴6) ∃1 ∈ R ∀𝑎 ∈ R : 𝑎 · 1 = 𝑎 und 1 ̸= 0 (Existenz einer Eins)

(𝐴3) ∀𝑎 ∈ R ∃ − 𝑎 ∈ R : 𝑎+ (−𝑎) = 0 (Inverse bzgl. “+“)

(𝐴7) ∀𝑎 ∈ R ∖ {0} ∃𝑎−1 ∈ R : 𝑎 · 𝑎−1 = 1 (Inverse bzgl. “·“)

(𝐴4) ∀𝑎, 𝑏 ∈ R : 𝑎+ 𝑏 = 𝑏+ 𝑎 (Kommutativgesetz für “+“)

(𝐴8) ∀𝑎, 𝑏 ∈ R : 𝑎 · 𝑏 = 𝑏 · 𝑎 (Kommutativgesetz für “·“)

(𝐴9) ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ R : 𝑎 · (𝑏+ 𝑐) = 𝑎 · 𝑏+ 𝑎 · 𝑐 (Distributivgesetz)

Schreibweisen: Für 𝑎, 𝑏 ∈ R: 𝑎− 𝑏 := 𝑎+ (−𝑏) und für 𝑏 ̸= 0: 𝑎
𝑏

:= 𝑎 · 𝑏−1.

Alle bekannten Regeln der Grundrechenarten lassen sich aus (𝐴1)−(𝐴9) herleiten. Diese
Regeln seien von nun an bekannt.

Beispiele:
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a) Behauptung: Es gibt genau eine Null in R.

Beweis: Es sei 0̃ ∈ R und es gelte ∀𝑎 ∈ R : 𝑎 + 0̃ = 𝑎. Mit 𝑎 = 0 folgt: 0 + 0̃ = 0.
Mit 𝑎 = 0̃ in (𝐴2) folgt: 0̃ + 0 = 0̃. Damit ist 0 = 0 + 0̃ (𝐴4)= 0̃ + 0 = 0̃. □

b) Behauptung: ∀𝑎 ∈ R : 𝑎 · 0 = 0.

Beweis: Sei 𝑎 ∈ R und 𝑏 := 𝑎 · 0. Es gilt 𝑏 (𝐴2)= 𝑎 · (0 + 0) (𝐴9)= 𝑎 · 0 + 𝑎 · 0 = 𝑏 + 𝑏,
und damit 0 (𝐴3)= 𝑏+ (−𝑏) = (𝑏+ 𝑏) + (−𝑏) (𝐴1)= 𝑏+ (𝑏+ (−𝑏)) = 𝑏+ 0 (𝐴2)= 𝑏. □

Anordnungsaxiome: In R ist eine Relation “≤“ gegeben. Für diese gilt:

(𝐴10) ∀𝑎, 𝑏 ∈ R : 𝑎 ≤ 𝑏 oder 𝑏 ≤ 𝑎

(𝐴11) 𝑎 ≤ 𝑏 und 𝑏 ≤ 𝑎 ⇒ 𝑎 = 𝑏

(𝐴12) 𝑎 ≤ 𝑏 und 𝑏 ≤ 𝑐 ⇒ 𝑎 ≤ 𝑐

(𝐴13) 𝑎 ≤ 𝑏 und 𝑐 ∈ R ⇒ 𝑎+ 𝑐 ≤ 𝑏+ 𝑐

(𝐴14) 𝑎 ≤ 𝑏 und 0 ≤ 𝑐 ⇒ 𝑎𝑐 ≤ 𝑏𝑐

Schreibweisen: 𝑏 ≥ 𝑎 :⇐⇒ 𝑎 ≤ 𝑏; 𝑎 < 𝑏 :⇐⇒ 𝑎 ≤ 𝑏 und 𝑎 ̸= 𝑏; 𝑏 > 𝑎 :⇐⇒ 𝑎 < 𝑏.

Aus (𝐴1)− (𝐴14) lassen sich alle Regeln für Ungleichungen herleiten. Diese Regeln seien
von nun an bekannt.

Beispiele (Übung):

a) 𝑎 < 𝑏 und 0 < 𝑐 ⇒ 𝑎𝑐 < 𝑏𝑐

b) 𝑎 ≤ 𝑏 und 𝑐 ≤ 0 ⇒ 𝑎𝑐 ≥ 𝑏𝑐

c) 𝑎 ≤ 𝑏 und 𝑐 ≤ 𝑑 ⇒ 𝑎+ 𝑐 ≤ 𝑏+ 𝑑

Intervalle: Es seien 𝑎, 𝑏 ∈ R und 𝑎 < 𝑏. Wir setzen:

[𝑎, 𝑏] := {𝑥 ∈ R : 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏} (abgeschlossenes Intervall)

(𝑎, 𝑏) := {𝑥 ∈ R : 𝑎 < 𝑥 < 𝑏} (offenes Intervall)
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(𝑎, 𝑏] := {𝑥 ∈ R : 𝑎 < 𝑥 ≤ 𝑏} (halboffenes Intervall)

[𝑎, 𝑏) := {𝑥 ∈ R : 𝑎 ≤ 𝑥 < 𝑏} (halboffenes Intervall)

[𝑎,∞) := {𝑥 ∈ R : 𝑥 ≥ 𝑎}, (𝑎,∞) := {𝑥 ∈ R : 𝑥 > 𝑎}

(−∞, 𝑎] := {𝑥 ∈ R : 𝑥 ≤ 𝑎}, (−∞, 𝑎) := {𝑥 ∈ R : 𝑥 < 𝑎}

(−∞,∞) := R

Der Betrag

Für 𝑎 ∈ R heißt |𝑎| :=

⎧⎪⎨⎪⎩ 𝑎, falls 𝑎 ≥ 0
−𝑎, falls 𝑎 < 0

der Betrag von 𝑎. Für 𝑎, 𝑏 ∈ R heißt die Zahl

|𝑎− 𝑏| der Abstand von 𝑎 und 𝑏. b a

Beispiele: |1| = 1, | − 7| = −(−7) = 7.

Regeln: Für 𝑎, 𝑏 ∈ R gilt:

a) | − 𝑎| = |𝑎| und |𝑎− 𝑏| = |𝑏− 𝑎|

b) |𝑎| ≥ 0

c) |𝑎| = 0 ⇐⇒ 𝑎 = 0

d) |𝑎𝑏| = |𝑎||𝑏|

e) ±𝑎 ≤ |𝑎| (d.h. 𝑎 ≤ |𝑎| und −𝑎 ≤ |𝑎|)

f) |𝑎+ 𝑏| ≤ |𝑎|+ |𝑏| (Dreiecksungleichung)

g) ||𝑎| − |𝑏|| ≤ |𝑎− 𝑏| (umgekehrte Dreiecksungleichung)

Beweis:

a) - e) leichte Übung.

f) Fall 1: 𝑎+ 𝑏 ≥ 0. Dann gilt: |𝑎+ 𝑏| = 𝑎+ 𝑏
𝑒)
≤ |𝑎|+ |𝑏|.

Fall 2: 𝑎+ 𝑏 < 0. Dann gilt: |𝑎+ 𝑏| = −(𝑎+ 𝑏) = −𝑎+ (−𝑏)
𝑒)
≤ |𝑎|+ |𝑏|.
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g) Es sei 𝑐 := |𝑎| − |𝑏|. Es gilt

|𝑎| = |𝑎− 𝑏+ 𝑏|
𝑓)
≤ |𝑎− 𝑏|+ |𝑏| ⇒ 𝑐 = |𝑎| − |𝑏| ≤ |𝑎− 𝑏|.

Analog zeigt man
−𝑐 = |𝑏| − |𝑎| ≤ |𝑏− 𝑎| = |𝑎− 𝑏|.

Also gilt ±𝑐 ≤ |𝑎− 𝑏| ⇒ |𝑐| ≤ |𝑎− 𝑏|.

□

Definition: Es sei 𝑀 ⊆ R.

a) 𝑀 heißt nach oben beschränkt :⇐⇒ ∃𝛾 ∈ R ∀𝑥 ∈𝑀 : 𝑥 ≤ 𝛾.
In diesem Fall heißt 𝛾 eine obere Schranke (OS) von 𝑀 .

b) Ist 𝛾 eine obere Schranke von 𝑀 und gilt 𝛾 ≤ 𝛿 für jede weitere obere Schranke 𝛿
von 𝑀 , so heißt 𝛾 das Supremum (oder die kleinste obere Schranke) von 𝑀 .

c) 𝑀 heißt nach unten beschränkt :⇐⇒ ∃𝛾 ∈ R ∀𝑥 ∈𝑀 : 𝛾 ≤ 𝑥.
In diesem Fall heißt 𝛾 eine untere Schranke (US) von 𝑀 .

d) Ist 𝛾 eine untere Schranke von 𝑀 und gilt 𝛾 ≥ 𝛿 für jede weitere untere Schranke
𝛿 von 𝑀 , so heißt 𝛾 das Infimum (oder die größte untere Schranke) von 𝑀 .

Bezeichnung in diesem Fall: 𝛾 = sup𝑀 bzw. 𝛾 = inf 𝑀 .
Aus (𝐴11) folgt: Ist sup𝑀 bzw. inf 𝑀 vorhanden, so ist sup𝑀 bzw. inf 𝑀 eindeutig
bestimmt.
Ist sup𝑀 bzw. inf 𝑀 vorhanden und gilt sup𝑀 ∈ 𝑀 bzw. inf 𝑀 ∈ 𝑀 , so heißt sup𝑀
das Maximum bzw. inf 𝑀 das Minimum von 𝑀 und wird mit max𝑀 bzw. min𝑀
bezeichnet.

Beispiele:

a) 𝑀 = (1, 2). sup𝑀 = 2 /∈ 𝑀 , inf 𝑀 = 1 /∈ 𝑀 . 𝑀 hat kein Maximum und kein
Minimum.

b) 𝑀 = (1, 2]. sup𝑀 = 2 ∈𝑀 , max𝑀 = 2.
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c) 𝑀 = (3,∞). 𝑀 ist nicht nach oben beschränkt, 3 = inf 𝑀 /∈𝑀 .

d) 𝑀 = (−∞, 0]. 𝑀 ist nach unten unbeschränkt, 0 = sup𝑀 = max𝑀 .

e) 𝑀 = ∅. Jedes 𝛾 ∈ R ist eine obere Schranke und eine untere Schranke von 𝑀 .

Vollständigkeitsaxiom:

(𝐴15) Ist ∅ ≠ 𝑀 ⊆ R und ist 𝑀 nach oben beschränkt, so ist sup𝑀 vorhanden.

Satz 1.1: Ist ∅ ≠ 𝑀 ⊆ R und ist 𝑀 nach unten beschränkt, so ist inf 𝑀 vorhanden.

Beweis: In den Übungen. □

Definition: Es sei 𝑀 ⊆ R. 𝑀 heißt beschränkt :⇐⇒ 𝑀 ist nach oben und nach unten
beschränkt. Äquivalent ist:

∃𝑐 ≥ 0 ∀𝑥 ∈𝑀 : |𝑥| ≤ 𝑐.

Satz 1.2: Es sei ∅ ≠ 𝐵 ⊆ 𝐴 ⊆ R.

a) Ist 𝐴 beschränkt, so ist inf 𝐴 ≤ sup𝐴.

b) Ist 𝐴 nach oben bzw. unten beschränkt, so ist 𝐵 nach oben beschränkt und sup𝐵 ≤
sup𝐴 bzw. nach unten beschränkt und inf 𝐵 ≥ inf 𝐴.

c) 𝐴 sei nach oben beschränkt und 𝛾 eine obere Schranke von 𝐴. Dann gilt:

𝛾 = sup𝐴 ⇐⇒ ∀𝜀 > 0 ∃𝑥 = 𝑥(𝜀) ∈ 𝐴 : 𝑥 > 𝛾 − 𝜀

d) 𝐴 sei nach unten beschränkt und 𝛾 eine untere Schranke von 𝐴. Dann gilt:

𝛾 = inf 𝐴 ⇐⇒ ∀𝜀 > 0 ∃𝑥 = 𝑥(𝜀) ∈ 𝐴 : 𝑥 < 𝛾 + 𝜀

Beweis:

a) 𝐴 ̸= ∅ ⇒ ∃𝑥 ∈ R : 𝑥 ∈ 𝐴. Es gilt: inf 𝐴 ≤ 𝑥 und 𝑥 ≤ sup𝐴 ⇒ inf 𝐴 ≤ sup𝐴.

b) Es sei 𝑥 ∈ 𝐵. Dann: 𝑥 ∈ 𝐴, also 𝑥 ≤ sup𝐴. Also ist 𝐵 nach oben beschränkt und
sup𝐴 ist eine obere Schranke von 𝐵. Somit ist sup𝐵 ≤ sup𝐴. Analog falls 𝐴 nach
unten beschränkt ist.

6



c) “⇒“: Es sei 𝛾 = sup𝐴 und 𝜀 > 0. Dann ist 𝛾 − 𝜀 < 𝛾. Also ist 𝛾 − 𝜀 keine obere
Schranke von 𝐴. Es folgt: ∃𝑥 ∈ 𝐴 : 𝑥 > 𝛾 − 𝜀.
“⇐“: Es sei 𝛾 := sup𝐴. Dann ist 𝛾 ≤ 𝛾. Annahme: 𝛾 ̸= 𝛾. Dann ist 𝛾 < 𝛾, also
𝜀 := 𝛾 − 𝛾 > 0. Nach Voraussetzung gilt: ∃𝑥 ∈ 𝐴 : 𝑥 > 𝛾 − 𝜀 = 𝛾 − (𝛾 − 𝛾) = 𝛾.
Widerspruch zu 𝑥 ≤ 𝛾.

d) Analog zu c).

□

Natürliche Zahlen
Definition:

a) Eine Menge 𝐴 ⊆ R heißt Induktionsmenge (IM)

:⇐⇒

⎧⎪⎨⎪⎩(𝑖) 1 ∈ 𝐴;
(𝑖𝑖) aus 𝑥 ∈ 𝐴 folgt stets 𝑥+ 1 ∈ 𝐴.

Beispiele: R, [1,∞), {1} ∪ [2,∞) sind Induktionsmengen.

b) N := {𝑥 ∈ R : 𝑥 gehört zu jeder IM } = Durchschnitt aller Induktionsmengen.
Also: N ⊆ 𝐴 für jede Induktionsmenge 𝐴.
Beispiele: 1, 2, 3, 4, 17 ∈ N; 3

2 /∈ N.

Satz 1.3:

a) N ist eine Induktionsmenge.

b) N ist nicht nach oben beschränkt.

c) Ist 𝑥 ∈ R, so existiert ein 𝑛 ∈ N mit 𝑛 > 𝑥.

Beweis:

a) Es gilt 1 ∈ 𝐴 für jede IM 𝐴, also 1 ∈ N. Sei 𝑥 ∈ N. Dann ist 𝑥 ∈ 𝐴 für jede IM 𝐴,
somit 𝑥+ 1 ∈ 𝐴 für jede IM 𝐴. Also gilt 𝑥+ 1 ∈ N.
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b) Annahme: N ist nach oben beschränkt. Nach (𝐴15) existiert 𝑠 := supN. Mit 1.2
folgt: ∃𝑛 ∈ N : 𝑛 > 𝑠− 1. Nun ist 𝑛+ 1 > 𝑠. Wegen 𝑛+ 1 ∈ N ist aber 𝑛+ 1 ≤ 𝑠,
ein Widerspruch.

c) Folgt aus 1.3 b).

□

Satz 1.4 (Prinzip der vollständigen Induktion):
Ist 𝐴 ⊆ N und ist 𝐴 eine Induktionsmenge, so ist 𝐴 = N.

Beweis: Es gilt 𝐴 ⊆ N (nach Voraussetzung) und N ⊆ 𝐴 (nach Definition), also ist
𝐴 = N. □

Beweisverfahren durch vollständige Induktion

Es sei 𝐴(𝑛) eine Aussage, die für jedes 𝑛 ∈ N definiert ist. Für 𝐴(𝑛) gelte:⎧⎪⎨⎪⎩(𝑖) 𝐴(1) ist wahr;
(𝑖𝑖) ist 𝑛 ∈ N und 𝐴(𝑛) wahr, so ist auch 𝐴(𝑛+ 1) wahr.

Dann ist 𝐴(𝑛) wahr für jedes 𝑛 ∈ N.

Beweis: Sei 𝐴 := {𝑛 ∈ N : 𝐴(𝑛) ist wahr }. Dann ist 𝐴 ⊆ N und wegen (𝑖), (𝑖𝑖) ist 𝐴
eine Induktionsmenge. Nach 1.4 ist 𝐴 = N. □

Beispiel: Behauptung: ∀𝑛 ∈ N : 1 + 2 + . . .+ 𝑛 = 𝑛(𝑛+ 1)
2⏟  ⏞  

𝐴(𝑛)

.

Beweis: (induktiv)
Induktionsanfang (I.A.): Es gilt 1 = 1(1+1)

2 , 𝐴(1) ist also wahr.
Induktionsvoraussetzung (I.V.): Es sei 𝑛 ∈ N und 𝐴(𝑛) sei wahr, es gelte also

1 + 2 + . . .+ 𝑛 = 𝑛(𝑛+ 1)
2 .
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Induktionsschluß (I.S.) (𝑛↷ 𝑛+ 1): Es gilt:

1 + 2 + . . .+ 𝑛+ (𝑛+ 1) 𝐼.𝑉.= 𝑛(𝑛+ 1)
2 + (𝑛+ 1)

= (𝑛+ 1)
(︂
𝑛

2 + 1
)︂

= (𝑛+ 1)(𝑛+ 2)
2 .

Also ist 𝐴(𝑛+ 1) wahr. □

Definition: Wir setzen:

a) N0 := N ∪ {0}.

b) Z := N0 ∪ {−𝑛 : 𝑛 ∈ N} (Menge der ganzen Zahlen).

c) Q := {𝑝
𝑞

: 𝑝 ∈ Z, 𝑞 ∈ N} (Menge der rationalen Zahlen).

Satz 1.5: Sind 𝑥, 𝑦 ∈ R und 𝑥 < 𝑦, so gilt: ∃𝑟 ∈ Q: 𝑥 < 𝑟 < 𝑦.

Beweis: In den Übungen. □

Einige Definitionen und Formeln

a) Ganzzahlige Potenzen.
Für 𝑎 ∈ R, 𝑛 ∈ N : 𝑎𝑛 := 𝑎 · . . . · 𝑎⏟  ⏞  

𝑛 Faktoren

, 𝑎0 := 1.

Für 𝑎 ∈ R ∖ {0}, 𝑛 ∈ N : 𝑎−𝑛 := 1
𝑎𝑛 .

Es gelten die bekannten Rechenregeln: 𝑎𝑛𝑎𝑚 = 𝑎𝑛+𝑚, (𝑎𝑛)𝑚 = 𝑎𝑛𝑚.

b) Fakultäten.
𝑛! := 1 · 2 · 3 · . . . · 𝑛 (𝑛 ∈ N), 0! := 1.

c) Binomialkoeffizienten. Für 𝑛 ∈ N0, 𝑘 ∈ N0 und 𝑘 ≤ 𝑛:(︃
𝑛

𝑘

)︃
:= 𝑛!

𝑘!(𝑛− 𝑘)! .

Es gilt (nachrechnen):(︃
𝑛

𝑘

)︃
+
(︃

𝑛

𝑘 − 1

)︃
=
(︃
𝑛+ 1
𝑘

)︃
für 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛.
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d) Für 𝑎, 𝑏 ∈ R und 𝑛 ∈ N0 gilt:

𝑎𝑛+1 − 𝑏𝑛+1 = (𝑎− 𝑏)
(︁
𝑎𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑏+ 𝑎𝑛−2𝑏2 + . . .+ 𝑎𝑏𝑛−1 + 𝑏𝑛

)︁
= (𝑎− 𝑏)

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑎𝑛−𝑘𝑏𝑘 = (𝑎− 𝑏)
𝑛∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘𝑏𝑛−𝑘.

e) Binomischer Satz. Für 𝑎, 𝑏 ∈ R und 𝑛 ∈ N0 gilt:

(𝑎+ 𝑏)𝑛 =
𝑛∑︁
𝑘=0

(︃
𝑛

𝑘

)︃
𝑎𝑛−𝑘𝑏𝑘 =

𝑛∑︁
𝑘=0

(︃
𝑛

𝑘

)︃
𝑎𝑘𝑏𝑛−𝑘.

Beweis: In den Übungen. □

f) Bernoullische Ungleichung. Es sei 𝑥 ∈ R und 𝑥 ≥ −1. Dann gilt:

∀𝑛 ∈ N : (1 + 𝑥)𝑛 ≥ 1 + 𝑛𝑥.

Beweis: (induktiv)
I.A.: 𝑛 = 1: 1 + 𝑥 ≥ 1 + 𝑥 ist wahr.
I.V.: Es sei 𝑛 ∈ N und es gelte (1 + 𝑥)𝑛 ≥ 1 + 𝑛𝑥.
I.S. (𝑛↷ 𝑛+ 1): Wegen 1 + 𝑥 ≥ 0 folgt aus der I.V.:

(1 + 𝑥)𝑛+1 ≥ (1 + 𝑛𝑥)(1 + 𝑥) = 1 + 𝑛𝑥+ 𝑥+ 𝑛𝑥2⏟ ⏞ 
≥0

≥ 1 + 𝑛𝑥+ 𝑥 = 1 + (𝑛+ 1)𝑥.

□

Hilfssatz 1.6: Für 𝑥, 𝑦 ≥ 0 und 𝑛 ∈ N gilt: 𝑥 ≤ 𝑦 ⇐⇒ 𝑥𝑛 ≤ 𝑦𝑛.

Beweis: In den Übungen. □

Satz 1.7: Es sei 𝑎 ≥ 0 und 𝑛 ∈ N. Dann gibt es genau ein 𝑥 ≥ 0 mit 𝑥𝑛 = 𝑎.
Dieses 𝑥 heißt die 𝑛-te Wurzel aus 𝑎. Bezeichnung: 𝑥 = 𝑛

√
𝑎 ( 2
√
𝑎 =: √𝑎, 1

√
𝑎 = 𝑎).

Beweis: Existenz: Später in §7. Eindeutigkeit: Es seien 𝑥, 𝑦 ≥ 0 und 𝑥𝑛 = 𝑎 = 𝑦𝑛. Mit
1.6 folgt 𝑥 = 𝑦. □
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Bemerkungen:

a) Bekannt (Schule):
√

2 /∈ Q.

b) Für 𝑎 ≥ 0 ist 𝑛
√
𝑎 ≥ 0. Bsp.:

√
4 = 2,

√
4 ̸= −2. Die Gleichung 𝑥2 = 4 hat zwei

Lösungen: 𝑥 = 2 und 𝑥 = −2.

c)
∀𝑥 ∈ R :

√
𝑥2 = |𝑥|.

d) Mit 1.6 folgt: 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦 ⇒ 𝑛
√
𝑥 ≤ 𝑛
√
𝑦 und 0 ≤ 𝑥 < 𝑦 ⇒ 𝑛

√
𝑥 < 𝑛
√
𝑦.

Rationale Exponenten

a) Es sei zunächst 𝑎 ≥ 0 und 𝑟 ∈ Q, 𝑟 > 0. Dann existieren 𝑚,𝑛 ∈ N mit 𝑟 = 𝑚
𝑛

. Wir
wollen definieren:

(*) 𝑎𝑟 :=
(︁

𝑛
√
𝑎
)︁𝑚

.

Problem: Gilt auch noch 𝑟 = 𝑝
𝑞

mit 𝑝, 𝑞 ∈ N, gilt dann ( 𝑛
√
𝑎)𝑚 = ( 𝑞

√
𝑎)𝑝?

Antwort: Ja (d.h. obige Definition (*) ist sinnvoll).

Beweis: Setze 𝑥 := ( 𝑛
√
𝑎)𝑚, 𝑦 := ( 𝑞

√
𝑎)𝑝. Dann gilt 𝑥, 𝑦 ≥ 0 und 𝑚𝑞 = 𝑛𝑝, also

𝑥𝑞 =
(︁

𝑛
√
𝑎
)︁𝑚𝑞

=
(︁

𝑛
√
𝑎
)︁𝑛𝑝

=
(︁(︁

𝑛
√
𝑎
)︁𝑛)︁𝑝

= 𝑎𝑝

=
(︁(︁

𝑞
√
𝑎
)︁𝑞)︁𝑝

=
(︁(︁

𝑞
√
𝑎
)︁𝑝)︁𝑞

= 𝑦𝑞.

Mit 1.6 folgt 𝑥 = 𝑦. □

b) Es seien 𝑎 > 0, 𝑟 ∈ Q und 𝑟 < 0. Wir definieren:

𝑎𝑟 := 1
𝑎−𝑟 .

Es gelten die bekannten Rechenregeln: 𝑎𝑟𝑎𝑠 = 𝑎𝑟+𝑠, (𝑎𝑟)𝑠 = 𝑎𝑟𝑠.
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Kapitel 2

Folgen und Konvergenz

Definition: Es sei 𝑋 eine Menge, 𝑋 ̸= ∅. Eine Funktion 𝑎 : N → 𝑋 heißt eine Folge
in 𝑋. Ist 𝑋 = R, so heißt 𝑎 eine reelle Folge.

Schreibweisen: 𝑎𝑛 statt 𝑎(𝑛) (𝑛-tes Folgenglied)
(𝑎𝑛) oder (𝑎𝑛)∞

𝑛=1 oder (𝑎1, 𝑎2, . . . ) statt 𝑎.

Beispiele:

a) 𝑎𝑛 := 1
𝑛

(𝑛 ∈ N), also (𝑎𝑛) = ( 1
𝑛
) = (1, 1

2 ,
1
3 , . . . ).

b) 𝑎2𝑛 := 0, 𝑎2𝑛−1 := 1 (𝑛 ∈ N), also (𝑎𝑛) = (1, 0, 1, 0, . . . ).

Bemerkung: Ist 𝑝 ∈ Z und 𝑎 : {𝑝, 𝑝+ 1, 𝑝+ 2, . . . } → 𝑋 eine Funktion, so spricht man
ebenfalls von einer Folge in 𝑋. Bezeichnung: (𝑎𝑛)∞

𝑛=𝑝. Meistens ist 𝑝 = 0 oder 𝑝 = 1.

Definition: Es sei 𝑋 eine Menge, 𝑋 ̸= ∅.

a) 𝑋 heißt abzählbar :⇐⇒ Es gibt eine Folge (𝑎𝑛) in 𝑋 mit 𝑋 = {𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, . . . }.

b) 𝑋 heißt überabzählbar :⇐⇒ 𝑋 ist nicht abzählbar.

Beispiele:

a) Ist 𝑋 endlich, so ist 𝑋 abzählbar.

b) N ist abzählbar, denn N = {𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, . . . } mit 𝑎𝑛 := 𝑛 (𝑛 ∈ N).

c) Z ist abzählbar, denn Z = {𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, . . . } mit

𝑎1 := 0, 𝑎2 := 1, 𝑎3 := −1, 𝑎4 := 2, 𝑎5 := −2, . . .

also
𝑎1 := 0, 𝑎2𝑛 := 𝑛, 𝑎2𝑛+1 := −𝑛 (𝑛 ∈ N).
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Abbildung 2.1: Zum Beweis der Abzählbarkeit von Q.

d) Q ist abzählbar.
Durchnummerieren in Pfeilrichtung liefert:

{𝑥 ∈ Q : 𝑥 > 0} = {𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, . . . }.

Setze 𝑏1 := 0, 𝑏2𝑛 := 𝑎𝑛, 𝑏2𝑛+1 := −𝑎𝑛 (𝑛 ∈ N). Dann gilt:

Q = {𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, . . . }.

e) R ist überabzählbar (Beweis in §5).

Vereinbarung: Solange nichts anderes gesagt wird, seien alle vorkommenden Folgen
stets Folgen in R. Die folgenden Sätze und Definitionen formulieren wir nur für Folgen
der Form (𝑎𝑛)∞

𝑛=1. Sie gelten sinngemäß für Folgen der Form (𝑎𝑛)∞
𝑛=𝑝 (𝑝 ∈ Z).

Definition: Es sei (𝑎𝑛) eine Folge und 𝑀 := {𝑎1, 𝑎2, . . . }.
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a) (𝑎𝑛) heißt nach oben beschränkt :⇐⇒ 𝑀 ist nach oben beschränkt.
In diesem Fall:

sup
𝑛∈N

𝑎𝑛 := ∞sup
𝑛=1

𝑎𝑛 := sup𝑀.

b) (𝑎𝑛) heißt nach unten beschränkt :⇐⇒ 𝑀 ist nach unten beschränkt.
In diesem Fall:

inf
𝑛∈N

𝑎𝑛 :=
∞
inf
𝑛=1

𝑎𝑛 := inf 𝑀.

c) (𝑎𝑛) heißt beschränkt :⇐⇒ 𝑀 ist beschränkt. Äquivalent ist:

∃𝑐 ≥ 0 ∀𝑛 ∈ N : |𝑎𝑛| ≤ 𝑐

Definition: Es sei 𝐴(𝑛) eine für jedes 𝑛 ∈ N definierte Aussage.
𝐴(𝑛) gilt für fast alle (ffa) 𝑛 ∈ N :⇐⇒ ∃𝑛0 ∈ N ∀𝑛 ≥ 𝑛0 : 𝐴(𝑛) ist wahr.

Definition: Es sei 𝑎 ∈ R und 𝜀 > 0. Das Intervall

𝑈𝜀(𝑎) := (𝑎− 𝜀, 𝑎+ 𝜀) = {𝑥 ∈ R : |𝑥− 𝑎| < 𝜀}

heißt 𝜀-Umgebung von 𝑎.

Definition: Eine Folge (𝑎𝑛) heißt konvergent

:⇐⇒ ∃𝑎 ∈ R :

⎧⎪⎨⎪⎩Zu jedem 𝜀 > 0 existiert ein 𝑛0 = 𝑛0(𝜀) ∈ N so,

daß für jedes 𝑛 ≥ 𝑛0 gilt : |𝑎𝑛 − 𝑎| < 𝜀.

In diesem Fall heißt 𝑎 Grenzwert (GW) oder Limes von (𝑎𝑛) und man schreibt

𝑎𝑛 → 𝑎 (𝑛→∞) oder 𝑎𝑛 → 𝑎 oder lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 𝑎.

Ist (𝑎𝑛) nicht konvergent, so heißt (𝑎𝑛) divergent. Beachte:

𝑎𝑛 → 𝑎 (𝑛→∞) ⇐⇒ ∀𝜀 > 0 ∃𝑛0 ∈ N ∀𝑛 ≥ 𝑛0 : 𝑎𝑛 ∈ 𝑈𝜀(𝑎)
⇐⇒ ∀𝜀 > 0 gilt: 𝑎𝑛 ∈ 𝑈𝜀(𝑎) ffa 𝑛 ∈ N

⇐⇒ ∀𝜀 > 0 gilt: 𝑎𝑛 /∈ 𝑈𝜀(𝑎) für höchstens endlich viele 𝑛 ∈ N

14



Satz 2.1: Es sei (𝑎𝑛) konvergent und 𝑎 = lim𝑛→∞ 𝑎𝑛. Dann gilt:

a) Gilt auch noch 𝑎𝑛 → 𝑏, so ist 𝑎 = 𝑏.

b) (𝑎𝑛) ist beschränkt.

Beweis:

a) Annahme 𝑎 ̸= 𝑏. Dann ist 𝜀 := |𝑎−𝑏|
2 > 0. Nun gilt:

∃𝑛0 ∈ N ∀𝑛 ≥ 𝑛0 : |𝑎𝑛 − 𝑎| < 𝜀 und ∃𝑛1 ∈ N ∀𝑛 ≥ 𝑛1 : |𝑎𝑛 − 𝑏| < 𝜀.

Es sei 𝑁 := max{𝑛0, 𝑛1}. Dann gilt:

2𝜀 = |𝑎− 𝑏| = |𝑎− 𝑎𝑁 + 𝑎𝑁 − 𝑏| ≤ |𝑎𝑁 − 𝑎|+ |𝑎𝑁 − 𝑏| < 2𝜀.

Widerspruch. Also ist 𝑎 = 𝑏.

b) Es sei 𝜀 = 1. Es gilt: ∃𝑛0 ∈ N ∀𝑛 ≥ 𝑛0 : |𝑎𝑛 − 𝑎| < 1. Damit folgt:

∀𝑛 ≥ 𝑛0 : |𝑎𝑛| = |𝑎𝑛 − 𝑎+ 𝑎| ≤ |𝑎𝑛 − 𝑎|+ |𝑎| ≤ 1 + |𝑎|.

Setze 𝑐 := max{1 + |𝑎|, |𝑎1|, . . . , |𝑎𝑛0−1|}. Dann: ∀𝑛 ∈ N : |𝑎𝑛| ≤ 𝑐.

□

Beispiele:

a) Es sei 𝑐 ∈ R und 𝑎𝑛 := 𝑐 (𝑛 ∈ N). Dann gilt:

∀𝑛 ∈ N : |𝑎𝑛 − 𝑐| = 0.

Also: 𝑎𝑛 → 𝑐 (𝑛→∞).

b) 𝑎𝑛 := 1
𝑛

(𝑛 ∈ N). Behauptung: 𝑎𝑛 → 0 (𝑛→∞).

Beweis: Es sei 𝜀 > 0. Es gilt: |𝑎𝑛 − 0| = |𝑎𝑛| = 1
𝑛
< 𝜀 ⇐⇒ 𝑛 > 1

𝜀
. Mit 1.3 c)

erhalten wir:
∃𝑛0 ∈ N : 𝑛0 >

1
𝜀
.

Für 𝑛 ≥ 𝑛0 ist damit 𝑛 > 1
𝜀
, also 1

𝑛
< 𝜀. Somit ist |𝑎𝑛 − 0| < 𝜀 (𝑛 ≥ 𝑛0). □
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c) 𝑎𝑛 := (−1)𝑛 (𝑛 ∈ N). Es gilt |𝑎𝑛| = 1 (𝑛 ∈ N), also ist (𝑎𝑛) beschränkt.
Behauptung: (𝑎𝑛) ist divergent.

Beweis: Für jedes 𝑛 ∈ N gilt:

|𝑎𝑛 − 𝑎𝑛+1| = |(−1)𝑛 − (−1)𝑛+1| = |(−1)𝑛||1− (−1)| = 2.

Annahme: (𝑎𝑛) konvergiert. Definiere 𝑎 := lim𝑛→∞ 𝑎𝑛. Es gilt:

∃𝑛0 ∈ N ∀𝑛 ≥ 𝑛0 : |𝑎𝑛 − 𝑎| <
1
2 .

Für 𝑛 ≥ 𝑛0 folgt dann aber:

2 = |𝑎𝑛 − 𝑎𝑛+1| = |𝑎𝑛 − 𝑎+ 𝑎− 𝑎𝑛+1| ≤ |𝑎𝑛 − 𝑎|+ |𝑎𝑛+1 − 𝑎| <
1
2 + 1

2 = 1,

ein Widerspruch. □

d) 𝑎𝑛 := 𝑛 (𝑛 ∈ N). (𝑎𝑛) ist nicht beschränkt. Nach 2.1 b) ist (𝑎𝑛) also divergent.

e) 𝑎𝑛 := 1√
𝑛

(𝑛 ∈ N). Behauptung: 𝑎𝑛 → 0.

Beweis: Es sei 𝜀 > 0. Es gilt:

|𝑎𝑛 − 0| = 1√
𝑛
< 𝜀 ⇐⇒

√
𝑛 >

1
𝜀
⇐⇒ 𝑛 >

1
𝜀2 .

Mit 1.3 c) erhalten wir:
∃𝑛0 ∈ N : 𝑛0 >

1
𝜀2 .

Für 𝑛 ≥ 𝑛0 gilt damit: 𝑛 > 1
𝜀2 ⇒ 1√

𝑛
< 𝜀, also |𝑎𝑛 − 0| < 𝜀. □

f) 𝑎𝑛 :=
√
𝑛+ 1−

√
𝑛 (𝑛 ∈ N). Behauptung: 𝑎𝑛 → 0.

Beweis: Es gilt

0 ≤ 𝑎𝑛 = (
√
𝑛+ 1−

√
𝑛)(
√
𝑛+ 1 +

√
𝑛)√

𝑛+ 1 +
√
𝑛

= 1√
𝑛+ 1 +

√
𝑛
≤ 1√

𝑛
,

also |𝑎𝑛 − 0| = 𝑎𝑛 ≤ 1√
𝑛

(𝑛 ∈ N). Es sei 𝜀 > 0. Nach Beispiel e) folgt:

∃𝑛0 ∈ N ∀𝑛 ≥ 𝑛0 : 1√
𝑛
< 𝜀, somit gilt ∀𝑛 ≥ 𝑛0 : |𝑎𝑛 − 0| < 𝜀.

Also gilt: 𝑎𝑛 → 0. □
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Definition: Es seien (𝑎𝑛) und (𝑏𝑛) Folgen und 𝛼 ∈ R.

(𝑎𝑛)± (𝑏𝑛) := (𝑎𝑛 ± 𝑏𝑛); 𝛼(𝑎𝑛) := (𝛼𝑎𝑛); (𝑎𝑛)(𝑏𝑛) := (𝑎𝑛𝑏𝑛).

Gilt 𝑏𝑛 ̸= 0 (𝑛 ≥ 𝑚), so ist die Folge
(︁
𝑎𝑛

𝑏𝑛

)︁∞

𝑛=𝑚
definiert.

Satz 2.2: Es seien (𝑎𝑛), (𝑏𝑛), (𝑐𝑛) und (𝛼𝑛) Folgen und 𝑎, 𝑏, 𝛼 ∈ R. Dann gilt:

a) 𝑎𝑛 → 𝑎 ⇐⇒ |𝑎𝑛 − 𝑎| → 0.

b) Gilt |𝑎𝑛 − 𝑎| ≤ 𝛼𝑛 ffa 𝑛 ∈ N und 𝛼𝑛 → 0, so gilt 𝑎𝑛 → 𝑎.

c) Es gelte 𝑎𝑛 → 𝑎 und 𝑏𝑛 → 𝑏. Dann gilt:

(i) |𝑎𝑛| → |𝑎|;

(ii) 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 → 𝑎+ 𝑏;

(iii) 𝛼𝑎𝑛 → 𝛼𝑎;

(iv) 𝑎𝑛𝑏𝑛 → 𝑎𝑏;

(v) ist 𝑎 ̸= 0, so existiert ein 𝑚 ∈ N mit:

𝑎𝑛 ̸= 0 (𝑛 ≥ 𝑚) und für die Folge
(︂ 1
𝑎𝑛

)︂∞

𝑛=𝑚
gilt: 1

𝑎𝑛
→ 1

𝑎
.

d) Es gelte 𝑎𝑛 → 𝑎, 𝑏𝑛 → 𝑏 und 𝑎𝑛 ≤ 𝑏𝑛 ffa 𝑛 ∈ N. Dann ist 𝑎 ≤ 𝑏.

e) Es gelte 𝑎𝑛 → 𝑎, 𝑏𝑛 → 𝑎 und 𝑎𝑛 ≤ 𝑐𝑛 ≤ 𝑏𝑛 ffa 𝑛 ∈ N. Dann gilt 𝑐𝑛 → 𝑎.

Beispiele:

a) Es sei 𝑝 ∈ N und 𝑎𝑛 := 1
𝑛𝑝 (𝑛 ∈ N). Es gilt 𝑛 ≤ 𝑛𝑝 (𝑛 ∈ N). Also:

0 ≤ 𝑎𝑛 ≤
1
𝑛

(𝑛 ∈ N) 2.2 𝑒)===⇒ 𝑎𝑛 → 0.

b) Es sei 𝑎𝑛 := 5𝑛2+3𝑛+1
4𝑛2−𝑛+2 (𝑛 ∈ N). Es gilt: 𝑎𝑛 = 5+ 3

𝑛
+ 1

𝑛2
4− 1

𝑛
+ 2

𝑛2

2.2−→ 5
4 .

Beweis: (von 2.2)

a) Folgt aus der Definition der Konvergenz.
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b) Es gilt: ∃𝑚 ∈ N ∀𝑛 ≥ 𝑚 : |𝑎𝑛 − 𝑎| ≤ 𝛼𝑛. Sei 𝜀 > 0. Wegen 𝛼𝑛 → 0 gilt:

∃𝑛1 ∈ N ∀𝑛 ≥ 𝑛1 : 𝛼𝑛 < 𝜀.

Setze 𝑛0 := max{𝑚,𝑛1}. Für 𝑛 ≥ 𝑛0 gilt nun: |𝑎𝑛 − 𝑎| ≤ 𝛼𝑛 < 𝜀.

c) (i) ∀𝑛 ∈ N : ||𝑎𝑛| − |𝑎||
S1
≤ |𝑎𝑛 − 𝑎|

𝑎),𝑏)===⇒ |𝑎𝑛| → |𝑎|.

(ii) Es sei 𝜀 > 0. Es gilt: ∃𝑛1, 𝑛2 ∈ N mit

∀𝑛 ≥ 𝑛1 : |𝑎𝑛 − 𝑎| <
𝜀

2 und ∀𝑛 ≥ 𝑛2 : |𝑏𝑛 − 𝑏| <
𝜀

2 .

Setze 𝑛0 := max{𝑛1, 𝑛2}. Für 𝑛 ≥ 𝑛0 erhalten wir:

|𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 − (𝑎+ 𝑏)| = |𝑎𝑛 − 𝑎+ 𝑏𝑛 − 𝑏| ≤ |𝑎𝑛 − 𝑎|+ |𝑏𝑛 − 𝑏| <
𝜀

2 + 𝜀

2 = 𝜀.

(iii) Übung.

(iv) Es sei 𝑐𝑛 := |𝑎𝑛𝑏𝑛 − 𝑎𝑏| (𝑛 ∈ N). Wir zeigen: 𝑐𝑛 → 0. Es gilt:

𝑐𝑛 = |𝑎𝑛𝑏𝑛 − 𝑎𝑛𝑏+ 𝑎𝑛𝑏− 𝑎𝑏| = |𝑎𝑛(𝑏𝑛 − 𝑏) + (𝑎𝑛 − 𝑎)𝑏|
≤ |𝑎𝑛||𝑏𝑛 − 𝑏|+ |𝑏||𝑎𝑛 − 𝑎|.

Mit 2.1 b) folgt: ∃𝑐 ≥ 0 ∀𝑛 ∈ N : |𝑎𝑛| ≤ 𝑐. Damit erhalten wir:

∀𝑛 ∈ N : 𝑐𝑛 ≤ 𝑐|𝑏𝑛 − 𝑏|+ |𝑏||𝑎𝑛 − 𝑎| =: 𝛼𝑛.

Mit c) (ii), c) (iii) und a) folgt: 𝛼𝑛 → 0.
Also: |𝑐𝑛 − 0| = 𝑐𝑛 ≤ 𝛼𝑛 (𝑛 ∈ N) und 𝛼𝑛 → 0. Mit b) folgt nun 𝑐𝑛 → 0.

(v) Setze 𝜀 := |𝑎|
2 . Aus (i) folgt: |𝑎𝑛| → |𝑎|. Damit gilt:

∃𝑚 ∈ N ∀𝑛 ≥ 𝑚 : |𝑎𝑛| ∈ 𝑈𝜀(|𝑎|) = (|𝑎| − 𝜀, |𝑎|+ 𝜀) = ( |𝑎|2 ,
3
2 |𝑎|).

Insbesondere ist |𝑎𝑛| > |𝑎|
2 > 0 (𝑛 ≥ 𝑚), also 𝑎𝑛 ̸= 0 (𝑛 ≥ 𝑚). Für 𝑛 ≥ 𝑚 gilt

nun: ⃒⃒⃒⃒ 1
𝑎𝑛
− 1
𝑎

⃒⃒⃒⃒
= |𝑎𝑛 − 𝑎|
|𝑎𝑛||𝑎|

≤ 2|𝑎𝑛 − 𝑎|
|𝑎|2

=: 𝛼𝑛.

Es gilt 𝛼𝑛 → 0. Mit b) folgt 1
𝑎𝑛
→ 1

𝑎
.
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d) Annahme: 𝑏 < 𝑎. Setze 𝜀 := 𝑎−𝑏
2 > 0. Dann gilt:

∀𝑥 ∈ 𝑈𝜀(𝑏) ∀𝑦 ∈ 𝑈𝜀(𝑎) : 𝑥 < 𝑦.

Weiter gilt:
∃𝑛0 ∈ N ∀𝑛 ≥ 𝑛0 : 𝑏𝑛 ∈ 𝑈𝜀(𝑏),

∃𝑚 ∈ N ∀𝑛 ≥ 𝑚 : 𝑎𝑛 ≤ 𝑏𝑛.

Setze 𝑚0 := max{𝑛0,𝑚}. Für 𝑛 ≥ 𝑚0 ist 𝑎𝑛 ≤ 𝑏𝑛 < 𝑏 + 𝜀, also 𝑎𝑛 /∈ 𝑈𝜀(𝑎).
Widerspruch.

e) Es gilt: ∃𝑚 ∈ N ∀𝑛 ≥ 𝑚 : 𝑎𝑛 ≤ 𝑐𝑛 ≤ 𝑏𝑛. Sei 𝜀 > 0. Es existieren 𝑛1, 𝑛2 ∈ N mit:

∀𝑛 ≥ 𝑛1 : 𝑎− 𝜀 < 𝑎𝑛 < 𝑎+ 𝜀,

∀𝑛 ≥ 𝑛2 : 𝑎− 𝜀 < 𝑏𝑛 < 𝑎+ 𝜀.

Setze 𝑛0 := max{𝑛1, 𝑛2,𝑚}. Für 𝑛 ≥ 𝑛0 gilt nun:

𝑎− 𝜀 < 𝑎𝑛 ≤ 𝑐𝑛 ≤ 𝑏𝑛 < 𝑎+ 𝜀.

Also: |𝑐𝑛 − 𝑎| < 𝜀 (𝑛 ≥ 𝑛0).

□

Definition:

a) (𝑎𝑛) heißt monoton wachsend :⇐⇒ ∀𝑛 ∈ N : 𝑎𝑛 ≤ 𝑎𝑛+1.

b) (𝑎𝑛) heißt streng monoton wachsend :⇐⇒ ∀𝑛 ∈ N : 𝑎𝑛 < 𝑎𝑛+1.

c) Entsprechend definiert man monoton fallend und streng monoton fallend.

d) (𝑎𝑛) heißt [streng] monoton : ⇐⇒ (𝑎𝑛) ist [streng] monoton wachsend oder
[streng] monoton fallend.

Satz 2.3 (Monotoniekriterium):

a) Die Folge (𝑎𝑛) sei monoton wachsend und nach oben beschränkt. Dann ist (𝑎𝑛)
konvergent und

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = sup
𝑛∈N

𝑎𝑛.
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b) Die Folge (𝑎𝑛) sei monoton fallend und nach unten beschränkt. Dann ist (𝑎𝑛) kon-
vergent und

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = inf
𝑛∈N

𝑎𝑛.

Beweis:

a) Setze 𝑎 := sup𝑛∈N 𝑎𝑛. Es sei 𝜀 > 0. Dann ist 𝑎 − 𝜀 keine obere Schranke von
{𝑎𝑛 : 𝑛 ∈ N}. Also existiert ein 𝑛0 ∈ N mit 𝑎𝑛0 > 𝑎− 𝜀. Für 𝑛 ≥ 𝑛0 gilt:

𝑎− 𝜀 < 𝑎𝑛0 ≤ 𝑎𝑛 ≤ 𝑎 < 𝑎+ 𝜀,

also |𝑎𝑛 − 𝑎| < 𝜀 (𝑛 ≥ 𝑛0).

b) Zeigt man analog.

□

Beispiel: 𝑎1 := 3
√

6, 𝑎𝑛+1 := 3
√

6 + 𝑎𝑛 (𝑛 ≥ 1).
Behauptung: ∀𝑛 ∈ N : 0 < 𝑎𝑛 < 2 und 𝑎𝑛+1 > 𝑎𝑛.

Beweis: (induktiv)
I.A.: 𝑛 = 1.

0 < 𝑎1 = 3
√

6 < 3
√

8 = 2;

𝑎2 = 3
√

6 + 𝑎1 >
3
√

6 = 𝑎1.

I.V.: Es sei 𝑛 ∈ N und 0 < 𝑎𝑛 < 2 und 𝑎𝑛+1 > 𝑎𝑛.
I.S. (𝑛↷ 𝑛+ 1): Es gilt 𝑎𝑛+1 = 3

√
6 + 𝑎𝑛 >𝐼.𝑉. 0. Weiter ist

𝑎𝑛+1 = 3
√

6 + 𝑎𝑛 <𝐼.𝑉.
3
√

6 + 2 = 2; 𝑎𝑛+2 = 3
√︁

6 + 𝑎𝑛+1 >𝐼.𝑉.
3
√

6 + 𝑎𝑛 = 𝑎𝑛+1.

□

Also ist (𝑎𝑛) nach oben beschränkt und monoton wachsend. Nach 2.3 ist (𝑎𝑛) konvergent.
Setze 𝑎 := lim𝑛→∞ 𝑎𝑛. Es gilt 𝑎𝑛 ≥ 0 (𝑛 ∈ N), also 𝑎 ≥ 0. Weiter ist

𝑎3
𝑛+1 = 6 + 𝑎𝑛 (𝑛 ∈ N).

Mit 2.2 folgt 𝑎3 = 6 + 𝑎⇒ 0 = 𝑎3 − 𝑎− 6 = (𝑎− 2)(𝑎2 + 2𝑎+ 3⏟  ⏞  
≥3

). Also ist 𝑎 = 2.
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Wichtige Beispiele:
Vorbemerkung: Es seien 𝑥, 𝑦 ≥ 0 und 𝑝 ∈ N: Es ist (vgl. §1)

𝑥𝑝 − 𝑦𝑝 = (𝑥− 𝑦)
𝑝−1∑︁
𝑘=0

𝑥𝑝−1−𝑘𝑦𝑘

⇒ |𝑥𝑝 − 𝑦𝑝| = |𝑥− 𝑦|
𝑝−1∑︁
𝑘=0

𝑥𝑝−1−𝑘𝑦𝑘 ≥ 𝑦𝑝−1|𝑥− 𝑦|.

Beispiel 2.4: Es sei (𝑎𝑛) eine konvergente Folge in [0,∞) mit Grenzwert 𝑎 (bea. 𝑎 ≥ 0)
und 𝑝 ∈ N. Dann gilt 𝑝

√
𝑎𝑛 → 𝑝

√
𝑎.

Beweis:
Fall 1: 𝑎 = 0. Es sei 𝜀 > 0. Dann gilt: ∃𝑛0 ∈ N ∀𝑛 ≥ 𝑛0 : 0 ≤ 𝑎𝑛 < 𝜀𝑝. Daraus folgt:

∀𝑛 ≥ 𝑛0 : 0 ≤ 𝑝
√
𝑎𝑛 < 𝜀.

Also gilt: 𝑝
√
𝑎𝑛 → 0 = 𝑝

√
𝑎.

Fall 2: 𝑎 ̸= 0. Dann gilt:

|𝑎𝑛 − 𝑎| = |( 𝑝
√
𝑎𝑛⏟  ⏞  

=:𝑥

)𝑝 − ( 𝑝
√
𝑎⏟ ⏞ 

=:𝑦

)𝑝| = |𝑥𝑝 − 𝑦𝑝|

≥𝑠.𝑜. 𝑦𝑝−1⏟  ⏞  
𝑐:=

|𝑥− 𝑦| = 𝑐| 𝑝
√
𝑎𝑛 − 𝑝

√
𝑎|, 𝑐 > 0.

⇒ | 𝑝
√
𝑎𝑛 − 𝑝

√
𝑎| ≤ 1

𝑐
|𝑎𝑛 − 𝑎| =: 𝛼𝑛. Es gilt 𝛼𝑛 → 0, also 𝑝

√
𝑎𝑛 → 𝑝

√
𝑎. □

Beispiel 2.5: Für 𝑥 ∈ R gilt: (𝑥𝑛) ist konvergent ⇐⇒ 𝑥 ∈ (−1, 1]. In diesem Fall:

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 =

⎧⎪⎨⎪⎩1, falls 𝑥 = 1
0, falls 𝑥 ∈ (−1, 1)

Beweis:
Fall 1: 𝑥 = 0. Dann gilt 𝑥𝑛 → 0. Fall 2: 𝑥 = 1. Dann gilt 𝑥𝑛 → 1.
Fall 3: 𝑥 = −1. Dann ist (𝑥𝑛) = ((−1)𝑛) divergent.
Fall 4: |𝑥| > 1. Dann gibt es ein 𝛿 > 0 mit |𝑥| = 1 + 𝛿. Damit gilt:

|𝑥𝑛| = |𝑥|𝑛 = (1 + 𝛿)𝑛 ≥ 1 + 𝑛𝛿 ≥ 𝑛𝛿 (𝑛 ∈ N).
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Also ist (𝑥𝑛) nicht beschränkt und somit divergent.
Fall 5: 0 < |𝑥| < 1. Dann ist 1

|𝑥| > 1 und es gibt ein 𝜂 > 0 mit 1
|𝑥| = 1 + 𝜂. Damit gilt:

⃒⃒⃒⃒ 1
𝑥𝑛

⃒⃒⃒⃒
=
(︃

1
|𝑥|

)︃𝑛
= (1 + 𝜂)𝑛 ≥ 1 + 𝑛𝜂 ≥ 𝑛𝜂 (𝑛 ∈ N).

Also ist
|𝑥𝑛| ≤ 1

𝑛𝜂
(𝑛 ∈ N).

Damit folgt 𝑥𝑛 → 0. □

Beispiel 2.6: Es sei 𝑥 ∈ R und

𝑠𝑛 := 1 + 𝑥+ 𝑥2 + . . .+ 𝑥𝑛 =
𝑛∑︁
𝑘=0

𝑥𝑘 (𝑛 ∈ N0).

Fall 1: 𝑥 = 1. Dann ist 𝑠𝑛 = 𝑛+ 1 (𝑛 ∈ N0), (𝑠𝑛) ist also divergent.
Fall 2: 𝑥 ̸= 1. Dann ist

𝑠𝑛 = 1− 𝑥𝑛+1

1− 𝑥 (𝑛 ∈ N0).

Aus 2.5 folgt:
(𝑠𝑛) ist konvergent ⇐⇒ |𝑥| < 1.

In diesem Fall gilt: lim𝑛→∞ 𝑠𝑛 = 1
1−𝑥 .

Beispiel 2.7: Behauptung: Es gilt 𝑛
√
𝑛→ 1.

Beweis: Es ist 𝑛
√
𝑛 ≥ 1 (𝑛 ∈ N), also 𝑎𝑛 := 𝑛

√
𝑛− 1 ≥ 0 (𝑛 ∈ N). Wir zeigen: 𝑎𝑛 → 0.

Für jedes 𝑛 ≥ 2 gilt:

𝑛 =
(︁

𝑛
√
𝑛
)︁𝑛

= (𝑎𝑛 + 1)𝑛 S1=
𝑛∑︁
𝑘=0

(︃
𝑛

𝑘

)︃
𝑎𝑘𝑛 ≥

(︃
𝑛

2

)︃
𝑎2
𝑛 = 𝑛(𝑛− 1)

2 𝑎2
𝑛.

Es folgt

∀𝑛 ≥ 2 : 0 ≤ 𝑎𝑛 ≤
√

2√
𝑛− 1

.

Wegen
√

2/
√
𝑛− 1→ 0 folgt 𝑎𝑛 → 0. □

Beispiel 2.8: Es sei 𝑐 > 0. Behauptung: Es gilt 𝑛
√
𝑐→ 1.
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Beweis: Fall 1: 𝑐 ≥ 1. Dann gilt: ∃𝑚 ∈ N : 1 ≤ 𝑐 ≤ 𝑚. Daraus folgt:

1 ≤ 𝑐 ≤ 𝑛 (𝑛 ≥ 𝑚) ⇒ 1 ≤ 𝑛
√
𝑐 ≤ 𝑛
√
𝑛 (𝑛 ≥ 𝑚).

Mit 2.7 folgt die Behauptung.
Fall 2: 0 < 𝑐 < 1. Dann ist 1

𝑐
> 1. Also gilt

𝑛
√
𝑐 = 1

𝑛

√︁
1
𝑐

−−−→
𝐹𝑎𝑙𝑙1

1 (𝑛→∞).

□

Beispiel 2.9: Es sei

𝑎𝑛 :=
(︂

1 + 1
𝑛

)︂𝑛
, 𝑏𝑛 :=

𝑛∑︁
𝑘=0

1
𝑘! = 1 + 1 + 1

2! + . . .+ 1
𝑛! (𝑛 ∈ N).

Behauptung: (𝑎𝑛) und (𝑏𝑛) sind konvergent und lim𝑛→∞ 𝑎𝑛 = lim𝑛→∞ 𝑏𝑛.

Beweis: In der großen Übung wird gezeigt: ∀𝑛 ∈ N : 2 ≤ 𝑎𝑛 < 𝑎𝑛+1 < 3. Nach 2.3 ist
(𝑎𝑛) also konvergent; 𝑎 := lim𝑛→∞ 𝑎𝑛.
Weiter ist 𝑏𝑛 > 0 und 𝑏𝑛+1 = 𝑏𝑛 + 1

(𝑛+1)! > 𝑏𝑛 (𝑛 ∈ N). Also ist (𝑏𝑛) monoton wachsend.
Für jedes 𝑛 > 3 gilt:

𝑏𝑛 = 1 + 1 + 1
2 + 1

2 · 3⏟  ⏞  
<( 1

2)2

+ 1
2 · 3 · 4⏟  ⏞  
<( 1

2)3

+ . . .+ 1
2 · . . . · 𝑛⏟  ⏞  
<( 1

2)𝑛−1

< 1 +
(︃

1 + 1
2 +

(︂1
2

)︂2
+ . . .+

(︂1
2

)︂𝑛−1)︃
= 1 +

1−
(︁

1
2

)︁𝑛
1− 1

2

< 1 + 1
1− 1

2
= 3.

Nach 2.3 ist (𝑏𝑛) konvergent; 𝑏 := lim𝑛→∞ 𝑏𝑛.
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Weiter gilt für jedes 𝑛 ≥ 2:

𝑎𝑛 =
(︂

1 + 1
𝑛

)︂𝑛 S1=
𝑛∑︁
𝑘=0

(︃
𝑛

𝑘

)︃
1
𝑛𝑘

= 1 + 1 +
𝑛∑︁
𝑘=2

1
𝑘!

𝑛!
(𝑛− 𝑘)!

1
𝑛𝑘

= 1 + 1 +
𝑛∑︁
𝑘=2

1
𝑘!
𝑛(𝑛− 1) · . . . · (𝑛− (𝑘 − 1))

𝑛 · 𝑛 · . . . · 𝑛

= 1 + 1 +
𝑛∑︁
𝑘=2

1
𝑘! (1− 1

𝑛
)⏟  ⏞  

<1

(1− 2
𝑛

)⏟  ⏞  
<1

· . . . · (1− 𝑘 − 1
𝑛

)⏟  ⏞  
<1

≤ 1 + 1 +
𝑛∑︁
𝑘=2

1
𝑘! = 𝑏𝑛.

Also gilt 𝑎𝑛 ≤ 𝑏𝑛 (𝑛 ≥ 2) und damit folgt 𝑎 ≤ 𝑏.
Weiter sei 𝑗 ∈ N, 𝑗 ≥ 2 (zunächst fest). Für jedes 𝑛 ∈ N mit 𝑛 ≥ 𝑗 gilt:

𝑎𝑛
𝑠.𝑜.= 1 + 1 +

𝑛∑︁
𝑘=2

1
𝑘! (1−

1
𝑛

)(1− 2
𝑛

) · . . . · (1− 𝑘 − 1
𝑛

)

≥ 1 + 1 +
𝑗∑︁

𝑘=2

1
𝑘! (1− 1

𝑛
)⏟  ⏞  

→1

(1− 2
𝑛

)⏟  ⏞  
→1

· . . . · (1− 𝑘 − 1
𝑛

)⏟  ⏞  
→1

→ 1 + 1 +
𝑗∑︁

𝑘=2

1
𝑘! = 𝑏𝑗 (𝑛→∞).

Also gilt 𝑎 ≥ 𝑏𝑗 für jedes 𝑗 ≥ 2. Wegen 𝑏𝑗 → 𝑏 (𝑗 →∞) folgt 𝑎 ≥ 𝑏. □

Definition: Die gemeinsame Grenzwert der Folgen in 2.9

𝑒 := lim
𝑛→∞

(︂
1 + 1

𝑛

)︂𝑛
= lim

𝑛→∞

𝑛∑︁
𝑘=0

1
𝑘!

heißt Eulersche Zahl. (𝑒 ≈ 2, 718 . . . ).

Übung: Es gilt: 2 < 𝑒 < 3.

Definition: Es sei (𝑎𝑛) eine Folge und (𝑛1, 𝑛2, 𝑛3, . . . ) eine Folge in N mit
𝑛1 < 𝑛2 < 𝑛3 < . . . . Für 𝑘 ∈ N setze

𝑏𝑘 := 𝑎𝑛𝑘
,

also 𝑏1 = 𝑎𝑛1 , 𝑏2 = 𝑎𝑛2 , 𝑏3 = 𝑎𝑛3 , . . . .
Dann heißt (𝑏𝑘) = (𝑎𝑛𝑘

) eine Teilfolge (TF) von (𝑎𝑛).
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Beispiele:

a) (𝑎2, 𝑎4, 𝑎6, . . . ) ist eine Teilfolge von (𝑎𝑛); hier: 𝑛𝑘 = 2𝑘.

b) (𝑎1, 𝑎4, 𝑎9, . . . ) ist eine Teilfolge von (𝑎𝑛); hier: 𝑛𝑘 = 𝑘2.

c) (𝑎2, 𝑎6, 𝑎4, 𝑎10, 𝑎8, 𝑎14, . . . ) ist keine Teilfolge von (𝑎𝑛).

Definition: Es sei (𝑎𝑛) eine Folge. Eine Zahl 𝛼 ∈ R heißt ein Häufungswert (HW)
von (𝑎𝑛), wenn eine Teilfolge (𝑎𝑛𝑘

) von (𝑎𝑛) existiert mit 𝑎𝑛𝑘
→ 𝛼 (𝑘 →∞). Weiter sei

𝐻(𝑎𝑛) := {𝛼 ∈ R : 𝛼 ist ein Häufungswert von (𝑎𝑛)}.

Satz 2.10: Es gilt:

𝛼 ∈ 𝐻(𝑎𝑛) ⇐⇒ ∀𝜀 > 0 : 𝑎𝑛 ∈ 𝑈𝜀(𝛼) für unendlich viele 𝑛 ∈ N.

Beweis:
“⇒“: Es sei (𝑎𝑛𝑘

) eine Teilfolge mit 𝑎𝑛𝑘
→ 𝛼 und es sei 𝜀 > 0. Dann existiert ein 𝑘0 ∈ N

mit 𝑎𝑛𝑘
∈ 𝑈𝜀(𝛼) für 𝑘 ≥ 𝑘0.

“⇐“: Es gilt:
∃𝑛1 ∈ N : 𝑎𝑛1 ∈ 𝑈1(𝛼),
∃𝑛2 ∈ N : 𝑎𝑛2 ∈ 𝑈 1

2
(𝛼) und 𝑛2 > 𝑛1,

∃𝑛3 ∈ N : 𝑎𝑛3 ∈ 𝑈 1
3
(𝛼) und 𝑛3 > 𝑛2, etc...

So entsteht eine Teilfolge (𝑎𝑛𝑘
) von (𝑎𝑛) mit 𝑎𝑛𝑘

∈ 𝑈 1
𝑘
(𝛼) (𝑘 ∈ N). Also gilt: 𝑎𝑛𝑘

→ 𝛼. □

Beispiele:

a) 𝑎𝑛 = (−1)𝑛 (𝑛 ∈ N). Es gilt: 𝑎2𝑘 → 1, 𝑎2𝑘+1 → −1, also 1,−1 ∈ 𝐻(𝑎𝑛). Es sei
𝛼 ∈ R ∖ {−1, 1}. Wähle 𝜀 > 0 so, daß 1,−1 /∈ 𝑈𝜀(𝛼). Dann gilt 𝑎𝑛 ∈ 𝑈𝜀(𝛼) für kein
𝑛 ∈ N. Nach 2.10 ist 𝛼 /∈ 𝐻(𝑎𝑛). Fazit: 𝐻(𝑎𝑛) = {1,−1}.

b) 𝑎𝑛 = 𝑛 (𝑛 ∈ N). Ist 𝛼 ∈ R und 𝜀 > 0, so gilt: 𝑎𝑛 ∈ 𝑈𝜀(𝛼) für höchstens endlich
viele 𝑛, also 𝛼 /∈ 𝐻(𝑎𝑛). Fazit: 𝐻(𝑎𝑛) = ∅.

c) Q ist abzählbar. Es sei (𝑎𝑛) eine Folge mit Q = {𝑎𝑛 : 𝑛 ∈ N}. Es sei 𝛼 ∈ R und
𝜀 > 0. Nach 1.5 enthält 𝑈𝜀(𝛼) = (𝛼−𝜀, 𝛼+𝜀) unendlich viele verschiedene rationale
Zahlen. Nach 2.10 folgt 𝛼 ∈ 𝐻(𝑎𝑛). Fazit: 𝐻(𝑎𝑛) = R.
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Folgerung: Ist 𝑥 ∈ R, so existieren Folgen (𝑟𝑛) in Q mit 𝑟𝑛 → 𝑥.

Satz 2.11: Die Folge (𝑎𝑛) sei konvergent, 𝑎 := lim𝑛→∞ 𝑎𝑛 und (𝑎𝑛𝑘
) eine Teilfolge von

(𝑎𝑛). Dann gilt:
𝑎𝑛𝑘
→ 𝑎 (𝑘 →∞).

Insbesondere gilt: 𝐻(𝑎𝑛) = {lim𝑛→∞ 𝑎𝑛}.

Beweis: Es sei 𝜀 > 0. Dann ist 𝑎𝑛 ∈ 𝑈𝜀(𝑎) ffa 𝑛 ∈ N, also auch 𝑎𝑛𝑘
∈ 𝑈𝜀(𝑎) ffa 𝑘 ∈ N.

Somit gilt 𝑎𝑛𝑘
→ 𝑎. □

Definition: Es sei (𝑎𝑛) eine Folge und 𝑚 ∈ N.
𝑚 heißt niedrig (für (𝑎𝑛)) :⇐⇒ ∀𝑛 ≥ 𝑚 : 𝑎𝑛 ≥ 𝑎𝑚.

Bemerkung: Es gilt also:
𝑚 ∈ N ist nicht niedrig ⇐⇒ ∃𝑛 ≥ 𝑚 : 𝑎𝑛 < 𝑎𝑚 ⇒ ∃𝑛 > 𝑚 : 𝑎𝑛 < 𝑎𝑚.

Hilfssatz 2.12: Es sei (𝑎𝑛) eine Folge. Dann enthält (𝑎𝑛) eine monotone Teilfolge.

Beweis:
Fall 1: Es existieren höchstens endlich viele niedrige Indizes. Also existiert 𝑛1 ∈ N so,
daß jedes 𝑛 ≥ 𝑛1 nicht niedrig ist.

𝑛1 nicht niedrig ⇒ ∃𝑛2 > 𝑛1 : 𝑎𝑛2 < 𝑎𝑛1 ,

𝑛2 nicht niedrig ⇒ ∃𝑛3 > 𝑛2 : 𝑎𝑛3 < 𝑎𝑛2 ,

etc. . .

Wir erhalten so eine streng monoton fallende Teilfolge (𝑎𝑛𝑘
) von (𝑎𝑛).

Fall 2: Es existieren unendlich viele niedrige Indizes 𝑛1, 𝑛2, 𝑛3 . . . ; o.B.d.A. sei

𝑛1 < 𝑛2 < 𝑛3 < . . . .

𝑛1 ist niedrig und 𝑛2 > 𝑛1 ⇒ 𝑎𝑛2 ≥ 𝑎𝑛1 ,

𝑛2 ist niedrig und 𝑛3 > 𝑛2 ⇒ 𝑎𝑛3 ≥ 𝑎𝑛2 ,

etc. . .

26



Wir erhalten so eine monoton wachsende Teilfolge (𝑎𝑛𝑘
) von (𝑎𝑛). □

Satz 2.13 (Bolzano-Weierstraß):
Die Folge (𝑎𝑛) sei beschränkt. Dann gilt: 𝐻(𝑎𝑛) ̸= ∅, d.h. (𝑎𝑛) enthält eine konvergente
Teilfolge.

Beweis: Es gilt: ∃𝑐 ≥ 0 ∀𝑛 ∈ N : |𝑎𝑛| ≤ 𝑐. Nach 2.12 enthält (𝑎𝑛) eine monotone Teilfolge
(𝑎𝑛𝑘

). Wegen |𝑎𝑛𝑘
| ≤ 𝑐 (𝑘 ∈ N) ist (𝑎𝑛𝑘

) auch beschränkt.
Nach 2.3 ist (𝑎𝑛𝑘

) konvergent. Damit ist lim𝑘→∞ 𝑎𝑛𝑘
∈ 𝐻(𝑎𝑛). □

Satz 2.14: Die Folge (𝑎𝑛) sei beschränkt (nach 2.13 gilt damit 𝐻(𝑎𝑛) ̸= ∅). Es gilt:

a) 𝐻(𝑎𝑛) ist beschränkt.

b) sup𝐻(𝑎𝑛), inf 𝐻(𝑎𝑛) ∈ 𝐻(𝑎𝑛); es existieren also max𝐻(𝑎𝑛) und min𝐻(𝑎𝑛).

Beweis:

a) Es gilt: ∃𝑐 ≥ 0 ∀𝑛 ∈ N : |𝑎𝑛| ≤ 𝑐. Es sei 𝛼 ∈ 𝐻(𝑎𝑛). Dann existiert eine Teilfolge
(𝑎𝑛𝑘

) von (𝑎𝑛) mit 𝑎𝑛𝑘
→ 𝛼 (𝑘 →∞). Es ist |𝑎𝑛𝑘

| ≤ 𝑐 (𝑘 ∈ N), also |𝛼| ≤ 𝑐. Somit
gilt

∀𝛼 ∈ 𝐻(𝑎𝑛) : |𝛼| ≤ 𝑐.

b) ohne Beweis.

□

Definition: Die Folge (𝑎𝑛) sei beschränkt.

a) Die Zahl
lim sup
𝑛→∞

𝑎𝑛 := lim𝑛→∞𝑎𝑛 := max𝐻(𝑎𝑛)

heißt Limes superior oder oberer Limes von (𝑎𝑛).

b) Die Zahl
lim inf
𝑛→∞

𝑎𝑛 := lim𝑛→∞𝑎𝑛 := min𝐻(𝑎𝑛)

heißt Limes inferior oder unterer Limes von (𝑎𝑛).
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Satz 2.15: Die Folge (𝑎𝑛) sei beschränkt. Dann gilt:

a) ∀𝛼 ∈ 𝐻(𝑎𝑛) : lim inf𝑛→∞ 𝑎𝑛 ≤ 𝛼 ≤ lim sup𝑛→∞ 𝑎𝑛.

b) Ist (𝑎𝑛) konvergent, so ist lim sup𝑛→∞ 𝑎𝑛 = lim inf𝑛→∞ 𝑎𝑛 = lim𝑛→∞ 𝑎𝑛.

c) ∀𝛼 ≥ 0 : lim sup𝑛→∞(𝛼𝑎𝑛) = 𝛼 lim sup𝑛→∞ 𝑎𝑛.

d) lim sup𝑛→∞(−𝑎𝑛) = − lim inf𝑛→∞ 𝑎𝑛.

Beweis: a) ist klar, b) folgt aus 2.11, c) und d) Übung. □

Vorbemerkung: Die Folge (𝑎𝑛) sei konvergent und lim𝑛→∞ 𝑎𝑛 =: 𝑎. Es sei 𝜀 > 0. Dann
gilt:

∃𝑛0 ∈ N ∀𝑛 ≥ 𝑛0 : |𝑎𝑛 − 𝑎| <
𝜀

2 .

Für 𝑛,𝑚 ≥ 𝑛0 gilt damit:

|𝑎𝑛 − 𝑎𝑚| = |𝑎𝑛 − 𝑎+ 𝑎− 𝑎𝑚| ≤ |𝑎𝑛 − 𝑎|+ |𝑎𝑚 − 𝑎| <
𝜀

2 + 𝜀

2 = 𝜀.

Die Folge (𝑎𝑛) hat also die folgende Eigenschaft:

(𝑐) ∀𝜀 > 0 ∃𝑛0 ∈ N ∀𝑛,𝑚 ≥ 𝑛0 : |𝑎𝑛 − 𝑎𝑚| < 𝜀.

Äquivalent ist:

∀𝜀 > 0 ∃𝑛0 ∈ N ∀𝑛 ≥ 𝑛0 ∀𝑘 ∈ N : |𝑎𝑛 − 𝑎𝑛+𝑘| < 𝜀.

Definition: Eine Folge (𝑎𝑛) heißt eine Cauchyfolge (CF)

:⇐⇒ (𝑎𝑛) hat die Eigenschaft (𝑐).

Konvergente Folgen sind also Cauchyfolgen!

Satz 2.16 (Cauchykriterium): (𝑎𝑛) ist konvergent ⇐⇒ (𝑎𝑛) ist eine Cauchyfolge.

Beweis: “⇒“: wurde in obiger Vorbemerkung bewiesen.
“⇐“: Es gilt:

∃𝑁 ∈ N ∀𝑛,𝑚 ≥ 𝑁 : |𝑎𝑛 − 𝑎𝑚| < 1.
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Für 𝑛 ≥ 𝑁 ist somit

|𝑎𝑛| = |𝑎𝑛 − 𝑎𝑁 + 𝑎𝑁 | ≤ |𝑎𝑛 − 𝑎𝑁 |+ |𝑎𝑁 | < 1 + |𝑎𝑁 | =: 𝑐.

Also gilt:
∀𝑛 ∈ N : |𝑎𝑛| ≤ max{𝑐, |𝑎1|, . . . |𝑎𝑁−1|}.

Damit ist (𝑎𝑛) beschränkt und nach 2.13 hat (𝑎𝑛) eine konvergente Teilfolge (𝑎𝑛𝑘
). Es sei

𝑎 := lim𝑘→∞ 𝑎𝑛𝑘
.

Es sei 𝜀 > 0. Dann gilt:

∃𝑛0 ∈ N ∀𝑛,𝑚 ≥ 𝑛0 : |𝑎𝑛 − 𝑎𝑚| <
𝜀

2 ,

und
∃𝑘0 ∈ N : |𝑎𝑛𝑘0

− 𝑎| < 𝜀

2 und 𝑛𝑘0 ≥ 𝑛0.

Für jedes 𝑛 ≥ 𝑛0 gilt nun

|𝑎𝑛 − 𝑎| ≤ |𝑎𝑛 − 𝑎𝑛𝑘0
|+ |𝑎𝑛𝑘0

− 𝑎| < 𝜀

2 + 𝜀

2 = 𝜀.

Also gilt 𝑎𝑛 → 𝑎 (𝑛→∞). □

Beispiel: 𝑎1 := 1, 𝑎𝑛+1 := 1
1+𝑎𝑛

(𝑛 ∈ N). Mit Induktion folgt 0 < 𝑎𝑛 ≤ 1 (𝑛 ∈ N) und
damit 𝑎𝑛 ≥ 1

2 (𝑛 ∈ N). Für 𝑛 ≥ 2 und 𝑘 ∈ N gilt daher:

|𝑎𝑛+𝑘 − 𝑎𝑛| =
⃒⃒⃒⃒
⃒ 1
1 + 𝑎𝑛+𝑘−1

− 1
1 + 𝑎𝑛−1

⃒⃒⃒⃒
⃒ = |𝑎𝑛−1 − 𝑎𝑛+𝑘−1|

(1 + 𝑎𝑛+𝑘−1)(1 + 𝑎𝑛−1)

≤ 1
(1 + 1

2)2 |𝑎𝑛+𝑘−1 − 𝑎𝑛−1| =
4
9 |𝑎𝑛+𝑘−1 − 𝑎𝑛−1|

≤
(︂4

9

)︂2
|𝑎𝑛+𝑘−2 − 𝑎𝑛−2| ≤ . . . ≤

(︂4
9

)︂𝑛−1
|𝑎𝑘+1 − 𝑎1|

≤
(︂4

9

)︂𝑛−1
(|𝑎𝑘+1|+ |𝑎1|) ≤ 2

(︂4
9

)︂𝑛−1
.

Es sei 𝜀 > 0. Wegen 2
(︁

4
9

)︁𝑛−1
→ 0 (𝑛→∞) gilt:

∃𝑛0 ∈ N ∖ {1} ∀𝑛 ≥ 𝑛0 : 2
(︂4

9

)︂𝑛−1
< 𝜀.

Wir erhalten:
∀𝑛 ≥ 𝑛0 ∀𝑘 ∈ N : |𝑎𝑛+𝑘 − 𝑎𝑛| < 𝜀.
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Also ist (𝑎𝑛) eine Cauchyfolge und somit konvergent; 𝑎 := lim𝑛→∞ 𝑎𝑛. Klar ist:

𝑎 ≥ 1
2 und 𝑎 = 1

1 + 𝑎
.

Also ist
𝑎2 + 𝑎− 1 = 0⇒ 𝑎 = −1

2 +
√

5
2 oder 𝑎 = −1

2 −
√

5
2 .

Wegen 𝑎 ≥ 1
2 folgt 𝑎 =

√
5−1
2 .
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Kapitel 3

Unendliche Reihen

Definition: Es sei (𝑎𝑛) sei eine Folge.

a) Wir setzen
𝑠𝑛 := 𝑎1 + 𝑎2 + . . .+ 𝑎𝑛 (𝑛 ∈ N),

also 𝑠1 = 𝑎1, 𝑠2 = 𝑎1 +𝑎2, 𝑠3 = 𝑎1 +𝑎2 +𝑎3, . . . . Die Folge (𝑠𝑛) heißt (unendliche)
Reihe und wird mit ∑︀∞

𝑛=1 𝑎𝑛 bezeichnet. Es gilt also:∑︀∞
𝑛=1 𝑎𝑛 ist konvergent bzw. divergent ⇐⇒ (𝑠𝑛) ist konvergent bzw. divergent.

b) 𝑠𝑛 heißt 𝑛-te Teilsumme von ∑︀∞
𝑛=1 𝑎𝑛.

c) Ist ∑︀∞
𝑛=1 𝑎𝑛 konvergent, so heißt lim𝑛→∞ 𝑠𝑛 der Reihenwert und wird ebenfalls

mit ∑︀∞
𝑛=1 𝑎𝑛 bezeichnet. (Vorsicht: Doppelbedeutung von ∑︀∞

𝑛=1 𝑎𝑛.)

Bemerkung: Ist 𝑝 ∈ Z und (𝑎𝑛)∞
𝑛=𝑝 eine Folge, so definiert man entsprechend

𝑠𝑛 = 𝑎𝑝 + 𝑎𝑝+1 + . . .+ 𝑎𝑛 (𝑛 ≥ 𝑝)

und ∑︀∞
𝑛=𝑝 𝑎𝑛 (meist: 𝑝 = 1 oder 𝑝 = 0).

Die folgenden Sätze und Definitionen formulieren wir nun für Reihen der Form ∑︀∞
𝑛=1 𝑎𝑛.

Diese Sätze und Definitionen gelten entsprechend für Reihen der Form ∑︀∞
𝑛=𝑝 𝑎𝑛 (𝑝 ∈ Z).

Beispiele:

a) Es sei 𝑥 ∈ R. Die Reihe
∞∑︁
𝑛=0

𝑥𝑛 = 1 + 𝑥+ 𝑥2 + 𝑥3 + . . .

heißt geometrische Reihe.
Hier ist 𝑠𝑛 = 1 +𝑥+ . . .+𝑥𝑛 (𝑛 ∈ N0). Nach 2.6 gilt: (𝑠𝑛) konvergiert ⇐⇒ |𝑥| < 1
und lim𝑛→∞ 𝑠𝑛 = 1

1−𝑥 für |𝑥| < 1. Also: ∑︀∞
𝑛=0 𝑥

𝑛 konvergiert ⇐⇒ |𝑥| < 1 und
∞∑︁
𝑛=0

𝑥𝑛 = 1
1− 𝑥 (|𝑥| < 1).
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b)
∞∑︁
𝑛=1

1
𝑛(𝑛+ 1); 𝑎𝑛 = 1

𝑛(𝑛+ 1) = 1
𝑛
− 1
𝑛+ 1 .

Es gilt:

𝑠𝑛 = 𝑎1 + . . .+ 𝑎𝑛

= (1− 1
2) + (1

2 −
1
3) + . . .+ ( 1

𝑛− 1 −
1
𝑛

) + ( 1
𝑛
− 1
𝑛+ 1)

= 1− 1
𝑛+ 1 → 1.

Also: ∑︀∞
𝑛=1

1
𝑛(𝑛+1) ist konvergent und ∑︀∞

𝑛=1
1

𝑛(𝑛+1) = 1.

c)
∞∑︁
𝑛=0

1
𝑛! = 1 + 1 + 1

2! + 1
3! + . . . .

Nach 2.9 gilt:
𝑠𝑛 = 1 + 1 + 1

2! + . . .+ 1
𝑛! → 𝑒 (𝑛→∞).

Also: ∑︀∞
𝑛=0

1
𝑛! konvergiert und ∑︀∞

𝑛=0
1
𝑛! = 𝑒.

d) Die Reihe
∞∑︁
𝑛=1

1
𝑛

heißt harmonische Reihe. Hier ist 𝑠𝑛 = 1 + 1
2 + . . .+ 1

𝑛
(𝑛 ∈ N). Es gilt:

𝑠2𝑛 = 1 + 1
2 + . . .+ 1

𝑛
+ 1
𝑛+ 1 + . . .+ 1

2𝑛 = 𝑠𝑛 + 1
𝑛+ 1⏟  ⏞  

≥ 1
2𝑛

+ . . .+ 1
2𝑛⏟ ⏞ 
≥ 1

2𝑛

≥ 𝑠𝑛 + 1
2 .

Annahme: (𝑠𝑛) ist konvergent; 𝑠 := lim𝑛→∞ 𝑠𝑛. Mit 2.11 folgt 𝑠2𝑛 → 𝑠 (𝑛 → ∞).
Somit gilt

𝑠 ≥ 𝑠+ 1
2 ⇒ 0 ≥ 1

2 .

Widerspruch. Also: ∑︀∞
𝑛=1

1
𝑛

ist divergent.

Satz 3.1: Es sei (𝑎𝑛) eine Folge und 𝑠𝑛 = 𝑎1 + . . .+ 𝑎𝑛 (𝑛 ∈ N).
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a) Monotoniekriterium: Sind alle 𝑎𝑛 ≥ 0 und ist (𝑠𝑛) beschränkt, so ist ∑︀∞
𝑛=1 𝑎𝑛

konvergent.

b) Cauchykriterium: ∑︀∞
𝑛=1 𝑎𝑛 ist konvergent ⇐⇒

∀𝜀 > 0 ∃𝑛0 ∈ N ∀𝑚 > 𝑛 ≥ 𝑛0 :

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑚∑︁
𝑘=𝑛+1

𝑎𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ < 𝜀.

c) Ist ∑︀∞
𝑛=1 𝑎𝑛 konvergent, so gilt 𝑎𝑛 → 0 (𝑛→∞).

d) Die Reihe ∑︀∞
𝑛=1 𝑎𝑛 sei konvergent. Dann ist für jedes 𝑚 ∈ N die Reihe ∑︀∞

𝑛=𝑚+1 𝑎𝑛

konvergent und für 𝑟𝑚 := ∑︀∞
𝑛=𝑚+1 𝑎𝑛 gilt: 𝑟𝑚 → 0 (𝑚→∞).

Beweis:

a) Es gilt: 𝑠𝑛+1 = 𝑎1 + . . .+𝑎𝑛+𝑎𝑛+1 = 𝑠𝑛+𝑎𝑛+1 ≥ 𝑠𝑛 (𝑛 ∈ N). Also ist (𝑠𝑛) wachsend
und beschränkt. Nach 2.3 ist (𝑠𝑛) konvergent.

b) Für 𝑚 > 𝑛 gilt:

|𝑠𝑚 − 𝑠𝑛| = |𝑎1 + . . .+ 𝑎𝑛 + 𝑎𝑛+1 + . . .+ 𝑎𝑚 − (𝑎1 + . . .+ 𝑎𝑛)|

= |𝑎𝑛+1 + . . .+ 𝑎𝑚| = |
𝑚∑︁

𝑘=𝑛+1
𝑎𝑘|.

Die Behauptung folgt damit aus 2.16.

c) Es gilt: 𝑠𝑛+1 − 𝑠𝑛 = 𝑎𝑛+1 (𝑛 ∈ N). Ist (𝑠𝑛) konvergent, so folgt 𝑎𝑛+1 → 0.

d) Ohne Beweis.

□

Bemerkung: Ist (𝑎𝑛) eine Folge und gilt 𝑎𝑛 ̸→ 0, so ist ∑︀∞
𝑛=1 𝑎𝑛 divergent.

Satz 3.2: Die Reihen ∑︀∞
𝑛=1 𝑎𝑛 und ∑︀∞

𝑛=1 𝑏𝑛 seien konvergent und es seien 𝛼, 𝛽 ∈ R.
Dann konvergiert

∞∑︁
𝑛=1

(𝛼𝑎𝑛 + 𝛽𝑏𝑛)

und es gilt
∞∑︁
𝑛=1

(𝛼𝑎𝑛 + 𝛽𝑏𝑛) = 𝛼
∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛 + 𝛽
∞∑︁
𝑛=1

𝑏𝑛.
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Beweis: Folgt aus 2.2. □

Satz 3.3 (Leibnizkriterium): Es sei (𝑏𝑛) eine Folge mit:

a) (𝑏𝑛) ist monoton fallend,

b) 𝑏𝑛 → 0 (𝑛→∞).

Dann ist ∑︀∞
𝑛=1(−1)𝑛+1𝑏𝑛 konvergent.

Beispiel: Aus 3.3 folgt:
Die alternierende harmonische Reihe ∑︀∞

𝑛=1
(−1)𝑛+1

𝑛
ist konvergent.

Beweis: (von 3.3) Da (𝑏𝑛) eine monoton fallende Nullfolge ist, folgt 𝑏𝑛 ≥ 0 für jedes
𝑛 ∈ N. Definiere

𝑎𝑛 := (−1)𝑛+1𝑏𝑛 und 𝑠𝑛 := 𝑎1 + · · ·+ 𝑎𝑛 (𝑛 ∈ N).

Beh. 1: (𝑠2𝑛) ist monoton wachend und nach oben beschränkt.

Bew.: Da 𝑏2𝑛+1 ≥ 𝑏2𝑛+2 folgt

𝑠2(𝑛+1) = 𝑠2𝑛 + 𝑎2𝑛+1 + 𝑎2𝑛+2 = 𝑠2𝑛 + 𝑏2𝑛+1 − 𝑏2𝑛+2 ≥ 𝑠2𝑛.

Dies impliziert bereits, dass (𝑠2𝑛) monoton wachsend ist. Für die Beschränktheit berech-
nen wir

𝑠2𝑛 = 𝑏1 − (𝑏2 − 𝑏3)⏟  ⏞  
≥0

− (𝑏4 − 𝑏5)⏟  ⏞  
≥0

− · · · − (𝑏2𝑛−2 − 𝑏2𝑛−1)⏟  ⏞  
≥0

− 𝑏2𝑛⏟ ⏞ 
≥0

≤ 𝑏1.

Somit ist (𝑠2𝑛) nach unten durch 𝑏1 beschränkt.

Beh. 2: (𝑠2𝑛) ist monoton fallend und nach oben beschränkt.

Bew.: Analog zu Beh. 1.

Nutzt man das Monotoniekriterium, so implizieren obige Behauptungen, dass (𝑠2𝑛) und
(𝑠2𝑛−1) konvergieren. Aus Satz 2.2 und dem Fakt, dass (𝑏𝑛) eine Nullfolge ist, folgt ferner

| lim
𝑛→∞

𝑠2𝑛 − lim
𝑛→∞

𝑠2𝑛−1| = | lim
𝑛→∞

(𝑠2𝑛 − 𝑠2𝑛−1)| = lim
𝑛→∞
|𝑠2𝑛 − 𝑠2𝑛−1| = lim

𝑛→∞
|𝑏2𝑛| = 0.
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Also haben (𝑠2𝑛) und (𝑠2𝑛−1) den gleichen Grenzwert, den wir mit 𝑠 ∈ R bezeichnen. Die
Konvergenz impliziert, dass für jedes 𝜀 > 0 eine 𝑛1 ∈ N existiert, sodass für alle 𝑛 ≥ 𝑛1

gilt

|𝑠2𝑛 − 𝑠| < 𝜀 und |𝑠2𝑛−1 − 𝑠| < 𝜀.

Ist also 𝑛 ≥ 𝑛0 := 2𝑛1 − 1, so ist |𝑠𝑛 − 𝑠| < 𝜀. Folglich ist (𝑠𝑛) konvergent. □

Definition: ∑︀∞
𝑛=1 𝑎𝑛 heißt absolut konvergent :⇐⇒ ∑︀∞

𝑛=1 |𝑎𝑛| ist konvergent.

Beispiel: ∑︀∞
𝑛=1

(−1)𝑛+1

𝑛
ist konvergent, aber nicht absolut konvergent.

Satz 3.4: ∑︀∞
𝑛=1 𝑎𝑛 sei absolut konvergent. Dann gilt:

a) ∑︀∞
𝑛=1 𝑎𝑛 ist konvergent,

b) |∑︀∞
𝑛=1 𝑎𝑛| ≤

∑︀∞
𝑛=1 |𝑎𝑛| (△-Ungleichung für Reihen).

Beweis:

a) Für 𝑚,𝑛 ∈ N, 𝑚 > 𝑛 gilt:

(*) |
𝑚∑︁

𝑘=𝑛+1
𝑎𝑘|⏟  ⏞  

=:𝜎𝑚,𝑛

≤
𝑚∑︁

𝑘=𝑛+1
|𝑎𝑘|⏟  ⏞  

=:𝜏𝑚,𝑛

.

Es sei 𝜀 > 0. Nach Voraussetzung und 3.1 b) gilt:

∃𝑛0 ∈ N ∀𝑚 > 𝑛 ≥ 𝑛0 : 𝜏𝑚,𝑛 < 𝜀,

also mit (*)
∃𝑛0 ∈ N ∀𝑚 > 𝑛 ≥ 𝑛0 : 𝜎𝑚,𝑛 < 𝜀.

Nach 3.1 b) ist ∑︀∞
𝑛=1 𝑎𝑛 konvergent.

b) Es sei 𝑠𝑛 := 𝑎1 + . . . + 𝑎𝑛, 𝜎𝑛 := |𝑎1| + . . . + |𝑎𝑛| (𝑛 ∈ N), 𝑠 := lim𝑛→∞ 𝑠𝑛 und
𝜎 := lim𝑛→∞ 𝜎𝑛. Es gilt: |𝑠𝑛| → |𝑠| (𝑛 → ∞) und |𝑠𝑛| ≤ 𝜎𝑛 (𝑛 ∈ N). Damit folgt
|𝑠| ≤ 𝜎.

□
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Satz 3.5:

a) Majorantenkriterium: Gilt |𝑎𝑛| ≤ 𝑏𝑛 ffa 𝑛 ∈ N und ist ∑︀∞
𝑛=1 𝑏𝑛 konvergent, so

ist ∑︀∞
𝑛=1 𝑎𝑛 absolut konvergent.

b) Minorantenkriterium: Gilt 𝑎𝑛 ≥ 𝑏𝑛 ≥ 0 ffa 𝑛 ∈ N und ist ∑︀∞
𝑛=1 𝑏𝑛 divergent, so

ist ∑︀∞
𝑛=1 𝑎𝑛 divergent.

Beweis:

a) Es gilt: ∃𝑗 ∈ N ∀𝑛 ≥ 𝑗: |𝑎𝑛| ≤ 𝑏𝑛. Nun sei 𝑚 > 𝑛 ≥ 𝑗. Dann ist
𝑚∑︁

𝑘=𝑛+1
|𝑎𝑘|⏟  ⏞  

=:𝜎𝑚,𝑛

≤
𝑚∑︁

𝑘=𝑛+1
𝑏𝑘⏟  ⏞  

=:𝜏𝑚,𝑛

.

Es sei 𝜀 > 0. Nach Voraussetzung und 3.1 b) gilt:

∃𝑛0 ≥ 𝑗 ∀𝑚 > 𝑛 ≥ 𝑛0 : 𝜏𝑚,𝑛 < 𝜀,

also
∃𝑛0 ≥ 𝑗 ∀𝑚 > 𝑛 ≥ 𝑛0 : 𝜎𝑚,𝑛 < 𝜀.

Nach 3.1 b) ist ∑︀∞
𝑛=1 |𝑎𝑛| konvergiert.

b) Annahme: ∑︀∞
𝑛=1 𝑎𝑛 ist konvergent. Nach a) ist dann ∑︀∞

𝑛=1 𝑏𝑛 konvergent. Wider-
spruch.

□

Beispiele:

a) ∑︀∞
𝑛=1

1
(𝑛+1)2 , 𝑎𝑛 := 1

(𝑛+1)2 (𝑛 ∈ N). Für jedes 𝑛 ∈ N gilt:

|𝑎𝑛| = 𝑎𝑛 = 1
(𝑛+ 1)2 = 1

𝑛2 + 2𝑛+ 1 ≤
1

𝑛2 + 2𝑛 ≤
1

𝑛(𝑛+ 1) =: 𝑏𝑛.

Bekannt: ∑︀∞
𝑛=1 𝑏𝑛 ist konvergent. Nach 3.5 a) ist auch ∑︀∞

𝑛=1
1

(𝑛+1)2 konvergent.

b) Aus Beispiel a) folgt: ∑︀∞
𝑛=1

1
𝑛2 ist konvergent.
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c) Sei 𝛼 > 0 und 𝛼 ∈ Q. Wir betrachten ∑︀∞
𝑛=1

1
𝑛𝛼 .

Fall 1: 𝛼 ∈ (0, 1].

∀𝑛 ∈ N : 1
𝑛𝛼
≥ 1
𝑛
≥ 0 3.5 𝑏)===⇒

∞∑︁
𝑛=1

1
𝑛𝛼

divergiert.

Fall 2: 𝛼 ≥ 2.

∀𝑛 ∈ N : 0 ≤ 1
𝑛𝛼
≤ 1
𝑛2

3.5 𝑎)====⇒
∞∑︁
𝑛=1

1
𝑛𝛼

konvergiert.

Fall 3: 𝛼 ∈ (1, 2).
∞∑︁
𝑛=1

1
𝑛𝛼

konvergiert.

Beweis in den Übungen.

Fazit: Ist 𝛼 > 0 und 𝛼 ∈ Q, so gilt:
∞∑︁
𝑛=1

1
𝑛𝛼

konvergiert ⇔ 𝛼 > 1.

Bemerkung: Ist später (in §7) die allgemeine Potenz 𝑎𝑥 (𝑎 > 0, 𝑥 ∈ R) eingeführt,
so zeigt man analog: Ist 𝛼 > 0, so gilt:

∞∑︁
𝑛=1

1
𝑛𝛼

konvergiert ⇔ 𝛼 > 1.

d) ∑︀∞
𝑛=1(−1)𝑛 𝑛+2

𝑛3+1 . Es gilt:⃒⃒⃒⃒
(−1)𝑛 𝑛+ 2

𝑛3 + 1

⃒⃒⃒⃒
= 𝑛+ 2
𝑛3 + 1 ≤

𝑛+ 2
𝑛3 ≤ 2𝑛

𝑛3 = 2
𝑛2 (𝑛 ≥ 2).

Die Reihe ∑︀∞
𝑛=1

2
𝑛2 ist konvergent. Nach 3.5 a) ist ∑︀∞

𝑛=1(−1)𝑛 𝑛+2
𝑛3+1 absolut konver-

gent.

e) ∑︀∞
𝑛=1

√
𝑛

𝑛+1 . Es gilt √
𝑛

𝑛+ 1 ≥
√
𝑛

2𝑛 = 1
2
√
𝑛
≥ 0 (𝑛 ∈ N).

Die Reihe ∑︀∞
𝑛=1

1
2
√
𝑛

divergiert. Nach 3.5 b) ist auch ∑︀∞
𝑛=1

√
𝑛

𝑛+1 divergent.

Hilfssatz 3.6: Die Folge (𝑐𝑛) sei beschränkt. Dann gilt:
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a) Ist 𝛼 := lim sup𝑛→∞ 𝑐𝑛 und 𝑥 > 𝛼, so ist 𝑐𝑛 < 𝑥 ffa 𝑛 ∈ N.

b) Ist 𝛼 := lim inf𝑛→∞ 𝑐𝑛 und 𝑥 < 𝛼, so ist 𝑐𝑛 > 𝑥 ffa 𝑛 ∈ N.

c) Ist 𝑐𝑛 ≥ 0 (𝑛 ∈ N) und lim sup𝑛→∞ 𝑐𝑛 = 0, so gilt 𝑐𝑛 → 0 (𝑛→∞).

Beweis:

c) Es sei 𝜀 > 0. Mit a) (für 𝑥 = 𝜀) folgt: −𝜀 < 0 ≤ 𝑐𝑛 < 𝜀 ffa 𝑛 ∈ N. Also gilt
𝑐𝑛 ∈ 𝑈𝜀(0) ffa 𝑛 ∈ N.

a) Annahme: 𝑐𝑛 ≥ 𝑥 für unendlich viele 𝑛, etwa für 𝑛1, 𝑛2, 𝑛3, . . . mit

𝑛1 < 𝑛2 < 𝑛3 < . . .

Die Teilfolge (𝑐𝑛𝑘
) ist beschränkt. Nach 2.11 enthält (𝑐𝑛𝑘

) eine konvergente Teilfolge
(𝑐𝑛𝑘𝑗

). Definiere
𝛽 := lim

𝑗→∞
𝑐𝑛𝑘𝑗

.

Es gilt 𝑐𝑛𝑘𝑗
≥ 𝑥 (𝑗 ∈ N), also ist 𝛽 ≥ 𝑥 > 𝛼. Auch (𝑐𝑛𝑘𝑗

) ist eine Teilfolge von (𝑐𝑛),
also ist 𝛽 ∈ 𝐻(𝑐𝑛) und somit 𝛽 ≤ 𝛼, Widerspruch.

b) Analog wie a).

□

Satz 3.7 (Wurzelkriterium (WK)): Es sei (𝑎𝑛) eine Folge, 𝑐𝑛 := 𝑛

√︁
|𝑎𝑛| (𝑛 ∈ N).

a) Ist (𝑐𝑛) unbeschränkt, so ist ∑︀∞
𝑛=1 𝑎𝑛 divergent.

b) Es sei (𝑐𝑛) beschränkt und 𝛼 := lim sup𝑛→∞ 𝑐𝑛. Dann gilt:

(i) Ist 𝛼 < 1, so ist ∑︀∞
𝑛=1 𝑎𝑛 absolut konvergent.

(ii) Ist 𝛼 > 1, so ist ∑︀∞
𝑛=1 𝑎𝑛 divergent.

Im Falle 𝛼 = 1 ist keine allgemeine Aussage möglich.

Beweis:
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a) (𝑐𝑛) ist unbeschränkt⇒ 𝑐𝑛 ≥ 1 für unendlich viele 𝑛 ∈ N⇒ |𝑎𝑛| ≥ 1 für unendlich
viele 𝑛 ∈ N ⇒ 𝑎𝑛 ̸→ 0. Mit 3.1 c) folgt die Behauptung.

b) (i) Es sei 𝛼 < 1. Wähle ein 𝑥 ∈ (𝛼, 1). Nach 3.6 gilt: 𝑐𝑛 ≤ 𝑥 ffa 𝑛 ∈ N, also
|𝑎𝑛| ≤ 𝑥𝑛 ffa 𝑛 ∈ N. Die Reihe ∑︀∞

𝑛=1 𝑥
𝑛 konvergiert. Nach 3.5 a) konvergiert∑︀∞

𝑛=1 𝑎𝑛 absolut.

(ii) Es sei 𝛼 > 1. Wähle 𝜀 > 0 so, daß 𝛼− 𝜀 > 1. Es gilt 𝑐𝑛 ∈ 𝑈𝜀(𝛼) für unendlich
viele 𝑛 ∈ N. Damit ist 𝑐𝑛 > 𝛼− 𝜀 > 1 für unendlich viele 𝑛. Wie bei a) folgt:∑︀∞
𝑛=1 𝑎𝑛 divergiert.

□

Beispiele:

a) 𝑎𝑛 := 1
𝑛

(𝑛 ∈ N); 𝑐𝑛 = 𝑛

√︁
|𝑎𝑛| = 1

𝑛√𝑛 → 1, also 𝛼 = 1 und ∑︀∞
𝑛=1 𝑎𝑛 divergiert.

b) 𝑎𝑛 := 1
𝑛2 (𝑛 ∈ N); 𝑐𝑛 = 𝑛

√︁
|𝑎𝑛| = 1

( 𝑛√𝑛)2 → 1, also 𝛼 = 1 und ∑︀∞
𝑛=1 𝑎𝑛 konvergiert.

c) Es sei 𝑥 ∈ R und 𝑎𝑛 :=

⎧⎪⎨⎪⎩
1

2𝑛 , falls 𝑛 = 2𝑘
𝑛𝑥𝑛, falls 𝑛 = 2𝑘 − 1

Frage: Für welche 𝑥 ist ∑︀∞
𝑛=1 𝑎𝑛 (absolut) konvergent? Es ist

𝑐𝑛 = 𝑛

√︁
|𝑎𝑛| =

⎧⎪⎨⎪⎩
1
2 , falls 𝑛 = 2𝑘
𝑛
√
𝑛|𝑥|, falls 𝑛 = 2𝑘 − 1

(𝑐𝑛) ist also beschränkt und 𝐻(𝑐𝑛) =
{︁

1
2 , |𝑥|

}︁
.

Fall 1: |𝑥| < 1. Dann ist 𝛼 = lim sup𝑛→∞ 𝑐𝑛 < 1, also ist∑︀∞
𝑛=1 𝑎𝑛 absolut konvergent.

Fall 2: |𝑥| > 1. Dann ist 𝛼 = lim sup𝑛→∞ 𝑐𝑛 > 1, also ist ∑︀∞
𝑛=1 𝑎𝑛 divergent.

Fall 3: |𝑥| = 1. Dann ist 𝛼 = lim sup𝑛→∞ 𝑐𝑛 = 1 und das Wurzelkriterium liefert
keine Entscheidung. Es ist |𝑎𝑛| = 𝑛 falls 𝑛 = 2𝑘 − 1. Also gilt 𝑎𝑛 ̸→ 0. Damit ist∑︀∞
𝑛=1 𝑎𝑛 also divergent.

Satz 3.8 (Quotientenkriterium (QK)): Es sei 𝑎𝑛 ̸= 0 ffa 𝑛 ∈ N und 𝑐𝑛 :=
⃒⃒⃒
𝑎𝑛+1
𝑎𝑛

⃒⃒⃒
.

a) Ist 𝑐𝑛 ≥ 1 ffa 𝑛 ∈ N, so ist ∑︀∞
𝑛=1 𝑎𝑛 divergent.
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b) Es sei (𝑐𝑛) beschränkt, 𝛼 := lim sup𝑛→∞ 𝑐𝑛 und 𝛽 := lim inf𝑛→∞ 𝑐𝑛. Dann gilt:

(i) Ist 𝛼 < 1, so ist ∑︀∞
𝑛=1 𝑎𝑛 absolut konvergent.

(ii) Ist 𝛽 > 1, so ist ∑︀∞
𝑛=1 𝑎𝑛 divergent.

Ohne Beweis.

Folgerung 3.9: (𝑎𝑛) und (𝑐𝑛) seien wie in 3.8, (𝑐𝑛) sei konvergent und 𝛼 := lim𝑛→∞ 𝑐𝑛.

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛 ist

⎧⎪⎨⎪⎩absolut konvergent, falls 𝛼 < 1
divergent, falls 𝛼 > 1

.

Im Falle 𝛼 = 1 ist keine allgemeine Aussage möglich.

Beispiele:

a) 𝑎𝑛 = 1
𝑛

(𝑛 ∈ N),
⃒⃒⃒
𝑎𝑛+1
𝑎𝑛

⃒⃒⃒
= 𝑛

𝑛+1 → 1, ∑︀∞
𝑛=1 𝑎𝑛 divergiert.

b) 𝑎𝑛 = 1
𝑛2 (𝑛 ∈ N),

⃒⃒⃒
𝑎𝑛+1
𝑎𝑛

⃒⃒⃒
= 𝑛2

(𝑛+1)2 → 1, ∑︀∞
𝑛=1 𝑎𝑛 konvergiert.

3.10 Die Exponentialreihe: Für 𝑥 ∈ R betrachte die Reihe
∞∑︁
𝑛=0

𝑥𝑛

𝑛! = 1 + 𝑥+ 𝑥2

2! + 𝑥3

3! + . . .

Frage: Für welche 𝑥 ∈ R konvergiert diese Reihe (absolut)?
Klar: Die Reihe konvergiert absolut für 𝑥 = 0. Sei nun 𝑥 ̸= 0 und 𝑎𝑛 := 𝑥𝑛

𝑛! (𝑛 ∈ N0). Es
gilt: ⃒⃒⃒⃒

𝑎𝑛+1

𝑎𝑛

⃒⃒⃒⃒
=
⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑥𝑛+1

(𝑛+ 1)! ·
𝑛!
𝑥𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒ = |𝑥|

𝑛+ 1 → 0 (𝑛→∞).

Mit 3.9 folgt:
∞∑︁
𝑛=0

𝑥𝑛

𝑛! konvergiert absolut für jedes 𝑥 ∈ R.

Damit ist eine Funktion 𝐸 : R→ R definiert:

𝐸(𝑥) :=
∞∑︁
𝑛=0

𝑥𝑛

𝑛! .

Sie heißt Exponentialfunktion. Es gilt: 𝐸(0) = 1, 𝐸(1) S2= 𝑒.
Später zeigen wir ∀𝑟 ∈ Q : 𝐸(𝑟) = 𝑒𝑟 und definieren dann 𝑒𝑥 := 𝐸(𝑥) für alle 𝑥 ∈ R ∖Q.
Dann ist also 𝑒𝑥 = 𝐸(𝑥) (𝑥 ∈ R).
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Definition: Sei (𝑎𝑛) eine Folge und 𝜙 : N→ N eine Bijektion. Setze 𝑏𝑛 := 𝑎𝜙(𝑛) (𝑛 ∈ N).
Also

𝑏1 = 𝑎𝜙(1), 𝑏2 = 𝑎𝜙(2), 𝑏3 = 𝑎𝜙(3), . . .

Dann heißt (𝑏𝑛) eine Umordnung von (𝑎𝑛).

Beispiel: (𝑎2, 𝑎4, 𝑎1, 𝑎3, 𝑎6, 𝑎8, 𝑎5, 𝑎7, . . . ) ist eine Umordnung von (𝑎𝑛).

Satz 3.11: Es sei (𝑏𝑛) eine Umordnung von (𝑎𝑛). Dann gilt:

a) Ist (𝑎𝑛) konvergent, so ist (𝑏𝑛) konvergent und lim𝑛→∞ 𝑏𝑛 = lim𝑛→∞ 𝑎𝑛.

b) Ist ∑︀∞
𝑛=1 𝑎𝑛 absolut konvergent, so ist ∑︀∞

𝑛=1 𝑏𝑛 absolut konvergent und
∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛 =
∞∑︁
𝑛=1

𝑏𝑛.

Beweis:

a) Setze 𝑎 := lim𝑛→∞ 𝑎𝑛. Es sei 𝜀 > 0. Dann gilt:

∃𝑛0 ∈ N ∀𝑛 ≥ 𝑛0 : |𝑎𝑛 − 𝑎| < 𝜀.

Da 𝜙 injektiv ist, ist die Menge {𝑛 ∈ N : 𝜙(𝑛) < 𝑛0} endlich. Also gilt:

|𝑏𝑛 − 𝑎| = |𝑎𝜙(𝑛) − 𝑎| < 𝜀 ffa 𝑛 ∈ N.

b) Ohne Beweis.

□

Bemerkung (ohne Beweis): Es sei ∑︀∞
𝑛=1 𝑎𝑛 konvergent, aber nicht absolut konvergent.

Dann gilt:

a) Ist 𝑠 ∈ R, so existiert eine Umordnung (𝑏𝑛) von (𝑎𝑛) mit:
∞∑︁
𝑛=1

𝑏𝑛 ist konvergent und
∞∑︁
𝑛=1

𝑏𝑛 = 𝑠.

b) Es existiert eine Umordnung (𝑐𝑛) von (𝑎𝑛) mit: ∑︀∞
𝑛=1 𝑐𝑛 ist divergent.
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Definition: Gegeben seien die Reihen ∑︀∞
𝑛=0 𝑎𝑛 und ∑︀∞

𝑛=0 𝑏𝑛.
Für 𝑛 ∈ N0 sei

𝑐𝑛 :=
𝑛∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘𝑏𝑛−𝑘 =
𝑛∑︁
𝑘=0

𝑎𝑛−𝑘𝑏𝑘, also

𝑐𝑛 = 𝑎0𝑏𝑛 + 𝑎1𝑏𝑛−1 + . . .+ 𝑎𝑛𝑏0.

Die Reihe ∑︀∞
𝑛=0 𝑐𝑛 heißt das Cauchyprodukt (CP) von ∑︀∞

𝑛=0 𝑎𝑛 und ∑︀∞
𝑛=0 𝑏𝑛.

Satz 3.12: Es seien ∑︀∞
𝑛=0 𝑎𝑛 und ∑︀∞

𝑛=0 𝑏𝑛 absolut konvergent. Für ihr Cauchyprodukt∑︀∞
𝑛=0 𝑐𝑛 gilt dann:

∞∑︁
𝑛=0

𝑐𝑛 ist absolut konvergent und
∞∑︁
𝑛=0

𝑐𝑛 = (
∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛)(
∞∑︁
𝑛=0

𝑏𝑛).

Ohne Beweis.

Beispiel: Es sei 𝑥 ∈ R und |𝑥| < 1.
Bekannt: ∑︀∞

𝑛=0 𝑥
𝑛 konvergiert absolut und ∑︀∞

𝑛=0 𝑥
𝑛 = 1

1−𝑥 . Also ist

1
(1− 𝑥)2 = (

∞∑︁
𝑛=0

𝑥𝑛)(
∞∑︁
𝑛=0

𝑥𝑛) 3.12=
∞∑︁
𝑛=0

𝑐𝑛,

mit 𝑐𝑛 = ∑︀𝑛
𝑘=0 𝑥

𝑘𝑥𝑛−𝑘 = (𝑛+ 1)𝑥𝑛 (𝑛 ∈ N0). Somit gilt:

1
(1− 𝑥)2 =

∞∑︁
𝑛=0

(𝑛+ 1)𝑥𝑛 (|𝑥| < 1).

z.B. (𝑥 = 1
2) : 4 = ∑︀∞

𝑛=0
(𝑛+1)

2𝑛 .
Weiter gilt:

𝑥

(1− 𝑥)2 =
∞∑︁
𝑛=0

(𝑛+ 1)𝑥𝑛+1 =
∞∑︁
𝑛=1

𝑛𝑥𝑛.

z.B. (𝑥 = 1
2) : 2 = ∑︀∞

𝑛=1
𝑛
2𝑛 , also 1 = ∑︀∞

𝑛=1
𝑛

2𝑛+1 .

3.13 Eigenschaften der Exponentialfunktion: 𝐸(𝑥) = ∑︀∞
𝑛=0

𝑥𝑛

𝑛! (𝑥 ∈ R). Es gilt:

a) 𝐸(0) = 1, 𝐸(1) = 𝑒;

b) ∀𝑥, 𝑦 ∈ R : 𝐸(𝑥+ 𝑦) = 𝐸(𝑥)𝐸(𝑦);
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c) ∀𝑥1, . . . , 𝑥𝑚 ∈ R : 𝐸(𝑥1 + . . .+ 𝑥𝑚) = 𝐸(𝑥1) · . . . · 𝐸(𝑥𝑚);

d) 𝐸(𝑥) > 1 (𝑥 > 0); 𝐸(𝑥) > 0 (𝑥 ∈ R); 𝐸(−𝑥) = 𝐸(𝑥)−1 (𝑥 ∈ R);

e) ∀𝑥 ∈ R ∀𝑟 ∈ Q : 𝐸(𝑟𝑥) = 𝐸(𝑥)𝑟;

f) ∀𝑟 ∈ Q : 𝐸(𝑟) = 𝑒𝑟;

g) 𝐸 ist auf R streng monoton wachsend, d.h. aus 𝑥 < 𝑦 folgt stets 𝐸(𝑥) < 𝐸(𝑦).

Beweis:

a) Ist bekannt.

b) Es gilt

𝐸(𝑥)𝐸(𝑦) = (
∞∑︁
𝑛=0

𝑥𝑛

𝑛! )(
∞∑︁
𝑛=0

𝑦𝑛

𝑛! ) 3.12=
∞∑︁
𝑛=0

𝑐𝑛,

mit

𝑐𝑛 =
𝑛∑︁
𝑘=0

𝑥𝑘

𝑘! ·
𝑦𝑛−𝑘

(𝑛− 𝑘)! = 1
𝑛!

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑛!
𝑘!(𝑛− 𝑘)!⏟  ⏞  

=(𝑛
𝑘)

𝑥𝑘𝑦𝑛−𝑘 S1= 1
𝑛! (𝑥+ 𝑦)𝑛 (𝑛 ∈ N0).

Also: 𝐸(𝑥)𝐸(𝑦) = ∑︀∞
𝑛=0

(𝑥+𝑦)𝑛

𝑛! = 𝐸(𝑥+ 𝑦).

c) Folgt aus b).

d) Für 𝑥 > 0 gilt 𝐸(𝑥) = 1 + 𝑥+ 𝑥2

2! + 𝑥3

3! + . . .⏟  ⏞  
>0

> 1. Weiter ist

1 = 𝐸 (𝑥+ (−𝑥)) 𝑏)= 𝐸(𝑥)𝐸(−𝑥) (𝑥 ∈ R).

Insbesondere gilt: 𝐸(𝑥) > 0 (𝑥 < 0) und 𝐸(−𝑥) = 𝐸(𝑥)−1 (𝑥 ∈ R).

e) Für 𝑥 ∈ R und 𝑛 ∈ N gilt:

𝐸(𝑛𝑥) = 𝐸(𝑥+ . . .+ 𝑥) 𝑐)= 𝐸(𝑥)𝑛.

Also ist
𝐸(𝑥) = 𝐸(𝑛𝑥

𝑛
) = (𝐸(𝑥

𝑛
))𝑛 ⇒ 𝐸( 1

𝑛
𝑥) = 𝐸(𝑥) 1

𝑛 .
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Für 𝑚,𝑛 ∈ N folgt damit:

𝐸(𝑚
𝑛
𝑥) = 𝐸(𝑚𝑥

𝑛
) = 𝐸(𝑥

𝑛
)𝑚 = (𝐸(𝑥) 1

𝑛 )𝑚 = 𝐸(𝑥)𝑚
𝑛 .

Somit gilt 𝐸(𝑟𝑥) = 𝐸(𝑥)𝑟 für jedes 𝑟 ∈ Q mit 𝑟 > 0. Sei 𝑟 ∈ Q und 𝑟 < 0. Dann
ist −𝑟 > 0, also

1
𝐸(𝑟𝑥) = 𝐸(−𝑟𝑥) = 𝐸(𝑥)−𝑟 = 1

𝐸(𝑥)𝑟 ⇒ 𝐸(𝑟𝑥) = 𝐸(𝑥)𝑟.

f) Folgt aus e) mit 𝑥 = 1.

g) Es sei 𝑥 < 𝑦. Dann gilt 𝑦 − 𝑥 > 0, also

⇒ 1
𝑑)
< 𝐸(𝑦 − 𝑥) 𝑏)= 𝐸(𝑦)𝐸(−𝑥) 𝑑)= 𝐸(𝑦)

𝐸(𝑥)
𝑑)=⇒ 𝐸(𝑥) < 𝐸(𝑦).

□
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Kapitel 4

Potenzreihen

Definition: Es sei (𝑎𝑛)∞
𝑛=0 eine Folge in R und 𝑥0 ∈ R. Eine Reihe der Form

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛(𝑥− 𝑥0)𝑛 = 𝑎0 + 𝑎1(𝑥− 𝑥0) + 𝑎2(𝑥− 𝑥0)2 + . . .

heißt Potenzreihe (PR).

Frage: Für welche 𝑥 ∈ R konvergiert eine Potenzreihe (absolut)?
Klar: Eine Potenzreihe konvergiert absolut für 𝑥 = 𝑥0.

Beispiele:

a) ∑︀∞
𝑛=0

𝑥𝑛

𝑛! . Hier: 𝑎𝑛 = 1
𝑛! (𝑛 ∈ N0), 𝑥0 = 0.

Bekannt: Die Potenzreihe konvergiert absolut für jedes 𝑥 ∈ R.

b) ∑︀∞
𝑛=0(𝑥− 𝑥0)𝑛. Hier: 𝑎𝑛 = 1 (𝑛 ∈ N0).

Bekannt: Die Potenzreihe konvergiert absolut ⇐⇒ |𝑥 − 𝑥0| < 1 (geometrische
Reihe).

c) ∑︀∞
𝑛=0 𝑛

𝑛(𝑥− 𝑥0)𝑛. Hier: 𝑎𝑛 = 𝑛𝑛 (𝑛 ∈ N0).
Es sei 𝑥 ̸= 𝑥0 und 𝑏𝑛 := 𝑛𝑛(𝑥− 𝑥0)𝑛. Es gilt: 𝑛

√︁
|𝑏𝑛| = 𝑛|𝑥− 𝑥0|. Wegen 𝑥 ̸= 𝑥0 ist(︁

𝑛

√︁
|𝑏𝑛|

)︁
unbeschränkt. Nach 3.7 ist ∑︀∞

𝑛=0 𝑛
𝑛(𝑥− 𝑥0)𝑛 divergent.

Also: ∑︀∞
𝑛=0 𝑛

𝑛(𝑥− 𝑥0)𝑛 konvergiert nur für 𝑥 = 𝑥0.

Definition: Es sei ∑︀∞
𝑛=0 𝑎𝑛(𝑥− 𝑥0)𝑛 eine Potenzreihe. Setze

𝜌 :=

⎧⎪⎨⎪⎩∞, falls
(︁

𝑛

√︁
|𝑎𝑛|

)︁
unbeschränkt

lim sup𝑛→∞
𝑛

√︁
|𝑎𝑛|, falls

(︁
𝑛

√︁
|𝑎𝑛|

)︁
beschränkt
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und

𝑟 :=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
0, falls 𝜌 =∞
∞, falls 𝜌 = 0
1
𝜌
, falls 𝜌 ∈ (0,∞)

(kurz: “𝑟 = 1
𝜌
“). 𝑟 heißt der Konvergenzradius (KR) der Potenzreihe.

Satz 4.1: Es sei ∑︀∞
𝑛=0 𝑎𝑛(𝑥 − 𝑥0)𝑛 eine Potenzreihe und 𝜌 und 𝑟 seien wie in obiger

Definition. Dann gilt:

a) Ist 𝑟 = 0, so konvergiert die Potenzreihe nur für 𝑥 = 𝑥0.

b) Ist 𝑟 =∞, so konvergiert die Potenzreihe absolut für jedes 𝑥 ∈ R.

c) Ist 𝑟 ∈ (0,∞), so konvergiert die Potenzreihe absolut für jedes 𝑥 ∈ R mit |𝑥−𝑥0| < 𝑟

und sie divergiert für jedes 𝑥 ∈ R mit |𝑥 − 𝑥0| > 𝑟. Für 𝑥 = 𝑥0 ± 𝑟 ist keine
allgemeine Aussage möglich.

? ?abs. KonvergenzDivergenz Divergenz

x0+rx0x0−r

Beweis: Für 𝑥 ∈ R sei 𝑏𝑛(𝑥) := 𝑎𝑛(𝑥 − 𝑥0)𝑛 (𝑛 ∈ N0), also 𝑛

√︁
|𝑏𝑛(𝑥)| = 𝑛

√︁
|𝑎𝑛||𝑥 − 𝑥0|

(𝑛 ∈ N).

a) Es sei 𝑥 ̸= 𝑥0. Es gilt 𝑟 = 0 also 𝜌 =∞. Somit ist
(︁

𝑛

√︁
|𝑏𝑛(𝑥)|

)︁
unbeschränkt. Nach

3.7 ist ∑︀∞
𝑛=0 𝑏𝑛(𝑥) divergent.

b) Es gilt 𝑟 =∞ also 𝜌 = 0. Somit ist lim sup𝑛→∞
𝑛

√︁
|𝑏𝑛(𝑥)| = 0 (𝑥 ∈ R). Mit 3.7 folgt

die Behauptung.

c) Es gilt:

lim sup
𝑛→∞

𝑛

√︁
|𝑏𝑛(𝑥)| = lim sup

𝑛→∞
𝑛

√︁
|𝑎𝑛||𝑥− 𝑥0| = 𝜌|𝑥− 𝑥0| =

1
𝑟
|𝑥− 𝑥0|.
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Also gilt:
lim sup
𝑛→∞

𝑛

√︁
|𝑏𝑛(𝑥)| < 1 ⇐⇒ |𝑥− 𝑥0| < 𝑟,

lim sup
𝑛→∞

𝑛

√︁
|𝑏𝑛(𝑥)| > 1 ⇐⇒ |𝑥− 𝑥0| > 𝑟.

Die Behauptung folgt aus 3.7.

□

Folgerung: Es gilt:
lim
𝑛→∞

1
𝑛
√
𝑛!

= 0.

Beweis: Bekannt: ∑︀∞
𝑛=0

𝑥𝑛

𝑛! kovergiert für jedes 𝑥 ∈ R. Nach 4.1 hat die Potenzreihe den
Konvergenzradius 𝑟 =∞, also ist 𝜌 = 0, d.h.

lim sup
𝑛→∞

1
𝑛
√
𝑛!

= 0.

Mit 3.6 folgt die Behauptung. □

Beispiele:

a) ∑︀∞
𝑛=0 𝑥

𝑛; 𝑎𝑛 = 1 (𝑛 ∈ N0), 𝑥0 = 0; 𝜌 = 1, 𝑟 = 1.
Die Potenzreihe konvergiert für |𝑥| < 1 absolut und sie divergiert für |𝑥| > 1. Für
|𝑥| = 1 ist die Potenzreihe divergent.

b) ∑︀∞
𝑛=1

𝑥𝑛

𝑛
; 𝑎0 = 0, 𝑎𝑛 = 1

𝑛
(𝑛 ≥ 1), 𝑥0 = 0.

Es gilt: 𝑛

√︁
|𝑎𝑛| = 1

𝑛√𝑛 → 1. Also ist 𝜌 = 1 und damit 𝑟 = 1. Die Potenzreihe
konvergiert absolut für |𝑥| < 1 und sie divergiert für |𝑥| > 1.
Für 𝑥 = 1: ∑︀∞

𝑛=1
1
𝑛

divergiert.
Für 𝑥 = −1: ∑︀∞

𝑛=1
(−1)𝑛

𝑛
konvergiert (nicht absolut).

c) ∑︀∞
𝑛=1

𝑥𝑛

𝑛2 ; 𝑎0 = 0, 𝑎𝑛 = 1
𝑛2 (𝑛 ≥ 1), 𝑥0 = 0.

Es gilt: 𝑛

√︁
|𝑎𝑛| → 1. Also ist 𝜌 = 1 und damit 𝑟 = 1. Die Potenzreihe konvergiert

absolut für |𝑥| < 1 und sie divergiert für |𝑥| > 1.
Für 𝑥 = 1: ∑︀∞

𝑛=1
1
𝑛2 konvergiert absolut.

Für 𝑥 = −1: ∑︀∞
𝑛=1

(−1)𝑛

𝑛2 konvergiert absolut.
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In vielen Fällen läßt sich auch über das Quotientenkriterium 3.8 der Konvergenzradius
einer Potenzreihe bestimmen:

Satz 4.2: Es sei 𝑎𝑛 ̸= 0 ffa 𝑛 ∈ N0, die Folge
(︁⃒⃒⃒

𝑎𝑛

𝑎𝑛+1

⃒⃒⃒)︁
sei konvergent und 𝐿 :=

lim𝑛→∞

⃒⃒⃒
𝑎𝑛

𝑎𝑛+1

⃒⃒⃒
. Dann hat die Potenzreihe ∑︀∞

𝑛=0 𝑎𝑛(𝑥− 𝑥0)𝑛 den Konvergenzradius 𝐿.

Ohne Beweis.

4.3 Cosinus: Wir betrachten die Reihe
∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛 𝑥2𝑛

(2𝑛)! = 1− 𝑥2

2! + 𝑥4

4! −
𝑥6

6! + . . .

Hier: 𝑥0 = 0, 𝑎2𝑛+1 = 0, 𝑎2𝑛 = (−1)𝑛

(2𝑛)! (𝑛 ∈ N0).
Wegen 0 ≤ 𝑛

√︁
|𝑎𝑛| ≤ 1

𝑛√
𝑛! (𝑛 ∈ N) und 1

𝑛√
𝑛! → 0 (𝑛→∞) folgt

𝑛

√︁
|𝑎𝑛| → 0 (𝑛→∞).

Nach 4.1 hat obige Potenzreihe den Konvergenzradius 𝑟 = ∞, konvergiert also absolut
für jedes 𝑥 ∈ R.

Cosinus:

⎧⎪⎨⎪⎩cos : R→ R

cos𝑥 := ∑︀∞
𝑛=0(−1)𝑛 𝑥2𝑛

(2𝑛)!

4.4 Sinus: Analog wie bei 4.3 sieht man: Die Potenzreihe
∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛 𝑥2𝑛+1

(2𝑛+ 1)! = 𝑥− 𝑥3

3! + 𝑥5

5! −
𝑥7

7! + . . .

konvergiert absolut für jedes 𝑥 ∈ R.

Sinus:

⎧⎪⎨⎪⎩sin : R→ R

sin 𝑥 := ∑︀∞
𝑛=0(−1)𝑛 𝑥2𝑛+1

(2𝑛+1)!

Offensichtlich gilt: sin 0 = 0, cos 0 = 1, sowie

∀𝑥 ∈ R : sin(−𝑥) = − sin(𝑥), cos(−𝑥) = cos(𝑥).
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Ähnlich wie in 3.13 zeigt man (mit dem Cauchyprodukt) die folgenden Additionstheore-
me:

∀𝑥, 𝑦 ∈ R : sin(𝑥+ 𝑦) = sin 𝑥 cos 𝑦 + cos𝑥 sin 𝑦,
∀𝑥, 𝑦 ∈ R : cos(𝑥+ 𝑦) = cos 𝑥 cos 𝑦 − sin 𝑥 sin 𝑦.

Für 𝑥 ∈ R erhalten wir

1 = cos(0) = cos(𝑥+ (−𝑥)) = cos 𝑥 cos(−𝑥)− sin 𝑥 sin(−𝑥) = cos2 𝑥+ sin2 𝑥,

cos2 𝑥 ≤ cos2 𝑥+ sin2 𝑥 = 1, sin2 𝑥 ≤ cos2 𝑥+ sin2 𝑥 = 1,

und damit | cos𝑥| ≤ 1 und | sin 𝑥| ≤ 1.
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Kapitel 5

𝑞-adische Entwicklung

Das Ziel in diesem Abschnitt lautet für eine gegebene reelle Zahl 𝑎 mit 0 ≤ 𝑎 < 1 eine
Darstellung als “Kommazahl” bzgl. einer gegebenen Basis 𝑞 herzuleiten.

Beispiel 5.1: a) Es gilt
3
10 = 0 · 10−0 + 3 · 10−1.

Der Vorfaktor vor 10−0 ist dabei die Ziffer vor dem Komma und alle Vorfaktoren
vor Ausdrücken der Form 10−𝑘, 𝑘 ∈ N, die 𝑘-te Nachkommastelle. D.h. im Falle
von 3

10 führt dies zur Darstellung
3
10 = 0, 3.

Da alle Vorfaktoren aus der Menge {0, . . . , 9} stammen und man immer mit Zahlen
der Form 10−𝑘 multipliziert, sagt man, dass 0, 3 die Darstellung von 3

10 bzgl. der
Basis 10 ist.

b) Wir versuchen nun die selbe Zahl bzgl. der Basis 5 darzustellen, d.h. 3
10 zu schreiben

als
∞∑︁
𝑘=0

𝑧𝑘 · 5−𝑘 wobei 𝑧𝑘 ∈ {0, . . . , 4}.

Hierzu berechnen wir
3
10 =

3
2
5 =

1 + 1
2

5 = 1
5 +

5
2
52 = 1

5 +
2 + 1

2
52 = 1

5 + 2
52 +

5
2
53 = · · · = 1

5 +
𝑛∑︁
𝑘=2

2
5𝑘 +

5
2

5𝑛+1 .

Für 𝑛→∞ sieht man also
10
3 = 0 · 5−0 + 1 · 5−1 +

∞∑︁
𝑘=2

2 · 5−𝑘.

Bzgl. der Basis 5 führt dies zu der Darstellung
3
10 = 0, 1222 . . .
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Dies wirft nun die Frage auf, ob man jede reelle Zahl 0 ≤ 𝑎 < 1 bzgl. einer gegebenen Basis
𝑞 ∈ N ∖ {1} in einer Kommazahl darstellen kann? Dies wird durch folgende Konstruktion
beantwortet.

Definition: Es sei 𝑥 ∈ R. Dann existiert genau eine größte ganze Zahl 𝑘 ∈ Z, die kleiner
oder gleich 𝑥 ist. Diese erfüllt 𝑘 ≤ 𝑥 < 𝑘 + 1 und wir schreiben hierfür

[𝑥] := 𝑘.

Vereinbarung: In diesem Kapitel sei stets 0 ≤ 𝑎 < 1 und 𝑞 ∈ N ∖ {1}.

Setze 𝑧1 := [𝑎𝑞], dann gilt: 𝑧1 ≤ 𝑎𝑞 < 𝑧1 + 1.
Also:

𝑧1

𝑞
≤ 𝑎 <

𝑧1

𝑞
+ 1
𝑞
.

Da 𝑎 ≥ 0 gilt per Definition von [𝑎𝑞], dass 𝑧1 ∈ N0. Außerdem ist 𝑎 < 1, sodass 𝑧1 ≤
𝑎𝑞 < 𝑞. Es folgt 𝑧1 ∈ {0, 1, . . . , 𝑞 − 1}.
Setze 𝑧2 := [(𝑎− 𝑧1

𝑞
)𝑞2]. Wie oben sieht man

𝑧1

𝑞
+ 𝑧2

𝑞2 ≤ 𝑎 <
𝑧1

𝑞
+ 𝑧2

𝑞2 + 1
𝑞2 ,

sowie 𝑧1 ∈ N0. Per Definition von 𝑧1 ist nun 𝑎𝑞 − 𝑧1 < 1 was wegen 𝑧2
𝑞
≤ 𝑎𝑞 − 𝑧1 < 1 die

Eigenschaft 𝑧2 ∈ {0, 1, . . . , 𝑞 − 1} zur Folge hat.
Allgemein (induktiv): Sind 𝑧1, . . . , 𝑧𝑘 bereits definiert, so setze

𝑧𝑘+1 := [(𝑎− 𝑧1

𝑞
− . . .− 𝑧𝑘

𝑞𝑘
)𝑞𝑘+1].

Wir erhalten so eine Folge (𝑧𝑘)𝑘∈N mit:

(*)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑧𝑘 ∈ {0, 1, . . . , 𝑞 − 1} (𝑘 ∈ N)
und
𝑧1

𝑞
+ . . .+ 𝑧𝑛

𝑞𝑛⏟  ⏞  
=:𝑠𝑛

≤ 𝑎 <
𝑧1

𝑞
+ . . .+ 𝑧𝑛

𝑞𝑛
+ 1
𝑞𝑛⏟  ⏞  

=𝑠𝑛+ 1
𝑞𝑛

(𝑛 ∈ N)
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Die Existenz des Grenzwerts von (𝑠𝑛)𝑛∈N für 𝑛→∞ sieht man wie folgt. Es gilt:

∀𝑘 ∈ N : 0 ≤ 𝑧𝑘
𝑞𝑘
≤ 𝑞 − 1

𝑞𝑘
und

∞∑︁
𝑘=1

𝑞 − 1
𝑞𝑘

konvergiert.

Nach dem Majorantenkriterium 3.5 a) ist also ∑︀∞
𝑘=1

𝑧𝑘

𝑞𝑘 konvergent. Es konvergiert also
die Folge der Partialsummen (𝑠𝑛) und mit (*) folgt

𝑎 = lim
𝑛→∞

𝑠𝑛 =
∞∑︁
𝑘=1

𝑧𝑘
𝑞𝑘
.

Dies führt zur folgenden Definition.

Definition: Ist (𝑦𝑘)𝑘∈N eine Folge mit 𝑦𝑘 ∈ {0, 1 . . . , 𝑞 − 1} (𝑘 ∈ N), so schreibt man

(0, 𝑦1𝑦2𝑦3𝑦4 . . . )𝑞 :=
∞∑︁
𝑘=1

𝑦𝑘
𝑞𝑘
,

und nennt (0, 𝑦1𝑦2𝑦3𝑦4 . . . )𝑞 einen 𝑞-adischen Bruch.

Bemerkungen:

a) Sprechweisen: 𝑞 = 10: Dezimalentwicklung; 𝑞 = 2: Dualentwicklung; 𝑞 = 16: Hexa-
dezimalentwicklung.

b) Existiert ein 𝑚 ∈ N : mit 𝑦𝑘 = 0 (𝑘 > 𝑚), so schreibt man auch:

(0, 𝑦1 . . . 𝑦𝑚)𝑞.

c) Die Darstellung einer reellen Zahl als ein solcher Reihenwert ist nicht eindeutig.
Z.B. ist

(0, 5)10 = 1
2 = (0, 499999999 . . . )10.

d) Ist 𝑎 = (0, 𝑧1𝑧2𝑧3𝑧4 . . . )𝑞 mit einer Folge (𝑧𝑘)𝑘∈N, die (*) erfüllt, so nennt man
(0, 𝑧1𝑧2𝑧3𝑧4 . . . )𝑞 die 𝑞-adische Entwicklung von 𝑎.

Folgender Satz zeigt, dass für eine gegebene reelle Zahl 0 ≤ 𝑎 < 1 es nur genau eine
solche Folge geben kann, d.h. dass die 𝑞-adische Entwicklung von 𝑎 eindeutig ist.

Satz 5.2: Ist (𝑧𝑘)𝑘∈N eine weitere Folge mit den Eigenschaften in (*), so gilt:

∀𝑘 ∈ N : 𝑧𝑘 = 𝑧𝑘.
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Beweis: Dies wird in der Übung gemacht. □

Im Folgenden ein paar Beispiele (die wir in der Vorlesung nicht besprochen haben).

Beispiele:

a) 𝑞 = 10, 𝑎 = 1
2 . Dann gilt:

𝑧1 = [𝑎𝑞] = [10
2 ] = 5, 𝑧2 = [(𝑎− 𝑧1

𝑞
)𝑞2] = [(1

2 −
5
10)100] = 0, . . .

Induktiv folgt: 𝑧𝑘 = 0 (𝑘 ≥ 2), also 1
2 = (0, 5000 . . . )10 = (0, 5)10.

b) 𝑞 = 7, 𝑎 = 5
6 . Dann gilt:

𝑧1 = [𝑎𝑞] = [35
6 ] = 5, 𝑧2 = [(𝑎− 𝑧1

𝑞
)𝑞2] = [35

6 ] = 5, . . .

Induktiv folgt: 𝑧𝑘 = 5 (𝑘 ≥ 2), also 5
6 = (0, 5)7.

Satz 5.3:

a) Sei (0, 𝑧1𝑧2𝑧3 . . . )𝑞 die 𝑞-adische Entwicklung von 𝑎. Dann existiert eine Teilfolge
(𝑧𝑘𝑙

) von (𝑧𝑘)𝑘∈N mit 𝑧𝑘𝑙
̸= 𝑞 − 1 für alle 𝑙 ∈ N.

b) Sei (𝑦𝑘)𝑘∈N eine Folge mit 𝑦𝑘 ∈ {0, 1, . . . , 𝑞−1} (𝑘 ∈ N) und sei 𝑎 = (0, 𝑦1𝑦2𝑦3 . . . )𝑞.
Existiert eine Teilfolge (𝑦𝑘𝑙

)𝑙∈N mit 𝑦𝑘𝑙
̸= 𝑞− 1 für alle 𝑙 ∈ N, so ist (0, 𝑦1𝑦2𝑦3 . . . )𝑞

die 𝑞-adische Entwicklung von 𝑎.

Beweis: a) Annahme: ∃𝑚 ∈ N ∀𝑘 ≥ 𝑚: 𝑧𝑘 = 𝑞 − 1. Dann gilt:

𝑎 =
∞∑︁
𝑘=1

𝑧𝑘
𝑞𝑘

=
𝑚−1∑︁
𝑘=1

𝑧𝑘
𝑞𝑘⏟  ⏞  

=𝑠𝑚−1

+
∞∑︁
𝑘=𝑚

𝑞 − 1
𝑞𝑘

.

Substituiert man in der Folgenden Rechnung 𝑘 −𝑚 = 𝑙, so folgt
∞∑︁
𝑘=𝑚

𝑞 − 1
𝑞𝑘

= 𝑞 − 1
𝑞𝑚

∞∑︁
𝑘=𝑚

1
𝑞𝑘−𝑚 = 𝑞 − 1

𝑞𝑚

∞∑︁
𝑙=0

1
𝑞𝑙

= 𝑞 − 1
𝑞𝑚

1
1− 1

𝑞

= 1
𝑞𝑚−1 .
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Also ist 𝑎 = 𝑠𝑚−1 + 1
𝑞𝑚−1

(*)
> 𝑎. Widerspruch.

b) Wir müssen zeigen, dass (𝑦𝑘)𝑘∈N die Eigenschaften (*) erfüllt. Da alle Summanden
nichtnegativ sind, folgt für die 𝑛-te Partialsumme

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑦𝑘
𝑞𝑘
≤

∞∑︁
𝑘=1

𝑦𝑘
𝑞𝑘

= 𝑎.

Somit ist die erste Ungleichung in (*) erfüllt. Für die zweite Ungleichung ist nun zu
zeigen:

∞∑︁
𝑘=1

𝑦𝑘
𝑞𝑘

= 𝑎 <
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑦𝑘
𝑞𝑘

+ 1
𝑞𝑛

⇔
∞∑︁

𝑘=𝑛+1

𝑦𝑘
𝑞𝑘

<
1
𝑞𝑛
.

Per Voraussetzung existiert ein Index 𝑘𝑙 ≥ 𝑛+ 1 mit 𝑦𝑘𝑙
< 𝑞 − 1. Dann gilt

∑︁
𝑘=𝑛+1

𝑦𝑘
𝑞𝑘

=
𝑘𝑙−1∑︁
𝑘=𝑛+1

𝑦𝑘
𝑞𝑘

+ 𝑦𝑘𝑙

𝑞𝑘𝑙
+

∞∑︁
𝑘=𝑘𝑙+1

𝑦𝑘
𝑞𝑘

≤
𝑘𝑙−1∑︁
𝑘=𝑛+1

𝑞 − 1
𝑞𝑘

+ 𝑦𝑘𝑙

𝑞𝑘𝑙
+

∞∑︁
𝑘=𝑘𝑙+1

𝑞 − 1
𝑞𝑘

=
∞∑︁

𝑘=𝑛+1

𝑞 − 1
𝑞𝑘

+ 𝑦𝑘𝑙

𝑞𝑘𝑙
− 𝑞 − 1

𝑞𝑘𝑙

<
∞∑︁

𝑘=𝑛+1

𝑞 − 1
𝑞𝑘

= 1
𝑞𝑛
.

Somit erfüllt (𝑦𝑘)𝑘∈N alle Eigenschaften in (*) und ist damit die 𝑞-adische Entwicklung
von 𝑎. □

Satz 5.4: R ist überabzählbar.

Beweis: Es genügt zu zeigen, daß [0, 1) überabzählbar ist. Annahme: [0, 1) ist abzählbar,
also [0, 1) = {𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, . . . }. Für 𝑗 ∈ N sei

𝑎𝑗 = 0, 𝑧(𝑗)
1 𝑧

(𝑗)
2 𝑧

(𝑗)
3 . . .

die 3-adische Entwicklung von 𝑎𝑗, also 𝑧(𝑗)
𝑛 ∈ {0, 1, 2} (𝑛 ∈ N). Setze

𝑧𝑛 :=

⎧⎪⎨⎪⎩1, falls 𝑧(𝑛)
𝑛 = 0 oder 𝑧(𝑛)

𝑛 = 2
0, falls 𝑧(𝑛)

𝑛 = 1
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Dann gilt 𝑧𝑛 ̸= 𝑧(𝑛)
𝑛 (𝑛 ∈ N) (**). Setze 𝑎 := ∑︀∞

𝑛=1
𝑧𝑛

3𝑛 . Es gilt:

0 ≤ 𝑎 ≤
∞∑︁
𝑛=1

1
3𝑛 = 1

2 , also 𝑎 ∈ [0, 1).

Nach 5.3 b) ist 0, 𝑧1𝑧2𝑧3 . . . die 3-adische Entwicklung von 𝑎. Wegen 𝑎 ∈ [0, 1) existiert
ein 𝑚 ∈ N mit 𝑎 = 𝑎𝑚, also

0, 𝑧1𝑧2𝑧3 . . . = 0, 𝑧(𝑚)
1 𝑧

(𝑚)
2 𝑧

(𝑚)
3 . . . .

Es folgt 𝑧𝑗 = 𝑧
(𝑚)
𝑗 (𝑗 ∈ N), also für 𝑗 = 𝑚: 𝑧𝑚 = 𝑧(𝑚)

𝑚 . Widerspruch zu (**). □
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Kapitel 6

Grenzwerte bei Funktionen

Definition: Es sei 𝐷 ⊆ R und 𝑥0 ∈ R. 𝑥0 heißt ein Häufungspunkt (HP) von 𝐷

:⇐⇒ Es gibt eine Folge (𝑥𝑛) in 𝐷 ∖ {𝑥0} mit 𝑥𝑛 → 𝑥0.

Beispiele:

a) 𝐷 = (0, 1]. Es gilt: 𝑥0 ist Häufungspunkt von 𝐷 ⇐⇒ 𝑥0 ∈ [0, 1].

b) 𝐷 = { 1
𝑛

: 𝑛 ∈ N}. Es gilt: 𝐷 hat genau einen Häufungspunkt: 𝑥0 = 0.

c) 𝐷 = Q. Es gilt: Jedes 𝑥 ∈ R ist Häufungspunkt von 𝐷.

d) Ist 𝐷 endlich, so hat 𝐷 keine Häufungspunkte.

Hilfssatz 6.1: Sei 𝐷 ⊆ R und 𝑥0 ∈ R. Dann gilt:

𝑥0 ist Häufungspunkt von 𝐷 ⇐⇒ ∀𝜀 > 0 : 𝑈𝜀(𝑥0) ∩ (𝐷 ∖ {𝑥0}) ̸= ∅.

Beweis:
“⇒“: Es gibt eine Folge (𝑥𝑛) in 𝐷 ∖ {𝑥0} mit 𝑥𝑛 → 𝑥0. Es sei 𝜀 > 0. Dann gilt:

∃𝑛0 ∈ N ∀𝑛 ≥ 𝑛0 : 𝑥𝑛 ∈ 𝑈𝜀(𝑥0) ∩ (𝐷 ∖ {𝑥0}).

“⇐“: Nach Voraussetzung gilt:
∃𝑥1 ∈ 𝑈1(𝑥0) ∩ (𝐷 ∖ {𝑥0}), also |𝑥1 − 𝑥0| < 1;
∃𝑥2 ∈ 𝑈 1

2
(𝑥0) ∩ (𝐷 ∖ {𝑥0}), also |𝑥2 − 𝑥0| < 1

2 ; etc.
Wir erhalten eine Folge (𝑥𝑛) in 𝐷 ∖ {𝑥0} mit

|𝑥𝑛 − 𝑥0| <
1
𝑛

(𝑛 ∈ N),

also 𝑥𝑛 → 𝑥0. □
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Vereinbarung: Ab jetzt sei stets in diesem Sen ∅ ≠ 𝐷 ⊆ R, 𝑥0 ein Häufungspunkt von
𝐷 und 𝑓 : 𝐷 → R eine Funktion.

Bezeichnung:

a) 𝐷𝛿(𝑥0) := 𝑈𝛿(𝑥0) ∩ (𝐷 ∖ {𝑥0}).

b) Sei 𝑀 ⊆ 𝐷 und 𝑔 : 𝐷 → R eine weitere Funktion. Wir schreiben “𝑓 ≤ 𝑔 auf 𝑀”
für “𝑓(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥) (𝑥 ∈𝑀)”.

Definition: lim𝑥→𝑥0 𝑓(𝑥) existiert : ⇐⇒ Es gibt ein 𝑎 ∈ R so, daß für jede Folge (𝑥𝑛)
in 𝐷 ∖ {𝑥0} mit 𝑥𝑛 → 𝑥0 gilt: 𝑓(𝑥𝑛)→ 𝑎.
In diesem Fall ist 𝑎 eindeutig bestimmt und wir schreiben:

lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝑎 oder 𝑓(𝑥)→ 𝑎 (𝑥→ 𝑥0).

Bemerkung: Sollte 𝑥0 ∈ 𝐷 sein, so ist der Wert 𝑓(𝑥0) in obiger Definition nicht relevant.
Relevant ist allein das Verhalten von 𝑓 in das “Nähe“ von 𝑥0.

Beispiele:

a) 𝐷 := [0,∞), 𝑝 ∈ N, 𝑓(𝑥) := 𝑝
√
𝑥.

Es sei 𝑥0 ∈ 𝐷 (dann ist 𝑥0 eine Häufungspunkt von 𝐷). Es sei (𝑥𝑛) eine Folge in
𝐷 mit 𝑥𝑛 → 𝑥0. Nach 2.4 gilt dann: 𝑝

√
𝑥𝑛 → 𝑝

√
𝑥0 (𝑛→∞). Also gilt:

lim
𝑥→𝑥0

𝑝
√
𝑥 = 𝑝
√
𝑥0.

b) 𝐷 = (0, 1],

𝑓(𝑥) :=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥2, 0 < 𝑥 < 1
2

1
2 , 𝑥 = 1

2

1, 1
2 < 𝑥 < 1

0, 𝑥 = 1
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Klar: lim𝑥→0 𝑓(𝑥) = 0, lim𝑥→1 𝑓(𝑥) = 1. Weiter sei

𝑥𝑛 := 1
2 −

1
𝑛
, 𝑦𝑛 := 1

2 + 1
𝑛

(𝑛 ≥ 3).

Es gilt 𝑥𝑛 → 1
2 , 𝑦𝑛 → 1

2 , aber 𝑓(𝑥𝑛) =
(︁

1
2 −

1
𝑛

)︁2
→ 1

4 ̸= 1← 𝑓(𝑦𝑛).
D.h. lim𝑥→ 1

2
𝑓(𝑥) existiert nicht. Schränkt man aber 𝑓 auf 𝐷 ∩ (−∞, 1

2) = (0, 1
2)

ein, so gilt
lim
𝑥→ 1

2
𝑥∈(0, 1

2 )

𝑓(𝑥) = 1
4 .

Dafür schreibt man

lim
𝑥→ 1

2 −
𝑓(𝑥) = 1

4 (linksseitiger Grenzwert).
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Analog: Schränkt man 𝑓 auf 𝐷 ∩ (1
2 ,∞) = (1

2 , 1] ein, so ist

lim
𝑥→ 1

2 +
𝑓(𝑥) := lim

𝑥→ 1
2

𝑥∈( 1
2 ,1]

𝑓(𝑥) = 1 (rechtsseitiger Grenzwert).

c) 𝐷 = R, 𝑓 = 𝐸, also 𝑓(𝑥) = ∑︀∞
𝑛=0

𝑥𝑛

𝑛! .
Für |𝑥| ≤ 1 gilt:

|𝐸(𝑥)− 𝐸(0)| = |𝐸(𝑥)− 1| = |𝑥+ 𝑥2

2! + 𝑥3

3! + . . . |

= |𝑥|
⃒⃒⃒⃒
⃒1 + 𝑥

2! + 𝑥2

3! + . . .

⃒⃒⃒⃒
⃒

≤ |𝑥|
(︃

1 + |𝑥|2! + |𝑥|
2

3! + . . .

)︃

≤ |𝑥|
(︂

1 + 1
2! + 1

3! + . . .
)︂

= |𝑥|(𝑒− 1).

Es sei (𝑥𝑛) Folge in R mit 𝑥𝑛 → 0. Dann gilt:

∃𝑛0 ∈ N ∀𝑛 ≥ 𝑛0 : |𝑥𝑛| ≤ 1,

und somit
∀𝑛 ≥ 𝑛0 : |𝐸(𝑥𝑛)− 1| ≤ |𝑥𝑛|(𝑒− 1).

Damit folgt 𝐸(𝑥𝑛)→ 1. Somit ist lim𝑥→0 𝐸(𝑥) = 1 = 𝐸(0). Es gilt also:

lim
𝑥→0

∞∑︁
𝑛=0

𝑥𝑛

𝑛! =
∞∑︁
𝑛=0

(︂
lim
𝑥→0

𝑥𝑛

𝑛!

)︂
.

Satz 6.2: Es gilt:

a)
lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝑎 ⇐⇒ ∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 ∀𝑥 ∈ 𝐷𝛿(𝑥0) : |𝑓(𝑥)− 𝑎| < 𝜀.

b) lim𝑥→𝑥0 𝑓(𝑥) existiert

⇐⇒ Für jede Folge (𝑥𝑛) in 𝐷 ∖ {𝑥0} mit 𝑥𝑛 → 𝑥0 ist (𝑓(𝑥𝑛)) konvergent.
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c) Cauchykriterium:

lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) existiert ⇐⇒ ∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 ∀𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐷𝛿(𝑥0) : |𝑓(𝑥1)− 𝑓(𝑥2)| < 𝜀.

Beweis:
b) und c) ohne Beweis.
a) “⇒”: Es sei 𝜀 > 0. Annahme: Für kein 𝛿 > 0 gilt |𝑓(𝑥) − 𝑎| < 𝜀 (𝑥 ∈ 𝐷𝛿(𝑥0)). Dann
existiert zu jedem 𝑛 ∈ N ein 𝑥𝑛 ∈ 𝐷1/𝑛(𝑥0) mit |𝑓(𝑥𝑛)−𝑎| ≥ 𝜀. Damit ist (𝑥𝑛) eine Folge
in 𝐷 ∖ {𝑥0} mit 𝑥𝑛 → 𝑥0 und 𝑓(𝑥𝑛) ̸→ 𝑎 Widerspruch.
“⇐”: Es sei (𝑥𝑛) eine Folge in 𝐷 ∖ {𝑥0} mit 𝑥𝑛 → 𝑥0. Es sei 𝜀 > 0. Wähle 𝛿 > 0 so, daß
|𝑓(𝑥)− 𝑎| < 𝜀 (𝑥 ∈ 𝐷𝛿(𝑥0)). Es gibt ein 𝑛0 ∈ N mit |𝑥𝑛 − 𝑥0| < 𝛿 (𝑛 ≥ 𝑛0). Für 𝑛 ≥ 𝑛0

gilt damit |𝑓(𝑥𝑛)− 𝑎| < 𝜀. Also gilt: 𝑓(𝑥𝑛)→ 𝑎. □

Satz 6.3: Es seien 𝑓, 𝑔, ℎ : 𝐷 → R Funktionen. Weiter seien 𝑎, 𝑏, 𝛼, 𝛽 ∈ R und es gelte
𝑓(𝑥)→ 𝑎, 𝑔(𝑥)→ 𝑏 (𝑥→ 𝑥0). Dann gilt:

a)
𝛼𝑓(𝑥) + 𝛽𝑔(𝑥)→ 𝛼𝑎+ 𝛽𝑏; 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)→ 𝑎𝑏; |𝑓(𝑥)| → |𝑎| (𝑥→ 𝑥0).

b) Ist 𝑎 ̸= 0, so existiert ein 𝛿 > 0 mit 𝑓(𝑥) ̸= 0 (𝑥 ∈ 𝐷𝛿(𝑥0)). Für 1
𝑓

: 𝐷𝛿(𝑥0) → R
gilt:

1
𝑓(𝑥) →

1
𝑎

(𝑥→ 𝑥0).

c) Für ein 𝛿 > 0 gelte 𝑓 ≤ 𝑔 auf 𝐷𝛿(𝑥0). Dann ist 𝑎 ≤ 𝑏.

d) Für ein 𝛿 > 0 gelte 𝑓 ≤ ℎ ≤ 𝑔 auf 𝐷𝛿(𝑥0). Ist 𝑎 = 𝑏, so gilt ℎ(𝑥)→ 𝑎 (𝑥→ 𝑥0).

Beweis: z. B.: c) Es sei (𝑥𝑛) eine Folge in 𝐷 ∖ {𝑥0} mit 𝑥𝑛 → 𝑥0. Dann gilt:

∃𝑛0 ∈ N ∀𝑛 ≥ 𝑛0 : 𝑥𝑛 ∈ 𝐷𝛿(𝑥0).

Also ist 𝑓(𝑥𝑛) ≤ 𝑔(𝑥𝑛) (𝑛 ≥ 𝑛0). Nach 2.2 folgt

𝑎 = lim
𝑛→∞

𝑓(𝑥𝑛) ≤ lim
𝑛→∞

𝑔(𝑥𝑛) = 𝑏.

Die anderen Aussagen beweist man analog durch Zurückführen auf 2.2. □
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Definition:

a) Es sei (𝑥𝑛) eine Folge in R.

𝑥𝑛 →∞ :⇐⇒ ∀𝑐 > 0 ∃𝑛0 ∈ N ∀𝑛 ≥ 𝑛0 : 𝑥𝑛 > 𝑐,

𝑥𝑛 → −∞ :⇐⇒ ∀𝑐 < 0 ∃𝑛0 ∈ N ∀𝑛 ≥ 𝑛0 : 𝑥𝑛 < 𝑐.

Im Falle, dass 𝑥𝑛 → ∞ sagt man auch, (𝑥𝑛) divergiere bestimmt gegen ∞ und im
Falle 𝑥𝑛 → −∞, dass (𝑥𝑛) bestimmt gegen −∞ divergiere. In der Literatur findet
man auch oft den Begriff, dass (𝑥𝑛) uneigentlich gegen ±∞ konvergiere.
Übung: Es gilt:
𝑥𝑛 →∞ ⇐⇒ 𝑥𝑛 > 0 ffa 𝑛 ∈ N und 1

𝑥𝑛
→ 0,

𝑥𝑛 → −∞ ⇐⇒ 𝑥𝑛 < 0 ffa 𝑛 ∈ N und 1
𝑥𝑛
→ 0.

b) Es sei 𝐷 ⊆ R, 𝑥0 sei ein Häufungspunkt von 𝐷 und 𝑔 : 𝐷 → R eine Funktion.

lim
𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥) =∞ :⇐⇒ Für jede Folge (𝑥𝑛) in 𝐷 ∖ {𝑥0} mit 𝑥𝑛 → 𝑥0 gilt: 𝑔(𝑥𝑛)→∞,

lim
𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥) = −∞ :⇐⇒ Für jede Folge (𝑥𝑛) in 𝐷 ∖ {𝑥0} mit 𝑥𝑛 → 𝑥0 gilt: 𝑔(𝑥𝑛)→ −∞.

c) Es sei 𝐷 nicht nach oben beschränkt, 𝑔 : 𝐷 → R sei eine Funktion und es sei
𝑎 ∈ R ∪ {∞,−∞}.

lim
𝑥→∞

𝑔(𝑥) = 𝑎 :⇐⇒ Für jede Folge (𝑥𝑛) in 𝐷 mit 𝑥𝑛 →∞ gilt: 𝑔(𝑥𝑛)→ 𝑎.

d) Es sei 𝐷 sei nicht nach unten beschränkt, 𝑔 : 𝐷 → R sei eine Funktion und es sei
𝑎 ∈ R ∪ {∞,−∞}.

lim
𝑥→−∞

𝑔(𝑥) = 𝑎 :⇐⇒ Für jede Folge (𝑥𝑛) in 𝐷 mit 𝑥𝑛 → −∞ gilt: 𝑔(𝑥𝑛)→ 𝑎.

Beispiel 6.4: 1
𝑥
→∞ (𝑥→ 0+), 1

𝑥
→ −∞ (𝑥→ 0−), 1

𝑥
→ 0 (𝑥→ ±∞).

6.5 Exponentialfunktion: 𝐸(𝑥) = ∑︀∞
𝑛=0

𝑥𝑛

𝑛! = 1 + 𝑥+ 𝑥2

2! + 𝑥3

3! + . . .

Es sei 𝑝 ∈ N0. Für jedes 𝑥 ≥ 0 gilt

𝐸(𝑥) = 1 + 𝑥+ 𝑥2

2! + . . .+ 𝑥𝑝+1

(𝑝+ 1)! + . . . ≥ 𝑥𝑝+1

(𝑝+ 1)! ,
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also
𝐸(𝑥)
𝑥𝑝
≥ 𝑥

(𝑝+ 1)! (𝑥 > 0).

Somit folgt:
𝐸(𝑥)
𝑥𝑝
→∞ (𝑥→∞).

Insbesondere gilt (𝑝 = 0):
𝐸(𝑥)→∞ (𝑥→∞),

also
𝐸(−𝑥) = 1

𝐸(𝑥) → 0 (𝑥→∞),

und damit
𝐸(𝑥)→ 0 (𝑥→ −∞).
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Kapitel 7

Stetigkeit

Definition: Es sei 𝐷 ⊆ R, 𝑓 : 𝐷 → R eine Funktion und 𝑥0 ∈ 𝐷.

a) 𝑓 heißt in 𝑥0 stetig : ⇐⇒ Für jede Folge (𝑥𝑛) in 𝐷 mit 𝑥𝑛 → 𝑥0 gilt: 𝑓(𝑥𝑛) →
𝑓(𝑥0).

b) 𝑓 heißt auf 𝐷 stetig :⇐⇒ 𝑓 ist in jedem 𝑥 ∈ 𝐷 stetig.

c) Wir setzen

𝐶(𝐷) := 𝐶(𝐷,R) := {𝑔 : 𝐷 → R : 𝑔 ist stetig auf 𝐷}.

Beispiele:

a) 𝐷 = [0,∞), 𝑝 ∈ N, 𝑓(𝑥) = 𝑝
√
𝑥.

Bekannt: Ist (𝑥𝑛) eine Folge in 𝐷 mit 𝑥𝑛 → 𝑥0 ∈ 𝐷, so gilt 𝑓(𝑥𝑛) → 𝑓(𝑥0). Also
gilt 𝑓 ∈ 𝐶 ([0,∞)).

b) 𝐷 = [0, 1] ∪ {2}, 𝑓(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑥2, 0 ≤ 𝑥 < 1
0, 𝑥 = 1
1, 𝑥 = 2
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Offensichtlich gilt: 𝑓 ist stetig in jedem 𝑥 ∈ [0, 1).

(i) Es sei 𝑥0 = 1, 𝑥𝑛 = 1− 1
𝑛

(𝑛 ∈ N). Dann ist (𝑥𝑛) eine Folge in 𝐷 mit 𝑥𝑛 → 1,
aber 𝑓(𝑥𝑛) = 𝑥2

𝑛 → 1 ̸= 0 = 𝑓(1). Also ist 𝑓 in 𝑥0 = 1 nicht stetig.

(ii) Es sei 𝑥0 = 2, und (𝑥𝑛) eine Folge in 𝐷 mit 𝑥𝑛 → 2. Dann ist 𝑥𝑛 = 2 ffa 𝑛 ∈ N,
also 𝑓(𝑥𝑛) = 1 ffa 𝑛 ∈ N. Somit gilt 𝑓(𝑥𝑛) → 1 = 𝑓(2). Also ist 𝑓 in 𝑥0 = 2
stetig.

Satz 7.1: Es sei 𝐷 ⊆ R, 𝑓 : 𝐷 → R eine Funktion und 𝑥0 ∈ 𝐷. Dann gilt:

a)

𝑓 ist in 𝑥0 stetig ⇐⇒ ∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 ∀𝑥 ∈ 𝑈𝛿(𝑥0) ∩𝐷 : |𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥0)| < 𝜀.

b) Ist 𝑥0 Häufungspunkt von 𝐷, so gilt:

𝑓 ist in 𝑥0 stetig ⇐⇒ lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0).
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Beweis:

a) Fast wörtlich wie bei 6.2.

b) Übung.

□

Satz 7.2:

a) Es seien 𝑓, 𝑔 : 𝐷 → R stetig in 𝑥0 ∈ 𝐷 und es seien 𝛼, 𝛽 ∈ R. Dann sind

𝛼𝑓 + 𝛽𝑔, 𝑓𝑔 und |𝑓 | stetig in 𝑥0.

Ist 𝑥0 ∈ 𝐷̃ := {𝑥 ∈ 𝐷 : 𝑓(𝑥) ̸= 0}, so ist 1
𝑓

: 𝐷̃ → R stetig in 𝑥0.

b) Sind 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶(𝐷) und 𝛼, 𝛽 ∈ R, so gilt:

𝛼𝑓 + 𝛽𝑔, 𝑓𝑔, |𝑓 | ∈ 𝐶(𝐷).

Beweis: a) Folgt aus 2.2; b) folgt aus a). □

Bemerkung: Satz 7.2 b) zeigt insbesondere: 𝐶(𝐷) ist ein reeller Vektorraum.

Satz 7.3: Es seien 𝐷,𝐷0 ⊆ R, 𝑓 : 𝐷 → R, 𝑔 : 𝐷0 → R Funktionen, 𝑓(𝐷) ⊆ 𝐷0, 𝑥0 ∈ 𝐷
und 𝑦0 := 𝑓(𝑥0). Ist 𝑓 in 𝑥0 stetig und ist 𝑔 in 𝑦0 stetig, so ist

𝑔 ∘ 𝑓 : 𝐷 → R, (𝑔 ∘ 𝑓)(𝑥) := 𝑔(𝑓(𝑥))

stetig in 𝑥0.

Beweis: Es sei (𝑥𝑛) eine Folge in 𝐷 mit 𝑥𝑛 → 𝑥0.
Da 𝑓 stetig in 𝑥0 ist gilt: 𝑓(𝑥𝑛)→ 𝑓(𝑥0) = 𝑦0. Da 𝑔 stetig in 𝑦0 ist folgt

(𝑔 ∘ 𝑓)(𝑥𝑛) = 𝑔(𝑓(𝑥𝑛))→ 𝑔(𝑦0) = 𝑔(𝑓(𝑥0)) = (𝑔 ∘ 𝑓)(𝑥0).

□

Satz 7.4: Es sei ∑︀∞
𝑛=0 𝑎𝑛(𝑥− 𝑥0)𝑛 eine Potenzreihe mit Konvergenzradius 𝑟 > 0. Es sei

𝐷 := (𝑥0 − 𝑟, 𝑥0 + 𝑟) falls 𝑟 <∞ und 𝐷 := R falls 𝑟 =∞. Weiter sei

𝑓(𝑥) :=
∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛(𝑥− 𝑥0)𝑛 (𝑥 ∈ 𝐷).

Dann gilt: 𝑓 ∈ 𝐶(𝐷).
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Wir beweisen 7.4 später, nach 8.3.

Beispiele: Nach 7.4 sind die Exponentialfunktion, und die Funktionen Sinus und Cosinus
auf R stetig.

Beispiel 7.5: Behauptung:
lim
𝑥→0

sin 𝑥
𝑥

= 1.

Beweis: Für 𝑥 ̸= 0 gilt:

sin 𝑥
𝑥

= 1
𝑥

(︃
𝑥− 𝑥3

3! + 𝑥5

5! −
𝑥7

7! + . . .

)︃
= 1− 𝑥2

3! + 𝑥4

5! −
𝑥6

7! + . . .⏟  ⏞  
PR mit KR 𝑟=∞

7.4−→ 1 (𝑥→ 0).

□

Beispiel 7.6: Behauptung:
lim
𝑥→0

𝐸(𝑥)− 1
𝑥

= 1.

Beweis: Für 𝑥 ̸= 0 gilt:

𝐸(𝑥)− 1
𝑥

= 1
𝑥

(︃
(1 + 𝑥+ 𝑥2

2! + . . . )− 1
)︃

= 1 + 𝑥

2! + 𝑥2

3! + . . .⏟  ⏞  
PR mit KR 𝑟=∞

7.4−→ 1 (𝑥→ 0).

□

Folgerung: Für jedes 𝑥0 ∈ R gilt:

lim
ℎ→0

𝐸(𝑥0 + ℎ)− 𝐸(𝑥0)
ℎ

= 𝐸(𝑥0).

Beweis: Es gilt:

𝐸(𝑥0 + ℎ)− 𝐸(𝑥0)
ℎ

= 𝐸(𝑥0)𝐸(ℎ)− 𝐸(𝑥0)
ℎ

= 𝐸(𝑥0)
𝐸(ℎ)− 1

ℎ
7.6−→ 𝐸(𝑥0) (ℎ→ 0).

□

Satz 7.7 (Zwischenwertsatz): Es seien 𝑎, 𝑏 ∈ R, 𝑎 < 𝑏, 𝑓 ∈ 𝐶 ([𝑎, 𝑏]) und

𝑦0 ∈ [min{𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏)},max{𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏)}],

also 𝑦0 zwischen 𝑓(𝑎) und 𝑓(𝑏). Dann existiert ein 𝑥0 ∈ [𝑎, 𝑏] mit 𝑓(𝑥0) = 𝑦0.
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y0

f(a)

a x0 b

f(b)

Beweis: Fall 1: Ist 𝑓(𝑎) = 𝑦0 oder 𝑓(𝑏) = 𝑦0 so gilt die Behauptung.
Fall 2: Es sei 𝑓(𝑎) ̸= 𝑦0 ̸= 𝑓(𝑏). O.B.d.A. sei 𝑓(𝑎) < 𝑓(𝑏), also 𝑓(𝑎) < 𝑦0 < 𝑓(𝑏). Wir
setzen

𝑀 := {𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] : 𝑓(𝑥) ≤ 𝑦0}.

Es gilt 𝑎 ∈ 𝑀 , also 𝑀 ̸= ∅. Wegen 𝑀 ⊆ [𝑎, 𝑏] ist 𝑀 beschränkt. Damit existiert
𝑥0 := sup𝑀 und es gilt 𝑥0 ∈ [𝑎, 𝑏]. Ist 𝑛 ∈ N, so ist 𝑥0 − 1

𝑛
keine obere Schranke von 𝑀 ,

also existiert ein 𝑥𝑛 ∈𝑀 mit
𝑥𝑛 > 𝑥0 −

1
𝑛
.

Also: ∀𝑛 ∈ N: 𝑥0 − 1
𝑛
< 𝑥𝑛 ≤ 𝑥0. Somit gilt 𝑥𝑛 → 𝑥0. Da 𝑓 stetig in 𝑥0 ist folgt

𝑓(𝑥𝑛)→ 𝑓(𝑥0). Nach Definition von 𝑀 ist 𝑓(𝑥𝑛) ≤ 𝑦0 (𝑛 ∈ N), also 𝑓(𝑥0) ≤ 𝑦0.
Weiter gilt 𝑥0 < 𝑏 (andernfalls: 𝑥0 = 𝑏⇒ 𝑓(𝑏) = 𝑓(𝑥0) ≤ 𝑦0 < 𝑓(𝑏), Widerspruch).
Es sei 𝑧𝑛 := 𝑥0 + 1

𝑛
. Es gilt 𝑧𝑛 ∈ [𝑎, 𝑏] ffa 𝑛 ∈ N, und für diese 𝑛 gilt:

𝑧𝑛 > 𝑥0 ⇒ 𝑧𝑛 /∈𝑀 ⇒ 𝑓(𝑧𝑛) > 𝑦0.

Wegen 𝑧𝑛 → 𝑥0 folgt (𝑓 ist stetig): 𝑓(𝑧𝑛)→ 𝑓(𝑥0). Damit ist 𝑓(𝑥0) ≥ 𝑦0. □

Folgerung (vgl. 1.7): Ist 𝑎 > 0 und 𝑛 ∈ N, so existiert ein 𝑥0 > 0 mit 𝑥𝑛0 = 𝑎.
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Beweis: Es sei 𝑏 := 1 + 𝑎 und 𝑓(𝑥) := 𝑥𝑛 (𝑥 ∈ [0, 𝑏]).
Dann gilt:

𝑓 ∈ 𝐶([0, 𝑏]), 𝑓(0) = 0 < 𝑎, 𝑓(𝑏) = (1 + 𝑎)𝑛 ≥ 1 + 𝑛𝑎 > 𝑎.

Mit 7.7 folgt: ∃𝑥0 ∈ [0, 𝑏] : 𝑓(𝑥0) = 𝑎, also 𝑥𝑛0 = 𝑎. Wegen 𝑎 > 0 ist 𝑥0 > 0. □

Bemerkung: Erst jetzt ist 1.7 vollständig bewiesen!

Aus 7.7 folgt mit 𝑦0 = 0:

Satz 7.8 (Nullstellensatz von Bolzano): Ist 𝑓 ∈ 𝐶 ([𝑎, 𝑏]) und 𝑓(𝑎)𝑓(𝑏) ≤ 0, so existiert
ein 𝑥0 ∈ [𝑎, 𝑏] mit 𝑓(𝑥0) = 0.

7.9 Exponentialfunktion: 𝐸(𝑥) = ∑︀∞
𝑛=0

𝑥𝑛

𝑛! (𝑥 ∈ R).
Behauptung: 𝐸(R) = (0,∞).

Beweis: Nach 3.13 gilt 𝐸(𝑥) > 0 (𝑥 ∈ R), also 𝐸(R) ⊆ (0,∞).
Es sei 𝑦0 ∈ (0,∞). Nach 6.5 gilt:

𝐸(𝑥)→∞ (𝑥→∞) ⇒ ∃𝑏 > 0 : 𝐸(𝑏) > 𝑦0,

𝐸(𝑥)→ 0 (𝑥→ −∞) ⇒ ∃𝑎 < 0 : 𝐸(𝑎) < 𝑦0.

Mit 7.7 folgt: ∃𝑥0 ∈ [𝑎, 𝑏] : 𝐸(𝑥0) = 𝑦0, also 𝑦0 ∈ 𝐸(R). Somit ist (0,∞) ⊆ 𝐸(R). □

Definition: Es sei 𝐷 ⊆ R.

a) 𝐷 heißt abgeschlossen :⇐⇒ Für jede konvergente Folge (𝑥𝑛) in 𝐷 gilt

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 ∈ 𝐷.

b) 𝐷 heißt kompakt : ⇐⇒ Jede Folge (𝑥𝑛) in 𝐷 enthält eine konvergente Teilfolge
(𝑥𝑛𝑘

) mit
lim
𝑘→∞

𝑥𝑛𝑘
∈ 𝐷.

Satz 7.10: Es sei 𝐷 ⊆ R. Dann gilt:

a) 𝐷 ist abgeschlossen ⇐⇒ Jeder Häufungspunkt von 𝐷 gehört zu 𝐷.

b) 𝐷 ist kompakt ⇐⇒ 𝐷 ist beschränkt und abgeschlossen.
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c) Ist 𝐷 kompakt und 𝐷 ̸= ∅, so existieren max𝐷 und min𝐷.

Beispiele:

a) [𝑎, 𝑏] ist kompakt, also auch abgeschlossen.

b) Endliche Mengen sind kompakt.

c) [𝑎,∞), (−∞, 𝑎] und R sind abgeschlossen, aber nicht kompakt.

d) ∅ ist kompakt.

e) (𝑎, 𝑏], [𝑎, 𝑏), (𝑎, 𝑏) sind nicht abgeschlossen.

Beweis: (von 7.10):

a) Übung.

b) “⇐“ Folgt direkt aus 2.13, “⇒“ Übung.

c) Es sei 𝑠 := sup𝐷. Dann gilt:

∀𝑛 ∈ N ∃𝑥𝑛 ∈ 𝐷 : 𝑠− 1
𝑛
< 𝑥𝑛 ≤ 𝑠.

Somit gilt 𝑥𝑛 → 𝑠. Da 𝐷 abgeschlossen ist folgt 𝑠 ∈ 𝐷. Also ist 𝑠 = max𝐷.
Analog zeigt man: inf 𝐷 ∈ 𝐷.

□

Definition: 𝑓 : 𝐷 → R heißt beschränkt :⇐⇒ 𝑓(𝐷) ist beschränkt. Äquivalent ist

∃𝑐 ≥ 0 ∀𝑥 ∈ 𝐷 : |𝑓(𝑥)| ≤ 𝑐.

Satz 7.11: Es sei ∅ ̸= 𝐷 ⊆ R kompakt und 𝑓 ∈ 𝐶(𝐷). Dann ist 𝑓(𝐷) kompakt. Ins-
besondere ist 𝑓 beschränkt und es existieren 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐷 mit 𝑓(𝑥1) = min 𝑓(𝐷) und
𝑓(𝑥2) = max 𝑓(𝐷), d.h.

∀𝑥 ∈ 𝐷 : 𝑓(𝑥1) ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥2).
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Beweis: Es sei (𝑦𝑛) eine Folge in 𝑓(𝐷). Dann existiert eine Folge (𝑥𝑛) in 𝐷 mit 𝑓(𝑥𝑛) = 𝑦𝑛

(𝑛 ∈ N). Da 𝐷 kompakt ist enthält (𝑥𝑛) eine konvergente Teilfolge (𝑥𝑛𝑘
) mit 𝑥0 :=

lim𝑘→∞ 𝑥𝑛𝑘
∈ 𝐷. Da 𝑓 stetig ist folgt

𝑦𝑛𝑘
= 𝑓(𝑥𝑛𝑘

)→ 𝑓(𝑥0) ∈ 𝑓(𝐷).

□

Satz 7.12:

a) Ist 𝐼 ⊆ R ein Intervall und ist 𝑓 ∈ 𝐶(𝐼), so ist 𝑓(𝐼) ein Intervall.

b) Sei 𝑓 ∈ 𝐶([𝑎, 𝑏]), 𝐴 := min 𝑓([𝑎, 𝑏]) und 𝐵 := max 𝑓([𝑎, 𝑏]), so ist 𝑓([𝑎, 𝑏]) = [𝐴,𝐵].

Beweis: a) Übung: Eine Teilmenge 𝑀 ⊆ R ist genau dann ein Intervall, wenn gilt:

𝑥, 𝑦 ∈𝑀, 𝑥 < 𝑧 < 𝑦 ⇒ 𝑧 ∈𝑀.

Damit folgt die Behauptung aus 7.7.
b) folgt aus a). □

Definition:

a) 𝑓 : 𝐷 → R heißt monoton wachsend : ⇐⇒ Aus 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐷 und 𝑥1 < 𝑥2 folgt
stets 𝑓(𝑥1) ≤ 𝑓(𝑥2).
𝑓 : 𝐷 → R heißt streng monoton wachsend :⇐⇒ Aus 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐷 und 𝑥1 < 𝑥2

folgt stets 𝑓(𝑥1) < 𝑓(𝑥2).

b) Entsprechend definiert man (streng) monoton fallend.

c) 𝑓 heißt (streng) monoton :⇐⇒ 𝑓 ist (streng) monoton wachsend oder (streng)
monoton fallend.

Es sei 𝐼 ⊆ R ein Intervall und 𝑓 : 𝐼 → R sei streng monoton wachsend (bzw. streng mono-
ton fallend). Dann ist 𝑓 auf 𝐼 injektiv, es existiert also die Umkehrfunktion 𝑓−1 : 𝑓(𝐼)→ 𝐼

und 𝑓−1 ist streng monoton wachsend (bzw. streng monoton fallend).
Es gilt:

∀𝑥 ∈ 𝐼 : 𝑓−1(𝑓(𝑥)) = 𝑥, ∀𝑦 ∈ 𝑓(𝐼) : 𝑓(𝑓−1(𝑦)) = 𝑦.
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Bemerkung: 𝑓(𝐼) ist im allgemeinen kein Intervall.

Satz 7.13: Es sei 𝐼 ⊆ R ein Intervall, 𝑓 ∈ 𝐶(𝐼) und 𝑓 sei auf 𝐼 streng monoton. Dann
ist 𝑓(𝐼) ein Intervall (vgl. 7.12) und

𝑓−1 ∈ 𝐶 (𝑓(𝐼)) .

Ohne Beweis.

7.14 Der Logarithmus: Bekannt: 𝐸 ist auf R streng monoton wachsend und 𝐸(R) =
(0,∞). Es existiert also 𝐸−1 : (0,∞)→ R. Die Funktion

log 𝑥 := ln 𝑥 := 𝐸−1(𝑥) (𝑥 ∈ (0,∞))

heißt Logarithmus.

Eigenschaften: Es gilt:

a) log 1 = 0, log 𝑒 = 1;

b) log : (0,∞)→ R ist stetig und streng monoton wachsend;

c) log ((0,∞)) = R;

d) log 𝑥→∞ (𝑥→∞), log 𝑥→ −∞ (𝑥→ 0);

e) ∀𝑥, 𝑦 > 0 : log(𝑥𝑦) = log 𝑥+ log 𝑦;

f) ∀𝑥, 𝑦 > 0 : log
(︁
𝑥
𝑦

)︁
= log 𝑥− log 𝑦.

Beweis:

a) Folgt aus 𝐸(0) = 1 und 𝐸(1) = 𝑒.

b) Folgt aus 7.13.

c) Folgt aus 𝐸(R) = (0,∞).

d) Folgt aus 𝐸(𝑥)→∞ (𝑥→∞) bzw. 𝐸(𝑥)→ 0 (𝑥→ −∞).
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e) Es sei 𝑧 := log 𝑥+ log 𝑦. Dann gilt:

𝐸(𝑧) = 𝐸(log 𝑥+ log 𝑦) = 𝐸(log 𝑥)𝐸(log 𝑦) = 𝑥𝑦,

also
log(𝑥𝑦) = log𝐸(𝑧) = 𝑧.

f) Übung. (Ähnlich wie e)).

□

Erinnerung: Nach 3.13 gilt: ∀𝑥 ∈ R ∀𝑟 ∈ Q : 𝐸(𝑟𝑥) = 𝐸(𝑥)𝑟.
Es sei 𝑎 > 0. Mit 𝑥 := log 𝑎 erhalten wir:

∀𝑟 ∈ Q : 𝐸(𝑟 log 𝑎) = 𝐸(log 𝑎)𝑟 = 𝑎𝑟.

7.15 Die allgemeine Potenz: Es sei 𝑎 > 0. Wir definieren:

𝑎𝑥 := 𝐸(𝑥 log 𝑎) (𝑥 ∈ R ∖Q).

Ist speziell 𝑎 = 𝑒, so ist 𝑒𝑥 = 𝐸(𝑥 log 𝑒) = 𝐸(𝑥) (𝑥 ∈ R). Somit gilt

𝑎𝑥 = 𝑒𝑥 log 𝑎 (𝑥 ∈ R, 𝑎 > 0).

Weiter sei 0𝑥 := 0 (𝑥 > 0).

Eigenschaften: Es sei 𝑎 > 0 und 𝑥, 𝑦 ∈ R. Dann gilt:

a) 𝑎𝑥 > 0;

b) Die Funktion 𝑥 ↦→ 𝑎𝑥 ist auf R stetig;

c) 𝑎𝑥+𝑦 = 𝑒(𝑥+𝑦) log 𝑎 = 𝑒𝑥 log 𝑎+𝑦 log 𝑎 = 𝑒𝑥 log 𝑎𝑒𝑦 log 𝑎 = 𝑎𝑥𝑎𝑦;

d) 𝑎−𝑥 = 𝑒−𝑥 log 𝑎 = 1
𝑒𝑥 log 𝑎 = 1

𝑎𝑥 ;

e) log(𝑎𝑥) = log(𝑒𝑥 log 𝑎) = 𝑥 log 𝑎;

f) (𝑎𝑥)𝑦 = 𝑒𝑦 log 𝑎𝑥 𝑒)= 𝑒𝑥𝑦 log 𝑎 = 𝑎𝑥𝑦;

g) Ist auch 𝑥 > 0, so ist 𝑎𝑥𝑦 := 𝑎(𝑥𝑦). Im allgemeinen ist 𝑎𝑥𝑦 ̸= (𝑎𝑥)𝑦.
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Definition: 𝑓 : 𝐷 → R heißt auf 𝐷 gleichmäßig stetig :⇐⇒ Sind (𝑥𝑛), (𝑦𝑛) Folgen
in 𝐷 mit 𝑥𝑛 − 𝑦𝑛 → 0, so gilt 𝑓(𝑥𝑛)− 𝑓(𝑦𝑛)→ 0.

Erinnerung an 7.1: Es sei 𝑓 ∈ 𝐶(𝐷), 𝑥0 ∈ 𝐷 und 𝜀 > 0. Dann existiert ein 𝛿 =
𝛿(𝜀, 𝑥0) > 0 mit:

∀𝑥 ∈ 𝐷 : |𝑥− 𝑥0| < 𝛿 ⇒ |𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥0)| < 𝜀.

Die Zahl 𝛿 hängt also im Allgemeinen von 𝜀 und 𝑥0 ab!

Bemerkung: Ähnlich wie in 7.1 kann man eine 𝜀-𝛿-Bedingung für gleichmäßige Stetig-
keit beweisen. Es gilt (ohne Beweis):
𝑓 : 𝐷 → R ist gleichmäßig stetig ⇐⇒

∀𝜀 > 0 ∃𝛿 = 𝛿(𝜀) > 0 ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 : |𝑥− 𝑦| < 𝛿 ⇒ |𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)| < 𝜀.

Offensichtlich gilt: Ist 𝑓 gleichmäßig stetig auf 𝐷, so ist 𝑓 stetig auf 𝐷.

Satz 7.16 (Satz von Heine):
Ist 𝐷 ⊆ R kompakt und ist 𝑓 ∈ 𝐶(𝐷), so ist 𝑓 auf 𝐷 gleichmäßig stetig.

Beweis: Annahme: 𝑓 ist nicht gleichmäßig stetig. Dann existieren ein 𝜀 > 0 und Folgen
(𝑥𝑛), (𝑦𝑛) in 𝐷 mit 𝑥𝑛 − 𝑦𝑛 → 0, aber |𝑓(𝑥𝑛) − 𝑓(𝑦𝑛)| ≥ 𝜀 (𝑛 ∈ N). Da 𝐷 kompakt ist
enthält (𝑥𝑛) eine konvergente Teilfolge (𝑥𝑛𝑘

) mit 𝑥0 := lim𝑘→∞ 𝑥𝑛𝑘
∈ 𝐷. Nun gilt

𝑦𝑛𝑘
= 𝑦𝑛𝑘

− 𝑥𝑛𝑘
+ 𝑥𝑛𝑘

→ 0 + 𝑥0 = 𝑥0 (𝑘 →∞),

also 𝑓(𝑥𝑛𝑘
)− 𝑓(𝑦𝑛𝑘

)→ 𝑓(𝑥0)− 𝑓(𝑥0) = 0 (𝑘 →∞). Ein Widerspruch. □

Definition: 𝑓 : 𝐷 → R heißt auf 𝐷 Lipschitz-stetig :⇐⇒

∃𝐿 ≥ 0 ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 : |𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)| ≤ 𝐿|𝑥− 𝑦|.

Übung: Ist 𝑓 Lipschitz-stetig auf 𝐷, so ist 𝑓 gleichmäßig stetig auf 𝐷.

Beispiele:

a) 𝑓 : [0, 1]→ R, 𝑓(𝑥) = 𝑥2 ist Lipschitz-stetig (also gleichmäßig stetig):

|𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)| = |𝑥2 − 𝑦2| = |(𝑥+ 𝑦)(𝑥− 𝑦)| = |𝑥+ 𝑦||𝑥− 𝑦|
= (𝑥+ 𝑦)|𝑥− 𝑦| ≤ 2|𝑥− 𝑦| (𝑥, 𝑦 ∈ [0, 1]).
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b) 𝑔 : [0,∞)→ R, 𝑔(𝑥) = 𝑥2 ist nicht gleichmäßig stetig, insbesondere nicht Lipschitz-
stetig:
Betrachte (𝑥𝑛) = (𝑛+ 1

𝑛
), (𝑦𝑛) = (𝑛). Es gilt 𝑥𝑛 − 𝑦𝑛 = 1

𝑛
→ 0, aber

𝑔(𝑥𝑛)− 𝑔(𝑦𝑛) = 2 + 1
𝑛2 ̸→ 0 (𝑛→∞).

c) ℎ : [0, 1] → R, ℎ(𝑥) =
√
𝑥 ist gleichmäßig stetig (nach Satz 7.16) aber nicht

Lipschitz-stetig (Übung).
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Kapitel 8

Funktionenfolgen und -reihen

In diesem Sen sei stets ∅ ̸= 𝐷 ⊆ R, (𝑓𝑛) eine Folge von Funktionen 𝑓𝑛 : 𝐷 → R und
𝑠𝑛 := 𝑓1 + 𝑓2 + · · ·+ 𝑓𝑛 (𝑛 ∈ N).

Definition:

a) Die Funktionenfolge (𝑓𝑛) heißt auf 𝐷 punktweise konvergent :⇐⇒ Für jedes
𝑥 ∈ 𝐷 ist die Folge (𝑓𝑛(𝑥)) konvergent.
In diesem Fall sei

𝑓(𝑥) := lim
𝑛→∞

𝑓𝑛(𝑥) (𝑥 ∈ 𝐷).

Die Funktion 𝑓 : 𝐷 → R heißt die Grenzfunktion von (𝑓𝑛).

b) Die Funktionenreihe ∑︀∞
𝑛=1 𝑓𝑛 heißt auf 𝐷 punktweise konvergent : ⇐⇒ Für

jedes 𝑥 ∈ 𝐷 ist die Folge (𝑠𝑛(𝑥)) konvergent.
In diesem Fall sei

𝑓(𝑥) :=
∞∑︁
𝑛=1

𝑓𝑛(𝑥) (𝑥 ∈ 𝐷).

Die Funktion 𝑓 : 𝐷 → R heißt die Summenfunktion von (𝑓𝑛).

Beispiele:

a) 𝐷 = [0, 1], 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑥𝑛 (𝑛 ∈ N). Es gilt:

𝑓(𝑥) := lim
𝑛→∞

𝑓𝑛(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩0, 0 ≤ 𝑥 < 1
1, 𝑥 = 1

(𝑓𝑛) konvergiert auf [0, 1] punktweise gegen 𝑓 .

b) Es sei ∑︀∞
𝑛=0 𝑎𝑛(𝑥 − 𝑥0)𝑛 eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius 𝑟 > 0 und

𝐷 := (𝑥0 − 𝑟, 𝑥0 + 𝑟) (𝐷 := R, falls 𝑟 = ∞). Es sei 𝑓𝑛 : 𝐷 → R definiert durch
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𝑓𝑛(𝑥) = 𝑎𝑛(𝑥−𝑥0)𝑛 (𝑛 ∈ N0). Nach 4.1 gilt: ∑︀∞
𝑛=0 𝑓𝑛 konvergiert auf 𝐷 punktweise

gegen die Summenfunktion

𝑓 : 𝐷 → R, 𝑓(𝑥) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛(𝑥− 𝑥0)𝑛.

c) 𝐷 = [0,∞), 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑛𝑥
1+𝑛2𝑥2 (𝑛 ∈ N). Für jedes 𝑥 ∈ [0,∞) gilt

𝑓𝑛(𝑥) =
𝑥
𝑛

1
𝑛2 + 𝑥2 → 0 (𝑛→∞).

Also konvergiert (𝑓𝑛) auf 𝐷 punktweise gegen 𝑓 : 𝐷 → R, 𝑓(𝑥) = 0.

Bemerkung: Punktweise Konvergenz von (𝑓𝑛) auf 𝐷 gegen 𝑓 bedeutet:

∀𝑥 ∈ 𝐷 ∀𝜀 > 0 ∃𝑛0 = 𝑛0(𝜀, 𝑥) ∈ N ∀𝑛 ≥ 𝑛0 : |𝑓𝑛(𝑥)− 𝑓(𝑥)| < 𝜀.

Definition:

a) (𝑓𝑛) konvergiert auf 𝐷 gleichmäßig (glm) gegen 𝑓 : 𝐷 → R :⇐⇒

∀𝜀 > 0 ∃𝑛0 = 𝑛0(𝜀) ∈ N ∀𝑛 ≥ 𝑛0 ∀𝑥 ∈ 𝐷 : |𝑓𝑛(𝑥)− 𝑓(𝑥)| < 𝜀.

b) ∑︀∞
𝑛=1 𝑓𝑛 konvergiert auf 𝐷 gleichmäßig (glm) gegen 𝑓 : 𝐷 → R :⇐⇒

∀𝜀 > 0 ∃𝑛0 = 𝑛0(𝜀) ∈ N ∀𝑛 ≥ 𝑛0 ∀𝑥 ∈ 𝐷 : |𝑠𝑛(𝑥)− 𝑓(𝑥)| < 𝜀.

Offensichtlich folgt aus gleichmäßiger Konvergenz stets punktweise Konvergenz. Die Um-
kehrung ist im allgemeinen falsch (siehe Beispiele unten).

(𝑓𝑛) konvergiert auf𝐷 gleichmäßig gegen 𝑓 bedeutet anschaulich: Zu jedem 𝜀 > 0 existiert
ein 𝑛0 = 𝑛0(𝜀) ∈ N mit:

Für 𝑛 ≥ 𝑛0 liegt der Graph von 𝑓𝑛 im “𝜀-Schlauch“ um den Graphen von 𝑓.
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Beispiele:

a) Es sei 𝐷 = [0, 1], 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑥𝑛 (𝑛 ∈ N). Bekannt: (𝑓𝑛) konvergiert punktweise gegen

𝑓(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩0, falls 𝑥 ∈ [0, 1)
1, falls 𝑥 = 1

Es sei 0 < 𝜀 < 1
2 . Wegen 𝑓𝑛( 1

𝑛√2) = 1
2 und 1

𝑛√2 ∈ [0, 1) gilt
⃒⃒⃒⃒
⃒𝑓𝑛( 1

𝑛
√

2
)− 𝑓( 1

𝑛
√

2
)
⃒⃒⃒⃒
⃒ = 1

2 > 𝜀 (𝑛 ∈ N).

Also konvergiert (𝑓𝑛) auf [0, 1] nicht gleichmäßig gegen 𝑓 .

b) Wir betrachten ∑︀∞
𝑛=0 𝑥

𝑛 auf 𝐷 = (−1, 1). Es gilt:

∀𝑥 ∈ 𝐷 : 𝑠𝑛(𝑥) = 1 + 𝑥+ . . .+ 𝑥𝑛 = 1− 𝑥𝑛+1

1− 𝑥 → 1
1− 𝑥 (𝑛→∞).
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Die Funktionenreihe ∑︀∞
𝑛=0 𝑥

𝑛 konvergiert also punktweise auf 𝐷 gegen die Sum-
menfunktion 𝑓(𝑥) := 1

1−𝑥 .
Behauptung: ∑︀∞

𝑛=0 𝑥
𝑛 konvergiert auf 𝐷 nicht gleichmäßig gegen 𝑓 .

Beweis: Annahme: ∑︀∞
𝑛=0 𝑥

𝑛 (also (𝑠𝑛)) konvergiert auf 𝐷 gleichmäßig gegen 𝑓 . Zu
𝜀 = 1 existiert dann ein 𝑛0 ∈ N mit

|𝑠𝑛(𝑥)− 𝑓(𝑥)| = |𝑥|
𝑛+1

1− 𝑥 < 1 (𝑛 ≥ 𝑛0, 𝑥 ∈ 𝐷).

Aber:
|𝑥|𝑛+1

1− 𝑥 →∞ (𝑥→ 1−),

Widerspruch.

c) Es sei 𝐷 = [0,∞), 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑛𝑥
1+𝑛2𝑥2 (𝑛 ∈ N). Bekannt:

∀𝑥 ∈ 𝐷 : 𝑓𝑛(𝑥)→ 0 =: 𝑓(𝑥).

Es sei 0 < 𝜀 < 1
2 . Es gilt 𝑓𝑛( 1

𝑛
) = 1

2 (𝑛 ∈ N) und damit:

∀𝑛 ∈ N : |𝑓𝑛( 1
𝑛

)− 𝑓( 1
𝑛

)| = 1
2 > 𝜀.

Also konvergiert (𝑓𝑛) auf 𝐷 nicht gleichmäßig gegen 𝑓 .
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Satz 8.1:

a) Die Folge (𝑓𝑛) konvergiere auf 𝐷 punktweise gegen 𝑓 : 𝐷 → R. Weiter sei (𝛼𝑛) eine
Folge in [0,∞) mit 𝛼𝑛 → 0, 𝑚 ∈ N und

∀𝑛 ≥ 𝑚 ∀𝑥 ∈ 𝐷 : |𝑓𝑛(𝑥)− 𝑓(𝑥)| ≤ 𝛼𝑛.

Dann konvergiert (𝑓𝑛) auf 𝐷 gleichmäßig gegen 𝑓 .

b) Kriterium von Weierstraß: Es sei 𝑚 ∈ N, (𝑐𝑛) eine Folge in [0,∞), ∑︀∞
𝑛=1 𝑐𝑛

sei konvergent und
∀𝑛 ≥ 𝑚 ∀𝑥 ∈ 𝐷 : |𝑓𝑛(𝑥)| ≤ 𝑐𝑛.

Dann konvergiert ∑︀∞
𝑛=1 𝑓𝑛 auf 𝐷 gleichmäßig.

Beweis:

a) Es sei 𝜀 > 0. Es gilt:
∃𝑛0 ≥ 𝑚 ∀𝑛 ≥ 𝑛0 : 𝛼𝑛 < 𝜀,

und damit
∀𝑛 ≥ 𝑛0 ∀𝑥 ∈ 𝐷 : |𝑓𝑛(𝑥)− 𝑓(𝑥)| < 𝜀.

b) Ohne Beweis.

□

Satz 8.2: Es sei ∑︀∞
𝑛=0 𝑎𝑛(𝑥− 𝑥0)𝑛 eine Potenzreihe mit Konvergenzradius 𝑟 > 0, es sei

𝐷 := (𝑥0 − 𝑟, 𝑥0 + 𝑟) (𝐷 := R, falls 𝑟 =∞).
Ist [𝑎, 𝑏] ⊆ 𝐷, so konvergiert die Potenzreihe auf [𝑎, 𝑏] gleichmäßig.

Beweis: Es sei o.B.d.A. 𝑥0 = 0.
Wähle 𝛿 > 0 so, daß −𝑟 < −𝛿 < 𝑎 < 𝑏 < 𝛿 < 𝑟. Für jedes 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] gilt dann |𝑥| ≤ 𝛿,
also

(*) ∀𝑛 ∈ N0 : |𝑎𝑛𝑥𝑛| = |𝑎𝑛||𝑥|𝑛 ≤ |𝑎𝑛|𝛿𝑛 =: 𝑐𝑛.

Nach 4.1 konvergiert ∑︀∞
𝑛=0 𝑎𝑛𝛿

𝑛 absolut, also ist ∑︀∞
𝑛=0 𝑐𝑛 konvergent. Aus (*) und 8.1 b)

folgt die Behauptung. □

79



Satz 8.3: (𝑓𝑛) bzw. ∑︀∞
𝑛=1 𝑓𝑛 konvergiere auf 𝐷 gleichmäßig gegen 𝑓 : 𝐷 → R. Dann gilt:

a) Sind alle 𝑓𝑛 in 𝑥0 ∈ 𝐷 stetig, so ist 𝑓 in 𝑥0 stetig.

b) Sind alle 𝑓𝑛 ∈ 𝐶(𝐷), so ist 𝑓 ∈ 𝐶(𝐷).

Folgerungen:

a) Konvergiert (𝑓𝑛) auf 𝐷 punktweise gegen 𝑓 : 𝐷 → R und gilt 𝑓𝑛 ∈ 𝐶(𝐷) (𝑛 ∈ N)
aber 𝑓 /∈ 𝐶(𝐷), so ist die Konvergenz nicht gleichmäßig.

b) Unter den Voraussetzung von 8.3 a) gilt: Ist 𝑥0 ein Häufungspunkt von 𝐷, so ist:

lim
𝑥→𝑥0

(︂
lim
𝑛→∞

𝑓𝑛(𝑥)
)︂

= lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) 8.3 𝑎)= 𝑓(𝑥0) = lim
𝑛→∞

𝑓𝑛(𝑥0)

= lim
𝑛→∞

(︂
lim
𝑥→𝑥0

𝑓𝑛(𝑥)
)︂
.

Beweis: (von 8.3)

a) Es sei (𝑥𝑘) eine Folge in 𝐷 mit 𝑥𝑘 → 𝑥0. Wir zeigen 𝑓(𝑥𝑘) → 𝑓(𝑥0): Es sei 𝜀 > 0.
Nach Voraussetzung gilt:

∃𝑚 ∈ N ∀𝑥 ∈ 𝐷 : |𝑓𝑚(𝑥)− 𝑓(𝑥)| < 𝜀

3 .

Da 𝑓𝑚 stetig in 𝑥0 ist gilt 𝑓𝑚(𝑥𝑘)→ 𝑓𝑚(𝑥0) (𝑘 →∞). Damit folgt:

∃𝑘0 ∈ N ∀𝑘 ≥ 𝑘0 : |𝑓𝑚(𝑥𝑘)− 𝑓𝑚(𝑥0)| <
𝜀

3 .

Für 𝑘 ≥ 𝑘0 gilt damit:

|𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓(𝑥0)| = |𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓𝑚(𝑥𝑘) + 𝑓𝑚(𝑥𝑘)− 𝑓𝑚(𝑥0) + 𝑓𝑚(𝑥0)− 𝑓(𝑥0)|
≤ |𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓𝑚(𝑥𝑘)|+ |𝑓𝑚(𝑥𝑘)− 𝑓𝑚(𝑥0)|+ |𝑓𝑚(𝑥0)− 𝑓(𝑥0)|

<
𝜀

3 + 𝜀

3 + 𝜀

3 = 𝜀

Damit folgt die Behauptung.

b) folgt aus a).

□
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Beweis: (von 7.4) Es sei ∑︀∞
𝑛=0 𝑎𝑛(𝑥 − 𝑥0)𝑛 sei eine Potenzreihe mit Konvergenzradius

𝑟 > 0, 𝐷 := (𝑥0− 𝑟, 𝑥0 + 𝑟) (𝐷 := R, falls 𝑟 =∞) und 𝑓(𝑥) := ∑︀∞
𝑛=0 𝑎𝑛(𝑥−𝑥0)𝑛 (𝑥 ∈ 𝐷).

Es sei 𝑥 ∈ 𝐷. Wähle 𝑎, 𝑏 ∈ R so, daß 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) ⊆ [𝑎, 𝑏] ⊆ 𝐷. Nach 8.2 konvergiert die
Potenzreihe auf [𝑎, 𝑏] gleichmäßig. Nach 8.3 ist 𝑓 ∈ 𝐶([𝑎, 𝑏]). Also ist 𝑓 in 𝑥 stetig. Da
𝑥 ∈ 𝐷 beliebig war ist 𝑓 ∈ 𝐶(𝐷). □
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Kapitel 9

Differentialrechnung

I.d. Sen sei 𝐼 ⊆ R ein Intervall und 𝑓 : 𝐼 → R eine Funktion.

Definition: 𝑓 heißt in 𝑥0 ∈ 𝐼 differenzierbar (db) :⇐⇒ Es existiert

lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥0)
𝑥− 𝑥0

∈ R.

Äquivalent ist: Es existiert

lim
ℎ→0

𝑓(𝑥0 + ℎ)− 𝑓(𝑥0)
ℎ

∈ R.

In diesem Fall heißt obiger Grenzwert die Ableitung von 𝑓 in 𝑥0 und wird mit 𝑓 ′(𝑥0)
bezeichnet.
Ist 𝑓 in jedem 𝑥 ∈ 𝐼 differenzierbar, so heißt 𝑓 auf 𝐼 differenzierbar und die Ablei-
tung 𝑓 ′ : 𝐼 → R von 𝑓 auf 𝐼 ist gegeben durch 𝑥 ↦→ 𝑓 ′(𝑥).

Beispiele:

a) Es sei 𝑐 ∈ R und 𝑓(𝑥) := 𝑐 (𝑥 ∈ R). Dann ist 𝑓 auf R differenzierbar und 𝑓 ′(𝑥) = 0
(𝑥 ∈ R).

b) Es sei 𝐼 = R, 𝑓(𝑥) = |𝑥|, 𝑥0 = 0. Es gilt:

𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥0)
𝑥− 𝑥0

= |𝑥|
𝑥

=

⎧⎪⎨⎪⎩ 1, 𝑥 > 0
−1, 𝑥 < 0

𝑓 ist also in 𝑥0 = 0 nicht differenzierbar.

c) Es sei 𝐼 = R, 𝑛 ∈ N, 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑛. Für 𝑥0 ∈ R, 𝑥 ̸= 𝑥0 gilt:
𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥0)

𝑥− 𝑥0
= 𝑥𝑛 − 𝑥𝑛0

𝑥− 𝑥0

= (𝑥− 𝑥0)(𝑥𝑛−1 + 𝑥𝑛−2𝑥0 + . . .+ 𝑥𝑥𝑛−2
0 + 𝑥𝑛−1

0 )
𝑥− 𝑥0

= 𝑥𝑛−1 + 𝑥𝑛−2𝑥0 + . . .+ 𝑥𝑥𝑛−2
0 + 𝑥𝑛−1

0 → 𝑛𝑥𝑛−1
0 (𝑥→ 𝑥0).
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Also ist 𝑓 auf R differenzierbar und 𝑓 ′(𝑥) = 𝑛𝑥𝑛−1 (𝑥 ∈ R), kurz:

(𝑥𝑛)′ = 𝑛𝑥𝑛−1 auf R.

d) Es sei 𝐼 = R, 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥. Für 𝑥0 ∈ R, ℎ ̸= 0 gilt:

𝑓(𝑥0 + ℎ)− 𝑓(𝑥0)
ℎ

= 𝑒𝑥0+ℎ − 𝑒𝑥0

ℎ
7.6−→ 𝑒𝑥0 (ℎ→ 0).

Also ist 𝑓 auf R differenzierbar und 𝑓 ′(𝑥) = 𝑒𝑥 (𝑥 ∈ R), kurz:

(𝑒𝑥)′ = 𝑒𝑥 auf R.

Satz 9.1: Ist 𝑓 in 𝑥0 ∈ 𝐼 differenzierbar, so ist 𝑓 in 𝑥0 stetig.

Beweis: Es sei 𝑥 ∈ 𝐼, 𝑥 ̸= 𝑥0. Es gilt:

𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥0) = 𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥0)
𝑥− 𝑥0

(𝑥− 𝑥0)→ 𝑓 ′(𝑥0) · 0 = 0 (𝑥→ 𝑥0)

Also gilt lim𝑥→𝑥0 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0). □

Bemerkung: Die Funktion 𝑓 : R → R, 𝑓(𝑥) = |𝑥| ist in 𝑥0 = 0 stetig aber in diesem
Punkt nicht differenzierbar.

Satz 9.2 (Differentiationsregeln): Die Funktionen 𝑓, 𝑔 : 𝐼 → R seien in 𝑥0 ∈ 𝐼 differen-
zierbar. Dann gilt:

a) Für 𝛼, 𝛽 ∈ R ist 𝛼𝑓 + 𝛽𝑔 differenzierbar in 𝑥0 und

(𝛼𝑓 + 𝛽𝑔)′(𝑥0) = 𝛼𝑓 ′(𝑥0) + 𝛽𝑔′(𝑥0).

b) 𝑓𝑔 ist differenzierbar in 𝑥0 und

(𝑓𝑔)′(𝑥0) = 𝑓 ′(𝑥0)𝑔(𝑥0) + 𝑓(𝑥0)𝑔′(𝑥0).

c) Ist 𝑔(𝑥0) ̸= 0, so existiert ein 𝛿 > 0 mit 𝑔(𝑥) ̸= 0 (𝑥 ∈ 𝐽 := 𝐼 ∩ 𝑈𝛿(𝑥0)). Die
Funktion 𝑓

𝑔
: 𝐽 → R ist differenzierbar in 𝑥0 und

(︃
𝑓

𝑔

)︃′

(𝑥0) = 𝑓 ′(𝑥0)𝑔(𝑥0)− 𝑓(𝑥0)𝑔′(𝑥0)
𝑔(𝑥0)2 .
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Beweis:

a) Übung.

b) Übung (man orientiere sich an c)).

c) Nach 9.1 ist 𝑔 stetig in 𝑥0. Wegen 𝑔(𝑥0) ̸= 0 folgt mit 6.3 b):

∃𝛿 > 0 ∀𝑥 ∈ 𝐼 ∩ 𝑈𝛿(𝑥0) =: 𝐽 : 𝑔(𝑥) ̸= 0.

Sei ℎ := 𝑓
𝑔

auf 𝐽 . Für 𝑥 ̸= 𝑥0, 𝑥 ∈ 𝐽 gilt:

ℎ(𝑥)− ℎ(𝑥0)
𝑥− 𝑥0

= 𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥0)
𝑥− 𝑥0

1
𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥0)

1
𝑔(𝑥0) −

1
𝑔(𝑥)

𝑥− 𝑥0

= 1
𝑔(𝑥)𝑔(𝑥0)⏟  ⏞  

→ 1
𝑔(𝑥0)2

(︃
𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥0)

𝑥− 𝑥0⏟  ⏞  
→𝑓 ′(𝑥0)

𝑔(𝑥0)− 𝑓(𝑥0)
𝑔(𝑥)− 𝑔(𝑥0)
𝑥− 𝑥0⏟  ⏞  
→𝑔′(𝑥0)

)︃

→ 𝑓 ′(𝑥0)𝑔(𝑥0)− 𝑓(𝑥0)𝑔′(𝑥0)
𝑔(𝑥0)2 (𝑥→ 𝑥0).

□

Satz 9.3: Es sei 𝑓 ∈ 𝐶(𝐼) streng monoton, in 𝑥0 ∈ 𝐼 differenzierbar und es sei 𝑓 ′(𝑥0) ̸=
0. Dann ist 𝑓−1 : 𝑓(𝐼)→ R differenzierbar in 𝑦0 := 𝑓(𝑥0) und

(𝑓−1)′(𝑦0) = 1
𝑓 ′(𝑥0)

= 1
𝑓 ′(𝑓−1(𝑦0))

.

Beweis: Nach 7.12 ist 𝑓(𝐼) ein Intervall. Es sei (𝑦𝑛) eine Folge in 𝑓(𝐼) mit 𝑦𝑛 → 𝑦0 und
𝑦𝑛 ̸= 𝑦0 (𝑛 ∈ N). Setze 𝑥𝑛 := 𝑓−1(𝑦𝑛) (𝑛 ∈ N). Nach 7.13 ist 𝑓−1 ∈ 𝐶(𝑓(𝐼)), also gilt
𝑥𝑛 = 𝑓−1(𝑦𝑛)→ 𝑓−1(𝑦0) = 𝑥0. Somit gilt:

𝑓−1(𝑦𝑛)− 𝑓−1(𝑦0)
𝑦𝑛 − 𝑦0

= 𝑥𝑛 − 𝑥0

𝑓(𝑥𝑛)− 𝑓(𝑥0)
→ 1

𝑓 ′(𝑥0)
(𝑛→∞).

□
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Satz 9.4 (Kettenregel): Es sei 𝐽 ⊆ R sei ein weiteres Intervall, 𝑔 : 𝐽 → R eine Funk-
tion und 𝑓(𝐼) ⊆ 𝐽 . Weiter sei 𝑓 in 𝑥0 ∈ 𝐼 differenzierbar und 𝑔 sei in 𝑦0 := 𝑓(𝑥0)
differenzierbar. Dann ist

𝑔 ∘ 𝑓 : 𝐼 → R differenzierbar in 𝑥0

und
(𝑔 ∘ 𝑓)′(𝑥0) = 𝑔′(𝑓(𝑥0))𝑓 ′(𝑥0).

Beweis: Für 𝑦 ∈ 𝐽 sei

𝑔(𝑦) :=

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑔(𝑦)−𝑔(𝑦0)
𝑦−𝑦0

, 𝑦 ̸= 𝑦0

𝑔′(𝑦0), 𝑦 = 𝑦0

Nach Voraussetzung ist 𝑔 differenzierbar in 𝑦0. Damit ist 𝑔 stetig in 𝑦0, d.h.

𝑔(𝑦)→ 𝑔(𝑦0) = 𝑔′(𝑦0) = 𝑔′(𝑓(𝑥0)) (𝑦 → 𝑦0).

⇒ 𝑔(𝑓(𝑥))→ 𝑔′(𝑓(𝑥0)) (𝑥→ 𝑥0)

Es ist 𝑔(𝑦)− 𝑔(𝑦0) = 𝑔(𝑦)(𝑦 − 𝑦0) (𝑦 ∈ 𝐽). Damit folgt:

𝑔(𝑓(𝑥))− 𝑔(𝑓(𝑥0))
𝑥− 𝑥0

= 𝑔(𝑓(𝑥))𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥0)
𝑥− 𝑥0

→ 𝑔′(𝑓(𝑥0))𝑓 ′(𝑥0) (𝑥→ 𝑥0).

□

Beispiele:

a) Es sei 𝑎 > 0 und ℎ(𝑥) = 𝑎𝑥 (𝑥 ∈ R).
Mit 𝑔(𝑥) = 𝑒𝑥 und 𝑓(𝑥) = 𝑥 log 𝑎 gilt ℎ(𝑥) = 𝑒𝑥 log 𝑎 = 𝑔(𝑓(𝑥)). Nach 9.4 gilt:

ℎ′(𝑥) = 𝑔′(𝑓(𝑥))𝑓 ′(𝑥) = 𝑒𝑥 log 𝑎 · log 𝑎 = 𝑎𝑥 log 𝑎.

Kurz: (𝑎𝑥)′ = 𝑎𝑥 log 𝑎 auf R.

b) Betrachte 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 (𝑥 ∈ R), 𝑓−1(𝑦) = log 𝑦 (𝑦 ∈ (0,∞)). Nach 9.3 ist 𝑓−1 auf
(0,∞) differenzierbar und

(𝑓−1)′(𝑦) = 1
𝑓 ′(𝑓−1(𝑦)) = 1

𝑒log(𝑦) = 1
𝑦
.

Kurz: (log 𝑥)′ = 1
𝑥

auf (0,∞).
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c) Es sei 𝛼 ∈ R und 𝑓(𝑥) = 𝑥𝛼 = 𝑒𝛼 log 𝑥 (𝑥 ∈ (0,∞)).

𝑓 ′(𝑥) = 𝑒𝛼 log 𝑥(𝛼 log 𝑥)′ = 𝑥𝛼𝛼
1
𝑥

= 𝛼𝑥𝛼−1.

Kurz: (𝑥𝛼)′ = 𝛼𝑥𝛼−1 auf (0,∞).

d) Aus Beispiel c) folgt: (
√
𝑥)′ = 1

2
√
𝑥

auf (0,∞).

Anwendung 9.5: Es sei 𝑎 ∈ R und o.B.d.A. 𝑎 ̸= 0. Für 𝑓(𝑡) = log(1 + 𝑡) (𝑡 > −1) gilt:
𝑓 ′(𝑡) = 1

1+𝑡 . Damit folgt:

lim
𝑡→0

log(1 + 𝑡)
𝑡

= lim
𝑡→0

𝑓(𝑡)− 𝑓(0)
𝑡− 0 = 𝑓 ′(0) = 1

⇒ 1 = lim
𝑥→∞

log(1 + 𝑎
𝑥
)

𝑎
𝑥

= lim
𝑥→∞

1
𝑎
𝑥 log(1 + 𝑎

𝑥
) = lim

𝑥→∞

1
𝑎

log(1 + 𝑎

𝑥
)𝑥

⇒ lim
𝑥→∞

log(1 + 𝑎

𝑥
)𝑥 = 𝑎⇒ lim

𝑥→∞
(1 + 𝑎

𝑥
)𝑥 = 𝑒𝑎.

Im Folgenden wollen wir folgende Frage näher beleuchten:

Gibt es Zusammenhänge zwischen Eigenschaften einer Funktion und ihrer
Ableitung?

Zur Vorbereitung halten wir folgende Definition fest:

Definition: Es sei 𝑀 ⊆ R und 𝑔 : 𝑀 → R eine Funktion.

a) 𝑥0 ∈𝑀 heißt ein innerer Punkt von M :⇐⇒ ∃𝛿 > 0 : 𝑈𝛿(𝑥0) ⊆𝑀

b) 𝑔 hat in 𝑥0 ∈𝑀 ein lokales Maximum [bzw. Minimum] :⇐⇒

∃𝛿 > 0 ∀𝑥 ∈ 𝑈𝛿(𝑥0) ∩𝑀 : 𝑔(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥0) [ bzw. 𝑔(𝑥) ≥ 𝑔(𝑥0)].

Alternative Sprechweise: Relatives Maximum [bzw. Minimum].

c) 𝑔 hat in 𝑥0 ∈𝑀 ein globales Maximum [bzw. Minimum] :⇐⇒

∀𝑥 ∈𝑀 : 𝑔(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥0) [ bzw. 𝑔(𝑥) ≥ 𝑔(𝑥0)].

Alternative Sprechweise: Absolutes Maximum [bzw. Minimum].
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d) “Extremum” bedeutet “Maximum oder Minimum”.

Satz 9.6: Die Funktion 𝑓 : 𝐼 → R habe in 𝑥0 ∈ 𝐼 ein lokales Extremum und sei in 𝑥0

differenzierbar. Ist 𝑥0 ein innerer Punkt von 𝐼, so ist 𝑓 ′(𝑥0) = 0.

Beweis: O.B.d.A. habe 𝑓 in 𝑥0 ein lokales Maximum. Dann gilt:

∃𝛿 > 0 : 𝑈𝛿(𝑥0) ⊆ 𝐼 und 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥0) (𝑥 ∈ 𝑈𝛿(𝑥0)).

Damit ist

𝐷(𝑥) := 𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥0)
𝑥− 𝑥0

⎧⎪⎨⎪⎩≤ 0, 𝑥 ∈ (𝑥0, 𝑥0 + 𝛿)
≥ 0, 𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0)

.

Also gilt 𝑓 ′(𝑥0) = lim𝑥→𝑥0+ 𝐷(𝑥) ≤ 0 und 𝑓 ′(𝑥0) = lim𝑥→𝑥0− 𝐷(𝑥) ≥ 0. □

Satz 9.7 (Der Mittelwertsatz (MWS) der Differentialrechnung):
Es sei 𝑓 ∈ 𝐶([𝑎, 𝑏]) und 𝑓 sei auf (𝑎, 𝑏) differenzierbar. Dann gilt:

∃𝜉 ∈ (𝑎, 𝑏) : 𝑓(𝑏)− 𝑓(𝑎)
𝑏− 𝑎

= 𝑓 ′(𝜉).
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Beweis: Wir setzen

𝑔(𝑥) := 𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑎)− 𝑓(𝑏)− 𝑓(𝑎)
𝑏− 𝑎

(𝑥− 𝑎) (𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]).

Es gilt: 𝑔 ∈ 𝐶([𝑎, 𝑏]), 𝑔 ist differenzierbar auf (𝑎, 𝑏), 𝑔(𝑎) = 𝑔(𝑏) = 0 und

𝑔′(𝑥) = 𝑓 ′(𝑥)− 𝑓(𝑏)− 𝑓(𝑎)
𝑏− 𝑎

(𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏)).

Wir zeigen: ∃𝜉 ∈ (𝑎, 𝑏): 𝑔′(𝜉) = 0.
Fall 1: 𝑔(𝑥) = 0 (𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]). ✓
Fall 2: 𝑔(𝑥0) ̸= 0 für ein 𝑥0 ∈ [𝑎, 𝑏]. Nach 7.11 gilt:

∃𝑥1, 𝑥2 ∈ [𝑎, 𝑏] ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] : 𝑔(𝑥1) ≤ 𝑔(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥2).

Nun ist 𝑥1 ∈ (𝑎, 𝑏) oder 𝑥2 ∈ (𝑎, 𝑏) (sonst wäre 𝑔 = 0 auf [𝑎, 𝑏]). Mit 9.6 folgt: 𝑔′(𝑥1) = 0
oder 𝑔′(𝑥2) = 0. □

Folgerung 9.8: Es sei 𝑓 : 𝐼 → R differenzierbar auf 𝐼. Dann gilt:

𝑓 ist auf 𝐼 konstant ⇐⇒ ∀𝑥 ∈ 𝐼 : 𝑓 ′(𝑥) = 0.

Beweis: “⇒“ ✓, “⇐“ Es seien 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐼 mit 𝑥1 < 𝑥2. Nach 9.7 gilt:

∃𝜉 ∈ (𝑥1, 𝑥2) : 𝑓(𝑥2)− 𝑓(𝑥1) = 𝑓 ′(𝜉)(𝑥2 − 𝑥1) = 0,

also 𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2). □

Satz 9.9: 𝑓, 𝑔 : 𝐼 → R seien auf 𝐼 differenzierbar. Dann gilt:

a) Ist 𝑓 ′ = 𝑔′ auf 𝐼, so existiert ein 𝑐 ∈ R mit 𝑓 = 𝑔 + 𝑐 auf 𝐼.

b) Ist 𝑓 ′ ≥ 0 auf 𝐼, so ist 𝑓 monoton wachsend auf 𝐼.
Ist 𝑓 ′ > 0 auf 𝐼, so ist 𝑓 streng monoton wachsend auf 𝐼.

c) Ist 𝑓 ′ ≤ 0 auf 𝐼, so ist 𝑓 monoton fallend auf 𝐼.
Ist 𝑓 ′ < 0 auf 𝐼, so ist 𝑓 streng monoton fallend auf 𝐼.

Beweis:

a) Es gilt (𝑓 − 𝑔)′ = 𝑓 ′ − 𝑔′ = 0 auf 𝐼. Mit 9.8 folgt die Behauptung.
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b) Es sei z.B. 𝑓 ′ > 0 auf 𝐼 und 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐼 mit 𝑥1 < 𝑥2. Mit dem MWS folgt:

∃𝜉 ∈ (𝑥1, 𝑥2) : 𝑓(𝑥2)− 𝑓(𝑥1) = 𝑓 ′(𝜉)⏟  ⏞  
>0

(𝑥2 − 𝑥1) > 0,

also 𝑓(𝑥1) < 𝑓(𝑥2).

c) Analog zur b).

□

Nachdem wir nun einige Zusammenhänge zwischen Eigenschaften einer Funktion und ih-
rer Ableitung kennengelernt haben, kümmern wir uns im Folgenden um die Identifizierung
lokaler Extrema. Genauer erarbeiten wir uns ein Kriterium, mit dem man entscheiden
kann ob eine Funktion 𝑓 an einem gegebenen Punkt 𝑥0 ein Minimum oder Maximum
besitzt. Hierzu wird allerdings der Begriff von höheren Ableitungen benötigt.

Definition:

a) Es sei 𝑓 : 𝐼 → R auf 𝐼 differenzierbar. Ist 𝑓 ′ in 𝑥0 ∈ 𝐼 differenzierbar, so heißt 𝑓
in 𝑥0 zweimal differenzierbar und

𝑓 ′′(𝑥0) := (𝑓 ′)′(𝑥0)

heißt die 2. Ableitung von 𝑓 in 𝑥0.

b) Ist 𝑓 ′ auf 𝐼 differenzierbar, so heißt 𝑓 auf 𝐼 zweimal differenzierbar und

𝑓 ′′ := (𝑓 ′)′

die 2. Ableitung von 𝑓 auf 𝐼. Entsprechend definiert man, falls vorhanden:

𝑓 ′′′(𝑥0), 𝑓 (4)(𝑥0), 𝑓 (5)(𝑥0), . . . und 𝑓 ′′′, 𝑓 (4), 𝑓 (5), . . .

c) Für 𝑛 ∈ N heißt 𝑓 auf 𝐼 𝑛-mal stetig differenzierbar :⇐⇒ 𝑓 ist auf 𝐼 𝑛-mal
differenzierbar und 𝑓 (𝑛) ∈ 𝐶(𝐼). In diesem Fall gilt: 𝑓, 𝑓 ′, . . . , 𝑓 (𝑛) ∈ 𝐶(𝐼). Wir
setzen

𝐶0(𝐼) := 𝐶(𝐼), 𝑓 (0) := 𝑓,

𝐶𝑛(𝐼) := {𝑓 : 𝐼 → R : 𝑓 ist auf 𝐼 𝑛-mal stetig differenzierbar} (𝑛 ∈ N),

𝐶∞(𝐼) :=
⋂︁
𝑛≥0

𝐶𝑛(𝐼).
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Beispiele: a) Für jedes 𝑛 ∈ N gilt (𝑒𝑥)(𝑛) = 𝑒𝑥.

b) Für 𝛼 ∈ R und 𝑛 ∈ N gilt

(𝑥𝛼)(𝑛) = 𝛼 · (𝛼− 1) · . . . · (𝛼− (𝑛− 1))𝑥𝛼−𝑛 auf (0,∞).

Um uns ein Kriterium zur Charakterisierung von lokalen Extremstellen zu erarbeiten,
wird es sich als hilfreich herausstellen, einen kurzen Umweg über Potenzreihen zu machen
und deren Differenzierbarkeit zu studieren.

Satz 9.10: Es sei ∑︀∞
𝑘=0 𝑎𝑘(𝑥 − 𝑥0)𝑘 eine Potenzreihe mit Konvergenzradius 𝑟 > 0, 𝐼 =

(𝑥0 − 𝑟, 𝑥0 + 𝑟) (𝐼 = R, falls 𝑟 =∞) und 𝑓(𝑥) := ∑︀∞
𝑘=0 𝑎𝑘(𝑥− 𝑥0)𝑘 (𝑥 ∈ 𝐼). Dann gilt:

a) Die Potenzreihe ∑︀∞
𝑘=1 𝑘𝑎𝑘(𝑥− 𝑥0)𝑘−1 hat den Konvergenzradius 𝑟.

b) 𝑓 ist auf 𝐼 differenzierbar und

𝑓 ′(𝑥) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑘𝑎𝑘(𝑥− 𝑥0)𝑘−1 (𝑥 ∈ 𝐼).

Beweis:

a) Es gilt: ∑︀∞
𝑘=1 𝑘𝑎𝑘(𝑥 − 𝑥0)𝑘−1 konvergiert genau dann, wenn ∑︀∞

𝑘=1 𝑘𝑎𝑘(𝑥 − 𝑥0)𝑘

konvergiert. Beide Potenzreihen haben also denselben Konvergenzradius. Wegen
lim𝑘→∞

𝑘
√
𝑘 = 1 gilt

lim sup
𝑘→∞

𝑘

√︁
𝑘|𝑎𝑘| = lim sup

𝑘→∞

𝑘

√︁
|𝑎𝑘|.

Mit 4.1 folgt die Behauptung.

b) Ohne Beweis (kann mit 10.15 bewiesen werden).

□

Bemerkung 9.11: Wendet man Satz 9.10 iterativ an, so erhält man, dass

𝑓 : 𝐼 → R, 𝑥 ↦→
∞∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘(𝑥− 𝑥0)𝑘

in 𝐶∞(𝐼) liegt. Hierbei bezeichne 𝐼 wie in Satz 9.10 das offene Konvergenzintervall. Ferner
erhalten wir durch gliedweises differenzieren, dass

𝑓 (𝑛)(𝑥) =
∞∑︁
𝑘=𝑛

𝑘 · (𝑘 − 1) · . . . · (𝑘 − (𝑛− 1)) · 𝑎𝑘(𝑥− 𝑥0)𝑘−𝑛.
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Wertet man die in 𝑥 = 𝑥0 aus, so sind außer im Falle 𝑘 = 𝑛 alle Summanden Null und
man erhält folgende Formeln für die Koeffizienten 𝑎𝑘:

𝑓(𝑥0) = 𝑎0

𝑓 ′(𝑥0) = 1 · 𝑎1 = 𝑎1

𝑓 ′′(𝑥0) = 1 · 2 · 𝑎2 = 2𝑎2

...
𝑓 (𝑛)(𝑥0) = 𝑛!𝑎𝑛 (𝑛 ∈ N0).

Somit kann die Potenzreihe alternativ dargestellt werden durch

𝑓(𝑥) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑓 (𝑘)(𝑥0)
𝑘! (𝑥− 𝑥0)𝑘.

Folglich kann 𝑓 punktweise (bzw. sogar gleichmäßig auf kompakten Teilintervallen von 𝐼
(vgl. Satz 8.2)) durch die Polynome

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑓 (𝑘)(𝑥0)
𝑘! (𝑥− 𝑥0)𝑘 (9.1)

approximiert werden.

Wir unterbrechen kurz die Suche nach einem Kriterium, dass lokale Extremstellen einer
Funktion charakterisiert und stellen uns die Frage, ob nicht nur Potenzreihen, sondern
auch allgemeinere Funktionen durch Polynome der Form (9.1) approximiert werden kön-
nen. Die Antwort auf diese Frage wird durch folgenden Satz von Taylor gegeben.

Satz 9.12 (Satz von Taylor):
Es sei 𝑛 ∈ N0 und 𝑓 sei auf 𝐼 (𝑛+ 1)-mal differenzierbar. Es seien 𝑥, 𝑥0 ∈ 𝐼 und 𝑥 ̸= 𝑥0.
Dann existiert ein 𝜉 ∈ (min{𝑥, 𝑥0},max{𝑥, 𝑥0}) mit

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0) + 𝑓 ′(𝑥0)
1! (𝑥− 𝑥0) + . . .+ 𝑓 (𝑛)(𝑥0)

𝑛! (𝑥− 𝑥0)𝑛 + 𝑓 (𝑛+1)(𝜉)
(𝑛+ 1)! (𝑥− 𝑥0)𝑛+1,

also
𝑓(𝑥) =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑓 (𝑘)(𝑥0)
𝑘! (𝑥− 𝑥0)𝑘 + 𝑓 (𝑛+1)(𝜉)

(𝑛+ 1)! (𝑥− 𝑥0)𝑛+1.

Ohne Beweis.
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Bemerkungen:

a) Im Fall 𝑛 = 0 folgt sie Aussage von 9.12 direkt aus dem MWS.

b) 𝑇𝑛𝑓(𝑥, 𝑥0) := ∑︀𝑛
𝑘=0

𝑓 (𝑘)(𝑥0)
𝑘! (𝑥 − 𝑥0)𝑘 ist ein Polynom vom Grad ≤ 𝑛 und heißt 𝑛-

tes Taylorpolynom von 𝑓 im Punkt 𝑥0. Der Term 𝑓 (𝑛+1)(𝜉)
(𝑛+1)! (𝑥 − 𝑥0)𝑛+1 heißt

Restglied.

Nun sind wir in der Lage ein Kriterium zur Charakterisierung lokaler Extremstellen zu
formulieren.

Satz 9.13: Es sei 𝑛 ≥ 2, 𝑓 ∈ 𝐶𝑛(𝐼), 𝑥0 ∈ 𝐼 sei ein innerer Punkt von 𝐼, und

𝑓 ′(𝑥0) = 𝑓 ′′(𝑥0) = . . . = 𝑓 (𝑛−1)(𝑥0) = 0 und 𝑓 (𝑛)(𝑥0) ̸= 0.

Dann gilt:

a) Ist 𝑛 gerade und 𝑓 (𝑛)(𝑥0) < 0, so hat 𝑓 in 𝑥0 ein lokales Maximum.

b) Ist 𝑛 gerade und 𝑓 (𝑛)(𝑥0) > 0, so hat 𝑓 in 𝑥0 ein lokales Minimum.

c) Ist 𝑛 ungerade, so hat 𝑓 in 𝑥0 kein lokales Extremum.

Beweis: Aus 𝑓 (𝑛)(𝑥0) ̸= 0 und 𝑓 (𝑛) ∈ 𝐶(𝐼) folgt:

(*) ∃𝛿 > 0 : 𝑈𝛿(𝑥0) ⊆ 𝐼 und 𝑓 (𝑛)(𝑥)𝑓 (𝑛)(𝑥0) > 0 (𝑥 ∈ 𝑈𝛿(𝑥0)).

Es sei 𝑥 ∈ 𝑈𝛿(𝑥0) ∖ {𝑥0}. Nach 9.12 existiert ein 𝜉 zwischen 𝑥 und 𝑥0 mit:

𝑓(𝑥) =
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑓 (𝑘)(𝑥0)
𝑘! (𝑥− 𝑥0)𝑘⏟  ⏞  

=𝑓(𝑥0)

+ 𝑓 (𝑛)(𝜉)
𝑛! (𝑥− 𝑥0)𝑛⏟  ⏞  

=:𝑅(𝑥)

a) Es gilt 𝑓 (𝑛)(𝑥0) < 0. Mit (*) folgt 𝑓 (𝑛)(𝜉) < 0. Da 𝑛 gerade ist gilt (𝑥 − 𝑥0)𝑛 > 0.
Also ist 𝑅(𝑥) < 0. Somit gilt:

∀𝑥 ∈ 𝑈𝛿(𝑥0) ∖ {𝑥0} : 𝑓(𝑥) < 𝑓(𝑥0).

b) Analog zu a).
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c) Es sei o.B.d.A. 𝑓 (𝑛)(𝑥0) > 0, also 𝑓 (𝑛)(𝜉) > 0. Da 𝑛 ungerade ist gilt

(𝑥− 𝑥0)𝑛
⎧⎪⎨⎪⎩> 0, 𝑥 > 𝑥0

< 0, 𝑥 < 𝑥0

und damit

𝑅(𝑥)

⎧⎪⎨⎪⎩> 0, 𝑥 ∈ (𝑥0, 𝑥0 + 𝛿)
< 0, 𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0)

⇒ 𝑓(𝑥)

⎧⎪⎨⎪⎩> 𝑓(𝑥0), 𝑥 ∈ (𝑥0, 𝑥0 + 𝛿)
< 𝑓(𝑥0), 𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0).

□

Beispiel (Zur Taylorentwicklung): Für

𝑓 : (0,∞)→ R, 𝑥 ↦→ log(𝑥)

berechnen wir im Folgenden die Taylorentwicklung im Punkt 𝑥0 = 1. Die Ableitungen
des Logarithmus berechnen sich durch

𝑓 ′(𝑥) = 1
𝑥
, 𝑓 ′′(𝑥) = − 1

𝑥2 , 𝑓 ′′′(𝑥) = 2
𝑥3 , . . .

Allgemein erhält man die Formel

𝑓 (𝑘)(𝑥) = (−1)𝑘+1 (𝑘 − 1)!
𝑥𝑘

(𝑘 ∈ N).

Setzt man den Punkt 𝑥0 = 1 ein, so erhält man

𝑓(1) = 0 und 𝑓 (𝑘)(1) = (−1)𝑘+1(𝑘 − 1)! für 𝑘 ∈ N.

Nach dem Satz von Taylor existiert nun für jedes 𝑥 ∈ (0,∞) ein 𝜉 zwischen 𝑥 und 1,
sodass

𝑓(𝑥) =
𝑛∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘+1(𝑘 − 1)!
𝑘! (𝑥− 1)𝑘 +𝑅𝑛(𝑥, 𝜉)

=
𝑛∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘+1

𝑘
(𝑥− 1)𝑘 +𝑅𝑛(𝑥, 𝜉),

wobei das Restglied 𝑅𝑛 gegeben ist durch

𝑅𝑛(𝑥, 𝜉) = (−1)𝑛+1 𝑛!
(𝑛+ 1)!

(𝑥− 1)𝑛+1

𝜉𝑛+1 = (−1)𝑛
𝑛+ 1

(︃
𝑥− 1
𝜉

)︃𝑛+1

.
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Wir untersuchen nun die Konvergenz der Taylorentwicklung für 𝑛→∞ und untersuchen
dazu das Restglied. Hierzu sei 1 ≤ 𝑥 ≤ 2, sodass insbesondere 1 < 𝜉 < 𝑥 gilt. In diesem
Fall ist ⃒⃒⃒⃒

𝑥− 1
𝜉

⃒⃒⃒⃒
≤ 1, sodass |𝑅𝑛(𝑥, 𝜉)| ≤ 1

𝑛+ 1 → 0 für 𝑛→∞.

Folglich gilt

log(𝑥) = lim
𝑛→∞

(︃
𝑛∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘+1

𝑘
(𝑥− 1)𝑘 +𝑅𝑛(𝑥, 𝜉)

)︃
=

∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘+1

𝑘
(𝑥− 1)𝑘.

Man kann sogar zeigen, dass für alle 𝑥 ∈ (0, 2] die Identität

log(𝑥) =
∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘+1

𝑘
(𝑥− 1)𝑘

gilt. Setzt man 𝑥 = 2, so sieht man insbesondere, dass wir gerade den Wert der alternie-
renden harmonischen Reihe bestimmt haben, nämlich

log(2) =
∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘+1

𝑘
.

Neben Monotonieverhalten und der Untersuchung von Extrema, besteht auch ein gewisser
Zusammenhang zwischen Funktionen und deren Ableitungen bei Grenzwertbetrachtun-
gen. Hier geht es zum Beispiel um die Frage der Grenzwertberechnung von

lim
𝑥→𝑐

𝑓(𝑥)
𝑔(𝑥) falls lim

𝑥→𝑐
𝑓(𝑥) = 0 = lim

𝑥→𝑐
𝑔(𝑥).

Dies beantwortet in allgemeinerem Umfang der Satz von de l’Hospital.

Satz 9.14 (de l’Hospital):
Sei 𝐼 = (𝑎, 𝑏), wobei 𝑎 = −∞ oder 𝑏 = ∞ zugelassen ist. Seien 𝑓, 𝑔 : 𝐼 → R auf 𝐼
differenzierbar mit 𝑔′(𝑥) ̸= 0 (𝑥 ∈ 𝐼), und sei 𝑐 = 𝑎 oder 𝑐 = 𝑏. Ferner gelte entweder

a) lim𝑥→𝑐 𝑓(𝑥) = 0 = lim𝑥→𝑐 𝑔(𝑥)

oder

b) lim𝑥→𝑐 𝑓(𝑥) = ±∞ = lim𝑥→𝑐 𝑔(𝑥)
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und es existiere zusätzlich der Grenzwert

𝐿 := lim
𝑥→𝑐

𝑓 ′(𝑥)
𝑔′(𝑥) ∈ R ∪ {−∞,∞}

(mit bestimmter Divergenz im Falle 𝐿 = ±∞). Dann gilt

lim
𝑥→𝑐

𝑓(𝑥)
𝑔(𝑥) = 𝐿.

Ohne Beweis.

Beispiele:

a) Für 𝛼, 𝛽 > 0 gilt:

lim
𝑥→0

𝛼𝑥 − 𝛽𝑥

𝑥
= lim

𝑥→0

𝛼𝑥 log𝛼− 𝛽𝑥 log 𝛽
1 = log𝛼− log 𝛽.

b)

lim
𝑥→∞

log 𝑥
𝑥

= lim
𝑥→∞

1
𝑥

1 = 0.

c)

lim
𝑥→0

𝑥 log 𝑥 = lim
𝑥→0

log 𝑥
1
𝑥

= lim
𝑥→0

1
𝑥

− 1
𝑥2

= lim
𝑥→0

(−𝑥) = 0.

Hieraus folgt:
lim
𝑥→0

𝑥𝑥 = lim
𝑥→0

𝑒𝑥 log 𝑥 = 𝑒0 = 1.

d)

0 = lim
𝑥→1

log 𝑥
𝑥
̸= lim

𝑥→1

1
𝑥

1 = 1.

Dies ist kein Widerspruch zum Satz von de l’Hospital, da hier die Voraussetzungen
des Satzes nicht erfüllt sind.

Eigenschaften trigonometrischer Funktionen
Wir erinnern an den Sinus und Cosinus gegeben durch die Potenzreihen

sin(𝑥) =
∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘 𝑥2𝑘+1

(2𝑘 + 1)! und cos(𝑥) =
∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘 𝑥
2𝑘

(2𝑘)! (𝑥 ∈ R).
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Beispiel 9.15: Satz 9.10 sowie Bemerkung 9.11 implizieren, dass sin, cos ∈ 𝐶∞(R) und
dass die Ableitung wie folgt berechnet werden kann:

(sin(𝑥))′ =
∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘 (2𝑘 + 1)𝑥2𝑘

(2𝑘 + 1)! =
∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘 𝑥
2𝑘

(2𝑘)! = cos(𝑥).

Analog berechnet man: (cos𝑥)′ = − sin 𝑥.

Beispiel 9.16 (Definition von 𝜋): Es ist das Ziel, 𝜋/2 als die kleinste Nullstelle des
Cosinus zu definieren. Dazu beweisen wir erst folgende Behauptung.

Beh: ∃𝜉0 ∈ (0, 2) mit cos(𝜉0) = 0 und cos(𝑥) > 0 für 𝑥 ∈ [0, 𝜉0).

Bew: Wir verwenden den Zwischenwertsatz um eine Nullstelle zu finden. Zuerst halten
wird fest, dass aus der Potenzreihendarstellung direkt cos(0) = 1 folgt. Nun betrach-
ten wir den Cosinus am rechten Endpunkt des Intervalls (0, 2). Berechne mithilfe eines
Additionstheorems und des trigonometrischen Pythagoras

cos(2) = cos(1 + 1) 4.4= cos2(1)− sin2(1) = 1− 2 sin2(1), (9.2)

sodass wir folglich sin(1) genauer untersuchen müssen. Hier erhalten wir mittels der
Potenzreihendarstellung für 𝑥 ∈ (0, 2)

sin(𝑥) =
(︃
𝑥− 𝑥3

3!

)︃
⏟  ⏞  

>0

+
(︃
𝑥5

5! −
𝑥7

7!

)︃
⏟  ⏞  

>0

+
(︃
𝑥9

9! −
𝑥11

11!

)︃
⏟  ⏞  

>0

+ . . . > 𝑥− 𝑥3

3! > 0. (9.3)

Speziell: sin(1) > 1− 1
6 = 5

6 .
Wir nutzen dies in (9.2) und erhalten

cos(2) = 1− 2 sin2(1) < 1− 2 · 25
36 < 0.

Der Zwischenwertsatz, Satz 7.7, erhalten wir nun die Existenz von 𝜉0 ∈ (0, 2) mit
cos(𝜉0) = 0. Ferner gilt für 𝑥 ∈ (0, 2)

(cos(𝑥))′ = − sin(𝑥) < 0 ⇒ ∀𝑥 ∈ [0, 𝜉0) : cos(𝑥) > 0. □

Wir sind nun in der Lage die Zahl 𝜋 zu definieren als

𝜋 := 2𝜉0.
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Wegen 𝜉0 ∈ (0, 2) gilt 𝜋 ∈ (0, 4) (es gilt 𝜋 ≃ 3, 14159 . . .). Ferner können wir aus
cos(𝜋/2) = 0 und dem trigonometrischen Pythagoras folgern, dass

sin2
(︂
𝜋

2

)︂
= 1− cos2

(︂
𝜋

2

)︂
= 1.

Aus (9.3) folgt, dass sin(𝜋/2) > 0, sodass

sin
(︂
𝜋

2

)︂
= 1.

𝑥

𝑦

sin 𝑥

cos𝑥

1

−1

Abbildung 9.1: Sinus und Cosinus.

Beispiel 9.17 (Weitere Eigenschaften von Sinus und Cosinus):

a) Aus 4.4 folgt:

sin(𝑥+ 𝜋

2 ) = sin 𝑥 cos 𝜋2 + cos𝑥 sin 𝜋2 = cos𝑥

Analog:

cos(𝑥+ 𝜋

2 ) = − sin 𝑥

sin(𝑥+ 𝜋) = − sin 𝑥, cos(𝑥+ 𝜋) = − cos𝑥
sin(𝑥+ 2𝜋) = sin 𝑥, cos(𝑥+ 2𝜋) = cos 𝑥

b) cos hat in [0, 𝜋] genau eine Nullstelle. Ohne Beweis.

c) In der großen Übungen wird gezeigt:

cos𝑥 = 0 ⇐⇒ 𝑥 ∈ {(2𝑘 + 1)𝜋2 : 𝑘 ∈ Z}

sin 𝑥 = 0 ⇐⇒ 𝑥 ∈ {𝑘𝜋 : 𝑘 ∈ Z}
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Definition: Die Funktion

tan : R ∖ {(2𝑘 + 1)𝜋2 : 𝑘 ∈ Z} → R, tan 𝑥 := sin 𝑥
cos𝑥

heißt Tangens. Es gilt:

(tan 𝑥)′ = cos2 𝑥+ sin2 𝑥

cos2 𝑥
= 1

cos2 𝑥
> 0.

Also ist tan auf (−𝜋
2 ,

𝜋
2 ) streng monoton wachsend.

Definition: Es gilt (Übung): tan((−𝜋
2 ,

𝜋
2 )) = R. Es existiert also die Umkehrfunktion

arctan := tan−1 : R→ (−𝜋2 ,
𝜋

2 ).

Sie heißt Arkustangens. Mit 9.3 folgt:

(arctan 𝑥)′ = 1
1 + 𝑥2 (𝑥 ∈ R).
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Kapitel 10

Das Riemann-Integral

Vereinbarung: In diesem Kapitel sei stets 𝑎 < 𝑏, 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → R eine Funktion und 𝑓

beschränkt auf [𝑎, 𝑏]. Wir setzen 𝑚 := inf 𝑓([𝑎, 𝑏]),𝑀 := sup 𝑓([𝑎, 𝑏]).

Definition:

a) 𝑍 = {𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛} heißt eine Zerlegung von [𝑎, 𝑏] :⇐⇒

𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < . . . < 𝑥𝑛 = 𝑏.

𝒵 := {𝑍 : 𝑍 ist eine Zerlegung von [𝑎, 𝑏]}.

b) Es sei 𝑍 = {𝑥0, . . . , 𝑥𝑛} ∈ 𝒵. Wir definieren für 𝑗 = 1, . . . , 𝑛

𝐼𝑗 := [𝑥𝑗−1, 𝑥𝑗], |𝐼𝑗| := 𝑥𝑗−𝑥𝑗−1, 𝑚𝑗 := inf
𝐼𝑗

𝑓 := inf 𝑓(𝐼𝑗), 𝑀𝑗 := sup
𝐼𝑗

𝑓 := sup 𝑓(𝐼𝑗),

sowie

𝑈𝑓 (𝑍) :=
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑚𝑗|𝐼𝑗| (die Untersumme von 𝑓 bzgl. 𝑍),

𝑂𝑓 (𝑍) :=
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑀𝑗|𝐼𝑗| (die Obersumme von 𝑓 bzgl. 𝑍).
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Für jedes 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛} gilt 𝑚 ≤ 𝑚𝑗 ≤ 𝑀𝑗 ≤ 𝑀 , also 𝑚|𝐼𝑗| ≤ 𝑚𝑗|𝐼𝑗| ≤ 𝑀𝑗|𝐼𝑗| ≤ 𝑀 |𝐼𝑗|
und somit

(*) 𝑚(𝑏− 𝑎) = 𝑚
𝑛∑︁
𝑗=1
|𝐼𝑗| ≤ 𝑈𝑓 (𝑍) ≤ 𝑂𝑓 (𝑍) ≤𝑀

𝑛∑︁
𝑗=1
|𝐼𝑗| = 𝑀(𝑏− 𝑎).

Da die Zerlegung 𝑍 beliebig war, existieren

sup
𝑍∈𝒵

𝑈𝑓 (𝑍) und inf
𝑍∈𝒵

𝑂𝑓 (𝑍).

Definition: Das Unterintegral von 𝑓 auf [𝑎, 𝑏] ist definiert als∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 := sup

𝑍∈𝒵
𝑈𝑓 (𝑍)

und das Oberintegral von 𝑓 auf [𝑎, 𝑏] ist definiert als
∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 := inf

𝑍∈𝒵
𝑂𝑓 (𝑍).

Der folgende Satz zeigt, dass das Unterintegral von 𝑓 stets kleiner als das Oberintegral
von 𝑓 ist. Dazu noch eine Definition vorneweg.

Definition: Es seien 𝑍1, 𝑍2 ∈ 𝒵. 𝑍2 heißt eine Verfeinerung von 𝑍1 :⇐⇒ 𝑍1 ⊆ 𝑍2.

Satz 10.1: Es seien 𝑍1, 𝑍2 ∈ 𝒵. Dann gilt:

a) 𝑈𝑓 (𝑍1) ≤ 𝑂𝑓 (𝑍2).

b) Ist 𝑍2 eine Verfeinerung von 𝑍1, so gilt:

𝑈𝑓 (𝑍1) ≤ 𝑂𝑓 (𝑍2), 𝑂𝑓 (𝑍1) ≥ 𝑈𝑓 (𝑍2).

Ohne Beweis.

Wir halten also fest, dass (*) und Satz 10.1 a) implizieren, dass

𝑚(𝑏− 𝑎) ≤
∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤𝑀(𝑏− 𝑎).
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Definition:
Die Funktion 𝑓 heißt (Riemann-)integrierbar (ib) über [𝑎, 𝑏], falls

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

In diesem Fall heißt
∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓𝑑𝑥 :=

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 :=

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥

(︃
=
∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥

)︃

das (Riemann-)Integral von 𝑓 über [𝑎, 𝑏] und wir schreiben:

𝑓 ∈ 𝑅([𝑎, 𝑏]) oder 𝑓 ∈ 𝑅([𝑎, 𝑏],R).

Beispiele:

a) Es sei 𝑐 ∈ R und 𝑓(𝑥) = 𝑐 (𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]). Dann gilt

𝑐(𝑏− 𝑎) =
∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑐(𝑏− 𝑎),

also 𝑓 ∈ 𝑅([𝑎, 𝑏]) und ∫︁ 𝑏

𝑎
𝑐 𝑑𝑥 = 𝑐(𝑏− 𝑎).

b) Es sei 𝑍 = {𝑥0, . . . , 𝑥𝑛} eine Zerlegung von [0, 1] und 𝑓 : [0, 1]→ R definiert durch

𝑓(𝑥) :=

⎧⎪⎨⎪⎩1, 𝑥 ∈ [0, 1] ∩Q

0, 𝑥 ∈ [0, 1] ∖Q
.

Hier gilt: 𝑚𝑗 = inf 𝑓(𝐼𝑗) = 0, 𝑀𝑗 = sup 𝑓(𝐼𝑗) = 1 (𝑗 = 1, . . . , 𝑛), also

𝑈𝑓 (𝑍) = 0 und 𝑂𝑓 (𝑍) = 1.

Somit ist ∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 0 ̸= 1 =

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥

und damit 𝑓 /∈ 𝑅([0, 1]).
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Satz 10.2: Es seien 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑅([𝑎, 𝑏]). Dann gilt:

a) Ist 𝑓 ≤ 𝑔 auf [𝑎, 𝑏], so ist
∫︀ 𝑏
𝑎 𝑓𝑑𝑥 ≤

∫︀ 𝑏
𝑎 𝑔𝑑𝑥.

b) Für 𝛼, 𝛽 ∈ R ist 𝛼𝑓 + 𝛽𝑔 ∈ 𝑅([𝑎, 𝑏]) und∫︁ 𝑏

𝑎
(𝛼𝑓 + 𝛽𝑔)𝑑𝑥 = 𝛼

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓𝑑𝑥+ 𝛽

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑔𝑑𝑥.

Beweis: Nur a): Es sei 𝑍 = {𝑥0, . . . 𝑥𝑛} ∈ 𝒵, 𝐼𝑗 = [𝑥𝑗−1, 𝑥𝑗] für 𝑗 = 1, . . . , 𝑛. Wegen
𝑓 ≤ 𝑔 auf 𝐼𝑗 gilt

𝑈𝑓 (𝑍) =
𝑛∑︁
𝑗=1

inf
𝐼𝑗

𝑓 · |𝐼𝑗| ≤
𝑛∑︁
𝑗=1

inf
𝐼𝑗

𝑔 · |𝐼𝑗| = 𝑈𝑔(𝑍).

Da 𝑍 ∈ 𝒵 beliebig war und 𝑓, 𝑔 Riemann-integrierbar sind, folgt∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓𝑑𝑥 =

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓𝑑𝑥 ≤

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑔𝑑𝑥 =

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑔𝑑𝑥.

Dies ist bereits die gewünschte Ungleichung. □

Satz 10.3 (Riemannsches Integrabilitätskriterium):
Es gilt:

𝑓 ∈ 𝑅([𝑎, 𝑏]) ⇐⇒ ∀𝜀 > 0 ∃𝑍 = 𝑍(𝜀) ∈ 𝒵 : 𝑂𝑓 (𝑍)− 𝑈𝑓 (𝑍) < 𝜀.

Ohne Beweis.

Satz 10.4: Ist 𝑓 : [𝑎, 𝑏]→ R monoton, so ist 𝑓 ∈ 𝑅([𝑎, 𝑏]).

Beweis: O.B.d.A. sei 𝑓 monoton wachsend. Es sei 𝜀 > 0. Wähle 𝑛 ∈ N so, daß

𝑏− 𝑎
𝑛

(𝑓(𝑏)− 𝑓(𝑎)) < 𝜀.

Für 𝑗 = 0, . . . , 𝑛 sei 𝑥𝑗 := 𝑎+ 𝑗 𝑏−𝑎
𝑛

. Damit ist 𝑍 := {𝑥0, . . . , 𝑥𝑛} ∈ 𝒵. Es seien 𝐼𝑗,𝑚𝑗 und
𝑀𝑗 wie immer. Es gilt:

|𝐼𝑗| =
𝑏− 𝑎
𝑛

, 𝑚𝑗 = 𝑓(𝑥𝑗−1), 𝑀𝑗 = 𝑓(𝑥𝑗) (𝑗 = 1, . . . , 𝑛).
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Also:

𝑂𝑓 (𝑍)− 𝑈𝑓 (𝑍) =
𝑛∑︁
𝑗=1

(𝑀𝑗 −𝑚𝑗)|𝐼𝑗|

= 𝑏− 𝑎
𝑛

𝑛∑︁
𝑗=1

(𝑓(𝑥𝑗)− 𝑓(𝑥𝑗−1))

= 𝑏− 𝑎
𝑛

(𝑓(𝑏)− 𝑓(𝑎)) < 𝜀.

Mit 10.3 folgt die Behauptung. □

Satz 10.5: Es gilt: 𝐶([𝑎, 𝑏]) ⊆ 𝑅([𝑎, 𝑏]).

Beweis: Es sei 𝑓 ∈ 𝐶([𝑎, 𝑏]) und 𝜀 > 0. Da [𝑎, 𝑏] kompakt ist, folgt nach Satz 7.16

(*) ∃𝛿 > 0 ∀𝑡, 𝑠 ∈ [𝑎, 𝑏] : |𝑡− 𝑠| < 𝛿 ⇒ |𝑓(𝑡)− 𝑓(𝑠)| < 𝜀

𝑏− 𝑎
.

Sei 𝑍 = {𝑥0, . . . , 𝑥𝑛} ∈ 𝒵 derart, dass |𝐼𝑗| < 𝛿 (𝑗 = 1, . . . , 𝑛). Für alle 𝑠, 𝑡 ∈ 𝐼𝑗 impliziert
(*) somit

𝑓(𝑡)− 𝑓(𝑠) ≤ |𝑓(𝑡)− 𝑓(𝑠)| < 𝜀

𝑏− 𝑎
.

Wegen sup𝑠∈𝐼𝑗
(−𝑓(𝑠)) = − inf𝑠∈𝐼𝑗

𝑓(𝑠) folgt damit

sup
𝑡∈𝐼𝑗

sup
𝑠∈𝐼𝑗

(︁
𝑓(𝑡)− 𝑓(𝑠)

)︁
= sup

𝑡∈𝐼𝑗

𝑓(𝑡)− inf
𝑠∈𝐼𝑗

𝑓(𝑠) < 𝜀.

Die Differenz der Ober- und Untersumme kann folglich abgeschätzt werden durch

𝑂𝑓 (𝑍)− 𝑈𝑓 (𝑍) =
𝑛∑︁
𝑗=1

(︁
sup
𝐼𝑗

𝑓 − inf
𝐼𝑗

𝑓
)︁
· |𝐼𝑗| <

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜀

𝑏− 𝑎
· |𝐼𝑗| = 𝜀.

Die Behaptung folgt nun aus Satz 10.3. □

Definition: Es sei 𝐼 ⊆ R ein Intervall und 𝐺, 𝑔 : 𝐼 → R Funktionen. Die Funktion 𝐺

heißt eine Stammfunktion von 𝑔 auf 𝐼 :⇐⇒ 𝐺 ist auf 𝐼 differenzierbar und 𝐺′ = 𝑔

auf 𝐼.

Beachte: Sind 𝐺 und 𝐻 Stammfunktionen von 𝑔 auf 𝐼, so ist 𝐺′ = 𝑔 = 𝐻 ′ auf 𝐼 und
nach 9.9 gilt

∃𝑐 ∈ R ∀𝑥 ∈ 𝐼 : 𝐺(𝑥) = 𝐻(𝑥) + 𝑐.
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Satz 10.6 (Erster Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung):
Ist 𝑓 ∈ 𝑅([𝑎, 𝑏]) und besitzt 𝑓 auf [𝑎, 𝑏] eine Stammfunktion 𝐹 , so ist∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹 (𝑏)− 𝐹 (𝑎).

Beweis: Es sei 𝑍 = {𝑥0, . . . , 𝑥𝑛} ∈ 𝒵, und 𝐼𝑗 = [𝑥𝑗−1, 𝑥𝑗].. Für jedes 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛}
existiert nach dem Mittelwertsatz ein 𝜉𝑗 ∈ (𝑥𝑗−1, 𝑥𝑗) mit

𝐹 (𝑥𝑗)− 𝐹 (𝑥𝑗−1) = 𝐹 ′(𝜉𝑗)(𝑥𝑗 − 𝑥𝑗−1) = 𝑓(𝜉𝑗) (𝑥𝑗 − 𝑥𝑗−1)⏟  ⏞  
=|𝐼𝑗 |

.

Wegen inf𝐼𝑗
𝑓 ≤ 𝑓(𝜉𝑗) kann die Untersumme nach oben wie folgt abgeschätzt werden

𝑈𝑓 (𝑍) =
𝑛∑︁
𝑗=1

inf
𝐼𝑗

𝑓 · |𝐼𝑗| ≤ 𝑓(𝜉𝑗) · |𝐼𝑗| =
𝑛∑︁
𝑗=1

(︁
𝐹 (𝑥𝑗)− 𝐹 (𝑥𝑗−1)

)︁
= 𝐹 (𝑏)− 𝐹 (𝑎).

Nutzt man 𝑓(𝜉𝑗) ≤ sup𝐼𝑗
𝑓 so erhält man mit einer analogen Rechnung für die Obersum-

me

𝐹 (𝑏)− 𝐹 (𝑎) ≤
𝑛∑︁
𝑗=1

sup
𝐼𝑗

𝑓 · |𝐼𝑗| = 𝑂𝑓 (𝑍).

Die Riemann-Integrierbarkeit von 𝑓 impliziert nun
∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓𝑑𝑥 =

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓𝑑𝑥 ≤ 𝐹 (𝑏)− 𝐹 (𝑎) ≤

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓𝑑𝑥 =

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓𝑑𝑥.

Die beweist den Hauptsatz. □

In Rechnungen ist folgende Schreibweise nützlich:

𝐹 (𝑥)
⃒⃒⃒⃒𝑏
𝑎

:= [𝐹 (𝑥)]𝑏𝑎 := 𝐹 (𝑏)− 𝐹 (𝑎).

Beispiele:

a) Es sei 0 < 𝑎 < 𝑏, 𝑓(𝑥) = 1
𝑥

(𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]). Es gilt 𝑓 ∈ 𝐶([𝑎, 𝑏]) 10.5==⇒ 𝑓 ∈ 𝑅([𝑎, 𝑏]), und
𝐹 (𝑥) := log 𝑥 ist eine Stammfunktion von 𝑓 auf [𝑎, 𝑏]. Mit 10.6 folgt:

∫︁ 𝑏

𝑎

1
𝑥
𝑑𝑥 = log 𝑥

⃒⃒⃒⃒𝑏
𝑎

= log 𝑏− log 𝑎 = log 𝑏
𝑎
.
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b) Es gilt: ∫︁ 𝜋
2

0
cos𝑥𝑑𝑥 = sin 𝑥

⃒⃒⃒⃒𝜋
2

0
= sin 𝜋2 − sin 0 = 1.

Bemerkung (In der Übung):

a) Es gibt integrierbare Funktionen, die keine Stammfunktion besitzen!

b) Es gibt nicht integrierbare Funktionen, die Stammfunktionen besitzen!

Satz 10.7: Es sei 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏). Dann gilt:

𝑓 ∈ 𝑅([𝑎, 𝑏]) ⇐⇒ 𝑓 ∈ 𝑅([𝑎, 𝑐]) und 𝑓 ∈ 𝑅([𝑐, 𝑏]).

In diesem Fall gilt: ∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓𝑑𝑥 =

∫︁ 𝑐

𝑎
𝑓𝑑𝑥+

∫︁ 𝑏

𝑐
𝑓𝑑𝑥.

Ohne Beweis.

Satz 10.8: Es seien 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑅([𝑎, 𝑏]). Dann gilt:

a) Es sei 𝐷 := 𝑓([𝑎, 𝑏]) und mit einem 𝐿 ≥ 0 gelte für ℎ : 𝐷 → R:

|ℎ(𝑠)− ℎ(𝑡)| ≤ 𝐿|𝑠− 𝑡| (𝑡, 𝑠 ∈ 𝐷).

Dann ist ℎ ∘ 𝑓 ∈ 𝑅([𝑎, 𝑏]).

b) |𝑓 | ∈ 𝑅([𝑎, 𝑏]) und |
∫︀ 𝑏
𝑎 𝑓(𝑥)𝑑𝑥| ≤

∫︀ 𝑏
𝑎 |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥 (△-Ungleichung für Integrale).

c) 𝑓𝑔 ∈ 𝑅([𝑎, 𝑏]).

d) Ist 𝑔(𝑥) ̸= 0 (𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]) und 1
𝑔

auf [𝑎, 𝑏] beschränkt, so ist 1
𝑔
∈ 𝑅([𝑎, 𝑏]).

Beweis:

a) , c) und d) ohne Beweis.

b) Es sei 𝐷 := 𝑓([𝑎, 𝑏]) und ℎ(𝑡) := |𝑡| (𝑡 ∈ 𝐷). Dann ist |𝑓 | = ℎ ∘ 𝑓 . Für 𝑡, 𝑠 ∈ 𝐷 gilt:

|ℎ(𝑡)− ℎ(𝑠)| = ||𝑡| − |𝑠|| ≤ |𝑡− 𝑠|.

Aus a) folgt |𝑓 | ∈ 𝑅([𝑎, 𝑏]). Weiter ist ±𝑓 ≤ |𝑓 | auf [𝑎, 𝑏]. Mit 10.2 folgt

±
∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓𝑑𝑥 ≤

∫︁ 𝑏

𝑎
|𝑓 |𝑑𝑥, also |

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥| ≤

∫︁ 𝑏

𝑎
|𝑓(𝑥)|𝑑𝑥.
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□

Definition: Es sei 𝑓 ∈ 𝑅([𝑎, 𝑏]) und 𝛼, 𝛽 ∈ [𝑎, 𝑏]. Wir setzen∫︁ 𝛼

𝛼
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 := 0.

Ist 𝛼 < 𝛽, so ist nach 10.7 𝑓 ∈ 𝑅([𝛼, 𝛽]) und wir setzen∫︁ 𝛼

𝛽
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 := −

∫︁ 𝛽

𝛼
𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

Bemerkung: Mit der vorigen Definition gilt der erste Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung auch in folgender Situation:
Sind 𝑎 < 𝑏, 𝛼, 𝛽 ∈ [𝑎, 𝑏] und 𝑓 ∈ 𝑅([𝑎, 𝑏]) derart, dass 𝑓 auf [𝑎, 𝑏] eine Stammfunktion
besitzt, so gilt ∫︁ 𝛽

𝛼
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹 (𝛽)− 𝐹 (𝛼). (10.1)

Der Unterschied zu Satz 10.6 ist hier, dass 𝛽 nicht strikt größer als 𝛼 sein muss. Dass (10.1)
gilt, folgt im Falle 𝛼 < 𝛽 direkt aus Satz 10.6. Im Falle 𝛼 = 𝛽 ist das Integral per
Definition gleich Null und im Falle 𝛽 < 𝛼 gilt mit obiger Definition∫︁ 𝛽

𝛼
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = −

∫︁ 𝛼

𝛽
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = −

(︁
𝐹 (𝛼)− 𝐹 (𝛽)

)︁
= 𝐹 (𝛽)− 𝐹 (𝛼).

Der folgende zweite Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung liefert uns nun die
Existenz einer Stammfunktion für stetige Funktionen.

Satz 10.9 (Zweiter Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung):
Es sei 𝑓 ∈ 𝑅([𝑎, 𝑏]) und

𝐹 (𝑥) :=
∫︁ 𝑥

𝑎
𝑓(𝑡)𝑑𝑡 (𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]) .

Dann gilt:

a) 𝐹 (𝑦)− 𝐹 (𝑥) =
∫︀ 𝑦
𝑥 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 (𝑥, 𝑦 ∈ [𝑎, 𝑏]).

b) 𝐹 ist Lipschitz-stetig.

c) Ist 𝑓 ∈ 𝐶([𝑎, 𝑏]), so ist 𝐹 ∈ 𝐶1([𝑎, 𝑏]) und 𝐹 ′(𝑥) = 𝑓(𝑥) (𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]).
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Beweis:

a) Es seien 𝑥, 𝑦 ∈ [𝑎, 𝑏].
Fall 1: Für 𝑥 ≤ 𝑦 gilt

𝐹 (𝑦)− 𝐹 (𝑥) =
∫︁ 𝑦

𝑎
𝑓(𝑡)𝑑𝑡−

∫︁ 𝑥

𝑎
𝑓(𝑡)𝑑𝑡

10.7=
∫︁ 𝑥

𝑎
𝑓(𝑡)𝑑𝑡+

∫︁ 𝑦

𝑥
𝑓(𝑡)𝑑𝑡−

∫︁ 𝑥

𝑎
𝑓(𝑡)𝑑𝑡

=
∫︁ 𝑦

𝑥
𝑓(𝑡)𝑑𝑡

Fall 2: Für 𝑥 > 𝑦 gilt

𝐹 (𝑦)− 𝐹 (𝑥) = −(𝐹 (𝑥)− 𝐹 (𝑦)) 𝐹𝑎𝑙𝑙1= −
∫︁ 𝑥

𝑦
𝑓(𝑡)𝑑𝑡 =

∫︁ 𝑦

𝑥
𝑓(𝑡)𝑑𝑡.

b) Setze 𝐿 := sup{|𝑓(𝑡)| : 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]}. Es seien 𝑥, 𝑦 ∈ [𝑎, 𝑏] und o.B.d.A. sei 𝑥 ≤ 𝑦.
Dann gilt:

|𝐹 (𝑦)− 𝐹 (𝑥)| 𝑎)=
⃒⃒⃒⃒ ∫︁ 𝑦

𝑥
𝑓(𝑡)𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒ 10.8
≤
∫︁ 𝑦

𝑥
|𝑓(𝑡)|𝑑𝑡

10.2
≤
∫︁ 𝑦

𝑥
𝐿𝑑𝑡

= 𝐿(𝑦 − 𝑥) = 𝐿|𝑦 − 𝑥|.

c) Wir zeigen für 𝑥0 ∈ [𝑎, 𝑏):

lim
ℎ→0+

𝐹 (𝑥0 + ℎ)− 𝐹 (𝑥0)
ℎ

= 𝑓(𝑥0),

(analog zeigt man für 𝑥0 ∈ (𝑎, 𝑏]: limℎ→0−
𝐹 (𝑥0+ℎ)−𝐹 (𝑥0)

ℎ
= 𝑓(𝑥0)).

Sei also 𝑥0 ∈ [𝑎, 𝑏), ℎ > 0 und 𝑥0 + ℎ ∈ [𝑎, 𝑏]. Es ist
1
ℎ

∫︁ 𝑥0+ℎ

𝑥0
𝑓(𝑥0)𝑑𝑡 = 𝑓(𝑥0)

und
𝐹 (𝑥0 + ℎ)− 𝐹 (𝑥0)

ℎ

𝑎)= 1
ℎ

∫︁ 𝑥0+ℎ

𝑥0
𝑓(𝑡)𝑑𝑡.

Weiter gilt:

𝐷(ℎ) :=
⃒⃒⃒⃒
⃒𝐹 (𝑥0 + ℎ)− 𝐹 (𝑥0)

ℎ
− 𝑓(𝑥0)

⃒⃒⃒⃒
⃒

= 1
ℎ

⃒⃒⃒⃒
⃒
∫︁ 𝑥0+ℎ

𝑥0
(𝑓(𝑡)− 𝑓(𝑥0))𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒

10.8
≤ 1

ℎ

∫︁ 𝑥0+ℎ

𝑥0
|𝑓(𝑡)− 𝑓(𝑥0)|𝑑𝑡.
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Die Funktion 𝑡 ↦→ |𝑓(𝑡)− 𝑓(𝑥0)| ist stetig auf [𝑎, 𝑏]. Nach 7.11 gilt daher:

∃𝜉ℎ ∈ [𝑥0, 𝑥0 + ℎ] ∀𝑡 ∈ [𝑥0, 𝑥0 + ℎ] : |𝑓(𝑡)− 𝑓(𝑥0)| ≤ |𝑓(𝜉ℎ)− 𝑓(𝑥0)|.

Also gilt:
𝐷(ℎ) ≤ 1

ℎ

∫︁ 𝑥0+ℎ

𝑥0
|𝑓(𝜉ℎ)− 𝑓(𝑥0)|𝑑𝑡 = |𝑓(𝜉ℎ)− 𝑓(𝑥0)|.

Für ℎ → 0+ gilt 𝜉ℎ → 𝑥0. Da 𝑓 stetig ist folgt 𝑓(𝜉ℎ) → 𝑓(𝑥0) (ℎ → 0+), also
𝐷(ℎ)→ 0 (ℎ→ 0+).

□

Aus 10.9 folgt (Übung):

Folgerung 10.10: Es sei 𝐼 ⊆ R ein Intervall, 𝑔 ∈ 𝐶(𝐼) und 𝑥0 ∈ 𝐼. Definiere 𝐺 : 𝐼 → R
durch

𝐺(𝑥) =
∫︁ 𝑥

𝑥0
𝑔(𝑡)𝑑𝑡.

Dann gilt: 𝐺 ∈ 𝐶1(𝐼) und 𝐺′ = 𝑔 auf 𝐼.

Definition: Es sei 𝐼 ⊆ R ein Intervall. Besitzt 𝑔 : 𝐼 → R auf 𝐼 eine Stammfunktion, so
schreibt man für eine solche auch∫︁

𝑔𝑑𝑥 oder
∫︁
𝑔(𝑥)𝑑𝑥

und nennt dies ein unbestimmtes Integral von 𝑔.

Beispiel 10.11: ∫︁
cos(𝑥)𝑑𝑥 = sin(𝑥),

∫︁
cos(𝑥)𝑑𝑥 = sin(𝑥) + 17.

Satz 10.12 (Partielle Integration):
Sei 𝐼 ⊆ R ein Intervall, 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐼 und 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶1(𝐼). Dann gilt

∫︁ 𝛽

𝛼
𝑓 ′𝑔𝑑𝑥 = 𝑓𝑔

⃒⃒⃒⃒𝛽
𝛼
−
∫︁ 𝛽

𝛼
𝑓𝑔′𝑑𝑥.
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Beweis: Die Produktregel impliziert, dass (𝑓𝑔)′ = 𝑓 ′𝑔 + 𝑓𝑔′ und damit, dass 𝑓 ′𝑔 =
(𝑓𝑔)′ − 𝑓𝑔′. Integration von 𝛼 bis 𝛽 liefert∫︁ 𝛽

𝛼
𝑓 ′𝑔𝑑𝑥 =

∫︁ 𝛽

𝛼
(𝑓𝑔)′𝑑𝑥−

∫︁ 𝛽

𝛼
𝑓𝑔′𝑑𝑥

10.6= 𝑓𝑔
⃒⃒⃒⃒𝛽
𝛼
−
∫︁ 𝛽

𝛼
𝑓𝑔′𝑑𝑥.

□

Beispiele:

a) Für 𝑥 ∈ R gilt∫︁ 𝑥

0
sin2(𝑦)𝑑𝑦 =

∫︁ 𝑥

0
sin(𝑦)⏟  ⏞  
𝑓 ′

sin(𝑦)⏟  ⏞  
𝑔

𝑑𝑦 =
[︁
− cos(𝑦) sin(𝑦)

]︁𝑥
0
−
∫︁ 𝑥

0
(− cos(𝑦)) cos(𝑦)𝑑𝑦

=
[︁
− cos(𝑦) sin(𝑦)

]︁𝑥
0
−
∫︁ 𝑥

0
sin2(𝑦)𝑑𝑦 +

∫︁ 𝑥

0
1𝑑𝑥.

Holt man das Integral über sin2 auf die linke Seite, so folgt∫︁ 𝑥

0
sin2(𝑦)𝑑𝑦 = 1

2(𝑥− cos(𝑥) sin(𝑥)).

Folglich ist die Funktion 𝑥 ↦→ 1
2(𝑥− cos(𝑥) sin(𝑥)) eine Stammfunktion von sin2.

b) Berechne für 𝑥 > 0∫︁ 𝑥

1
log(𝑦)𝑑𝑦 =

∫︁ 𝑥

1
1⏟ ⏞ 
𝑓 ′

log(𝑦)⏟  ⏞  
𝑔

𝑑𝑦 = 𝑥 log(𝑥)−
∫︁ 𝑥

1
𝑦

1
𝑦
𝑑𝑦 = 𝑥 log(𝑥)− 𝑥+ 1.

Da Stammfunktionen bis auf Addition einer Konstanten eindeutig sind, ist die
Funktion 𝑥 ↦→ 𝑥 log(𝑥)− 𝑥 eine Stammfunktion des Logarithmus.

c) Ungeeignete Anwendung der partiellen Integration:∫︁ 𝑥

0
𝑦⏟ ⏞ 
𝑓 ′

𝑒𝑦⏟ ⏞ 
𝑔

𝑑𝑦 = 1
2𝑥

2𝑒𝑥 −
∫︁ 1

2𝑦
2𝑒𝑦𝑑𝑦.

Besser: ∫︁ 𝑥

0
𝑦⏟ ⏞ 
𝑔

𝑒𝑦⏟ ⏞ 
𝑓 ′

𝑑𝑦 = 𝑥𝑒𝑥 −
∫︁ 𝑥

0
𝑒𝑦𝑑𝑦 = 𝑥𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 + 1.

Somit ist 𝑥 ↦→ 𝑥𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 eine Stammfunktion von 𝑥 ↦→ 𝑥𝑒𝑥.
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Satz 10.13 (Substitutionsregel):
Es seien 𝐼 und 𝐽 Intervalle in R, es sei 𝑓 ∈ 𝐶(𝐼), 𝑔 ∈ 𝐶1(𝐽) und 𝑔(𝐽) ⊆ 𝐼. Dann gilt
für alle 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐽 ∫︁ 𝑔(𝛽)

𝑔(𝛼)
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁ 𝛽

𝛼
𝑓(𝑔(𝑡))𝑔′(𝑡)𝑑𝑡.

Ist 𝑔 zusätzlich invertierbar, so gilt für alle 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑔(𝐽)∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁ 𝑔−1(𝑏)

𝑔−1(𝑎)
𝑓(𝑔(𝑡))𝑔′(𝑡)𝑑𝑡.

Beweis: Nach Satz 10.10 hat 𝑓 auf 𝐼 eine Stammfunktion 𝐹 . Setze 𝐺(𝑡) := 𝐹 (𝑔(𝑡))
(𝑡 ∈ 𝐽). Es gilt (Kettenregel): 𝐺 ∈ 𝐶1(𝐽) und

𝐺′(𝑡) = 𝐹 ′(𝑔(𝑡))𝑔′(𝑡) = 𝑓(𝑔(𝑡))𝑔′(𝑡) (𝑡 ∈ 𝐽)

und damit∫︁ 𝛽

𝛼
𝑓(𝑔(𝑡))𝑔′(𝑡)𝑑𝑡 10.6= 𝐺(𝛽)−𝐺(𝛼) = 𝐹 (𝑔(𝛽))− 𝐹 (𝑔(𝛼)) 10.6=

∫︁ 𝑔(𝛼)

𝑔(𝛽)
𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

Die zweite Aussage folgt, indem man die erste für 𝛼 = 𝑔−1(𝑎) und 𝛽 = 𝑔−1(𝑏) anwendet.
□

Merkregel: Für die Ableitung einer differenzierbaren Funktion 𝑦 = 𝑦(𝑡) schreibt man
auch oft 𝑦′ = 𝑑𝑦

𝑑𝑥
.

In Satz 10.13 “substituiert” man 𝑥 = 𝑔(𝑡) und fasst somit 𝑥 als Funktion von 𝑡 auf. Die
Ableitung von 𝑥 berechnet sich nur 𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑔′(𝑡), also

“𝑑𝑥 = 𝑔′(𝑡)𝑑𝑡“.

Beispiele:

a)

∫︁ 1

0

𝑒2𝑥 + 1
𝑒𝑥

𝑑𝑥

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑥 = log 𝑡, 𝑒𝑥 = 𝑡

𝑑𝑥
𝑑𝑡

= 1
𝑡
, 𝑑𝑥 = 1

𝑡
𝑑𝑡

𝑥 = 0⇒ 𝑡 = 1, 𝑥 = 1⇒ 𝑡 = 𝑒

=
∫︁ 𝑒

1

𝑡2 + 1
𝑡
· 1
𝑡
𝑑𝑡 =

∫︁ 𝑒

1

𝑡2 + 1
𝑡2

𝑑𝑡 =
∫︁ 𝑒

1
(1 + 1

𝑡2
)𝑑𝑡

=
[︂
𝑡− 1

𝑡

]︂𝑒
1

= 𝑒− 1
𝑒
− (1− 1) = 𝑒− 1

𝑒
.
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b) ∫︁ 1

0

√
1− 𝑥2𝑑𝑥

⎧⎪⎨⎪⎩𝑥 = sin 𝑡, 𝑡 ∈ [0, 𝜋2 ]
𝑑𝑥
𝑑𝑡

= cos 𝑡, 𝑑𝑥 = cos 𝑡𝑑𝑡

=
∫︁ 𝜋

2

0

√︁
1− sin2 𝑡 cos 𝑡𝑑𝑡 =

∫︁ 𝜋
2

0

√
cos2 𝑡 cos 𝑡𝑑𝑡

=
∫︁ 𝜋

2

0
| cos 𝑡| cos 𝑡𝑑𝑡 =

∫︁ 𝜋
2

0
cos2 𝑡𝑑𝑡 =

∫︁ 𝜋
2

0
(1− sin2 𝑡)𝑑𝑡

=
[︂
𝑡− 1

2(𝑡− cos 𝑡 sin 𝑡)
]︂𝜋

2

0
= 𝜋

4 .

Motivation: Für 𝑛 ≥ 2 sei

𝑓𝑛 : [0, 1]→ R, 𝑓𝑛(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑛2𝑥, 𝑥 ∈ [0, 1

𝑛
),

𝑛− (𝑥− 1
𝑛
)𝑛2, 𝑥 ∈ [ 1

𝑛
, 2
𝑛
),

0, 𝑥 ∈ [ 2
𝑛
, 1].

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0

2

4

Abbildung 10.1: 𝑓𝑛 für 𝑛 = 5.

Es gilt:
𝑓𝑛 ∈ 𝐶([0, 1]) 10.5==⇒ 𝑓𝑛 ∈ 𝑅([0, 1]) 10.6==⇒

10.7

∫︁ 1

0
𝑓𝑛𝑑𝑥 = 1 (𝑛 ≥ 2).

Übung: (𝑓𝑛) konvergiert auf [0, 1] punktweise gegen 𝑓 = 0. Also gilt:

lim
𝑛→∞

∫︁ 1

0
𝑓𝑛(𝑥)𝑑𝑥 = 1 ̸= 0 =

∫︁ 1

0
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁ 1

0

(︂
lim
𝑛→∞

𝑓𝑛(𝑥)
)︂
𝑑𝑥.
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Satz 10.14: Es sei (𝑓𝑛) eine Folge in 𝑅([𝑎, 𝑏]) und (𝑓𝑛) konvergiere auf [𝑎, 𝑏] gleichmäßig
gegen 𝑓 : [𝑎, 𝑏]→ R. Dann gilt: 𝑓 ∈ 𝑅([𝑎, 𝑏]) und

lim
𝑛→∞

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓𝑛(𝑥) d𝑥 =

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓(𝑥) d𝑥.

Beweis: Wir geben nur einen Beweis im Falle, dass die Riemann-Integrierbarkeit der
Grenzfunktion 𝑓 bereits gezeigt wurde. Die Riemann-Integrierbarkeit von 𝑓 ist gerade
der schwierige Teil des Beweises.
Ist 𝑓 ∈ 𝑅([𝑎, 𝑏]) erhalten wir mit

𝐿𝑛 := sup{|𝑓𝑛(𝑥)− 𝑓(𝑥)| : 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]}

die Abschätzung⃒⃒⃒⃒ ∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓𝑛(𝑥) d𝑥−

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑓(𝑥) d𝑥

⃒⃒⃒⃒
=
⃒⃒⃒⃒ ∫︁ 𝑏

𝑎

(︁
𝑓𝑛(𝑥)− 𝑓(𝑥)

)︁
d𝑥
⃒⃒⃒⃒
≤
∫︁ 𝑏

𝑎
|𝑓𝑛(𝑥)− 𝑓(𝑥)| d𝑥

≤ 𝐿𝑛(𝑏− 𝑎).

Die gleichmäßige Konvergenz von (𝑓𝑛) gegen 𝑓 bedeutet gerade, dass 𝐿𝑛 → 0 für 𝑛→∞
gilt. Dies impliziert die Konvergenz der Integrale. □

Satz 10.15: Es sei (𝑓𝑛) eine Folge mit:

i) 𝑓𝑛 ∈ 𝐶1([𝑎, 𝑏]) (𝑛 ∈ N),

ii) (𝑓𝑛(𝑎)) ist konvergent,

iii) (𝑓 ′
𝑛) konvergiert auf [𝑎, 𝑏] gleichmäßig gegen 𝑔 : [𝑎, 𝑏]→ R.

Dann konvergiert (𝑓𝑛) auf [𝑎, 𝑏] gleichmäßig und für

𝑓(𝑥) := lim
𝑛→∞

𝑓𝑛(𝑥) (𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏])

gilt:
𝑓 ∈ 𝐶1([𝑎, 𝑏]) und 𝑓 ′(𝑥) = 𝑔(𝑥) (𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]).

Bemerkung: Satz 10.15 enthält wieder eine Aussage über das Vertauschen von Grenz-
werten:

lim
𝑛→∞

𝑓 ′
𝑛(𝑥) = 𝑔(𝑥) = 𝑓 ′(𝑥) = ( lim

𝑛→∞
𝑓𝑛(𝑥))′ (𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]).
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Beweis: Der erste Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung impliziert, dass

𝑓𝑛(𝑥) = 𝑓𝑛(𝑎) +
∫︁ 𝑥

𝑎
𝑓 ′
𝑛(𝑡) d𝑡 (𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]). (10.2)

Per Voraussetzung konvergiert (𝑓𝑛(𝑎)) gegen eine Satz 𝑐 ∈ R und (𝑓 ′
𝑛) konvergiert gleich-

mäßig gegen 𝑔. Mit Satz 10.14 gilt also

lim
𝑛→∞

𝑓𝑛(𝑥) = 𝑐+
∫︁ 𝑥

𝑎
𝑔(𝑡) d𝑡 =: 𝑓(𝑥) (𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]),

sodass (𝑓𝑛) insbesondere gleichmäßig auf [𝑎, 𝑏] konvergiert. Da 𝑔 nach Satz 8.3 a) auf
[𝑎, 𝑏] stetig ist, impliziert der zweite hauptsatz der Differential- und Integralrechnung,
dass 𝑓 ∈ 𝐶1([𝑎, 𝑏]) und 𝑓 ′ = 𝑔 auf [𝑎, 𝑏] gilt.
Definiert man für 𝑛 ∈ N

𝐿𝑛 := sup{|𝑓 ′
𝑛(𝑡)− 𝑔(𝑡)| : 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]}

und nutzt man (10.2) sowie die Definition von 𝑓 , so schätzt man die Differenz von 𝑓𝑛

und 𝑓 wie folgt ab

|𝑓𝑛(𝑥)− 𝑓(𝑥)| =
⃒⃒⃒⃒
𝑓𝑛(𝑎)− 𝑐+

∫︁ 𝑥

𝑎

(︁
𝑓 ′
𝑛(𝑡)− 𝑔(𝑡)

)︁
d𝑡
⃒⃒⃒⃒

≤ |𝑓𝑛(𝑎)− 𝑐|+
∫︁ 𝑥

𝑎
|𝑓 ′
𝑛(𝑡)− 𝑔(𝑡)| d𝑡

≤ |𝑓𝑛(𝑎)− 𝑐|+
∫︁ 𝑏

𝑎
|𝑓 ′
𝑛(𝑡)− 𝑔(𝑡)| d𝑡

≤ |𝑓𝑛(𝑎)− 𝑐|+ 𝐿𝑛(𝑏− 𝑎).

Da (𝑓 ′
𝑛) gleichmäßig gegen 𝑔 konvergiert, konvergiert 𝐿𝑛 für 𝑛 → ∞ gegen 0. Satz 8.1

impliziert nun, dass (𝑓𝑛) gleichmäßig auf [𝑎, 𝑏] gegen 𝑓 konvergiert. □

Bemerkung: Der Beweis von 9.10 b) kann mit 8.2 und 10.15 geführt werden.
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Kapitel 11

Uneigentliche Integrale

Vereinbarung: Ist 𝐼 ⊆ R ein Intervall und 𝑓 : 𝐼 → R eine Funktion, so soll stets gelten:
𝑓 ∈ 𝑅(𝐽) für jedes kompakte Intervall 𝐽 ⊆ 𝐼.

Definition:

a) Es sei 𝑎 ∈ R, 𝛽 ∈ R ∪ {∞}, 𝑎 < 𝛽 und 𝑓 : [𝑎, 𝛽)→ R eine Funktion.
Das uneigentliche Integral

∫︀ 𝛽
𝑎 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 heißt konvergent :⇐⇒

Es existiert lim
𝑡→𝛽−

∫︁ 𝑡

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ∈ R.

In diesem Fall: ∫︁ 𝛽

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 := lim

𝑡→𝛽−

∫︁ 𝑡

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

b) Es sei 𝑏 ∈ R, 𝛼 ∈ R ∪ {−∞}, 𝛼 < 𝑏 und 𝑓 : (𝛼, 𝑏]→ R eine Funktion.
Das uneigentliche Integral

∫︀ 𝑏
𝛼 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 heißt konvergent :⇐⇒

Es existiert lim
𝑡→𝛼+

∫︁ 𝑏

𝑡
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ∈ R.

In diesem Fall: ∫︁ 𝑏

𝛼
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 := lim

𝑡→𝛼+

∫︁ 𝑏

𝑡
𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

Ein nicht konvergentes uneigentliches Integral heißt divergent.

Bemerkung: Für 𝑡 ∈ [𝑎, 𝛽) sei 𝑔(𝑡) :=
∫︀ 𝑡
𝑎 𝑓(𝑥)𝑑𝑥. Dann gilt:∫︁ 𝛽

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 konvergiert ⇐⇒ lim

𝑡→𝛽−
𝑔(𝑡) existiert und ist in R.

D.h. die Konvergenz eines uneigentlichen Integrals ist gleichbedeutend mit der Existenz
eines Funktionenlimes.
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Beispiele:

a)
∫︀∞

1
1
𝑥𝛾 𝑑𝑥, (𝑎 = 1, 𝛽 =∞). Für 𝑡 > 1 gilt:

∫︁ 𝑡

1

1
𝑥𝛾
𝑑𝑥 =

⎧⎪⎨⎪⎩log 𝑡, falls 𝛾 = 1
1

1−𝛾 (𝑡1−𝛾 − 1), falls 𝛾 ̸= 1

Also gilt:
∫︀∞

1
1
𝑥𝛾 𝑑𝑥 konvergiert ⇐⇒ 𝛾 > 1. In diesem Fall ist

∫︁ ∞

1

1
𝑥𝛾
𝑑𝑥 = 1

𝛾 − 1 .

b)
∫︀ 1

0
1
𝑥𝛾 𝑑𝑥, (𝛼 = 0, 𝑏 = 1). Wie in Beispiel a) sieht man:

∫︁ 1

0

1
𝑥𝛾
𝑑𝑥 konvergiert ⇐⇒ 𝛾 < 1.

In diesem Fall ist ∫︁ 1

0

1
𝑥𝛾
𝑑𝑥 = 1

1− 𝛾 .

c)
∫︀∞

0
1

1+𝑥2𝑑𝑥 (𝑎 = 0, 𝛽 =∞). Für 𝑡 > 0 gilt:
∫︁ 𝑡

0

1
1 + 𝑥2𝑑𝑥 = arctan 𝑡→ 𝜋

2 (𝑡→∞).

Also ist
∫︀∞

0
1

1+𝑥2𝑑𝑥 konvergent und = 𝜋
2 .

d)
∫︀ 0

−∞
1

1+𝑥2𝑑𝑥 (𝛼 = −∞, 𝑏 = 0). Wie in Beispiel b) sieht man:
∫︁ 0

−∞

1
1 + 𝑥2𝑑𝑥 konvergiert und = 𝜋

2 .

e)
∫︀∞

0 sin 𝑥𝑑𝑥 (𝑎 = 0, 𝛽 =∞). Es sei 𝑡𝑛 = 𝑛𝜋 (𝑛 ∈ N). Es gilt: 𝑡𝑛 →∞ und
∫︁ 𝑡𝑛

0
sin 𝑥𝑑𝑥 = − cos𝑥

⃒⃒⃒⃒𝑡𝑛
0

= 1− cos 𝑡𝑛 = 1− cos(𝑛𝜋) = 1− (−1)𝑛 (𝑛 ∈ N).

Also ist
∫︀∞

0 sin 𝑥𝑑𝑥 divergent.
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Definition: Es sei 𝛼 < 𝛽, 𝛼 ∈ R ∪ {−∞}, 𝛽 ∈ R ∪ {∞} und 𝑓 : (𝛼, 𝛽) → R eine
Funktion.
Das uneigentliche Integral

∫︀ 𝛽
𝛼 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 heißt konvergent :⇐⇒

∃𝑐 ∈ (𝛼, 𝛽) :
∫︁ 𝑐

𝛼
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 und

∫︁ 𝛽

𝑐
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 sind konvergent .

In diesem Fall: ∫︁ 𝛽

𝛼
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 :=

∫︁ 𝑐

𝛼
𝑓(𝑥)𝑑𝑥+

∫︁ 𝛽

𝑐
𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

Im anderen Fall heißt das Integral divergent.

Übung: Obige Definition ist unabhängig von 𝑐 ∈ (𝛼, 𝛽).

Beispiele:

a)
∫︀∞

−∞ 𝑥𝑑𝑥 ist divergent, denn
∫︀∞

0 𝑥𝑑𝑥 ist divergent.

b) Es sei 𝛾 > 0. Obige Beispiele a) und b) zeigen:∫︁ ∞

0

1
𝑥𝛾
𝑑𝑥 ist divergent.

c) Obige Beispiele c) und d) zeigen:∫︁ ∞

−∞

1
1 + 𝑥2𝑑𝑥 ist konvergent und = 𝜋.

Die folgenden Definitionen und Sätze formulieren wir nur für uneigentliche Integrale der
Form ∫︁ 𝛽

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥,

wobei −∞ < 𝑎 < 𝛽 ≤ ∞ und 𝑓 : [𝑎, 𝛽) → R. Sie gelten sinngemäß auch für die beiden
anderen Typen uneigentlicher Integrale.

Satz 11.1 (Cauchykriterium): Es gilt:∫︁ 𝛽

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 konvergiert ⇐⇒ ∀𝜀 > 0 ∃𝑐 ∈ (𝑎, 𝛽) ∀𝑢, 𝑣 ∈ (𝑐, 𝛽) :

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑣

𝑢
𝑓(𝑥)𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
< 𝜀.

Beweis: Folgt aus 6.2 c). □

Beispiel: Behauptung:
∫︀∞

1
sin𝑥
𝑥
𝑑𝑥 konvergiert.
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Beweis: Für 1 < 𝑢 < 𝑣 gilt:

|
∫︁ 𝑣

𝑢

sin 𝑥
𝑥

𝑑𝑥| = |
∫︁ 𝑣

𝑢

1
𝑥⏟ ⏞ 
𝑔

sin 𝑥⏟  ⏞  
𝑓 ′

𝑑𝑥|

=
⃒⃒⃒⃒[︂
−cos𝑥

𝑥

]︂𝑣
𝑢
−
∫︁ 𝑣

𝑢
(− 1
𝑥2 )(− cos𝑥)𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
=
⃒⃒⃒⃒
−cos 𝑣

𝑣
+ cos𝑢

𝑢
−
∫︁ 𝑣

𝑢

cos𝑥
𝑥2 𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
≤ 1
𝑣

+ 1
𝑢

+
∫︁ 𝑣

𝑢

1
𝑥2𝑑𝑥 = 2

𝑢
.

Es sei 𝜀 > 0 und o.B.d.A 𝜀 < 2. Setze 𝑐 := 2
𝜀
. Für 2

𝜀
= 𝑐 < 𝑢 < 𝑣 gilt nun:

|
∫︁ 𝑣

𝑢

sin 𝑥
𝑥

𝑑𝑥| ≤ 2
𝑢
< 𝜀.

Mit 11.1 folgt die Behauptung. □

Definition:∫︁ 𝛽

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 heißt absolut konvergent :⇐⇒

∫︁ 𝛽

𝑎
|𝑓(𝑥)|𝑑𝑥 ist konvergent.

Beispiel:
∫︀∞

1
sin𝑥
𝑥
𝑑𝑥 ist nicht absolut konvergent (Übung).

Den folgenden Satz beweist man mit 11.1 ähnlich wie bei Reihen:

Satz 11.2:

a) Ist
∫︀ 𝛽
𝑎 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 absolut konvergent, so ist

∫︀ 𝛽
𝑎 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 konvergent und

|
∫︁ 𝛽

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥| ≤

∫︁ 𝛽

𝑎
|𝑓(𝑥)|𝑑𝑥.

b) Majorantenkriterium: Ist |𝑓 | ≤ ℎ auf [𝑎, 𝛽) und
∫︀ 𝛽
𝑎 ℎ(𝑥)𝑑𝑥 konvergent, so ist∫︀ 𝛽

𝑎 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 absolut konvergent.

c) Minorantenkriterium: Ist 𝑓 ≥ ℎ ≥ 0 auf [𝑎, 𝛽) und
∫︀ 𝛽
𝑎 ℎ(𝑥)𝑑𝑥 divergent, so ist∫︀ 𝛽

𝑎 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 divergent.

Beispiele:
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a)
∫︀∞

1
𝑥√

1 + 𝑥5⏟  ⏞  
=:𝑓(𝑥)

𝑑𝑥. Für 𝑥 ≥ 1 gilt: |𝑓(𝑥)| = 𝑓(𝑥) ≤ 𝑥√
𝑥5 = 1

𝑥
3
2

=: 𝑔(𝑥).

∫︁ ∞

1
𝑔(𝑥)𝑑𝑥 konvergiert ⇒

∫︁ ∞

1
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 konvergiert.

b)
∫︀∞

1
𝑥

𝑥2 + 7𝑥⏟  ⏞  
=:𝑓(𝑥)

𝑑𝑥. Es sei 𝑔(𝑥) := 1
𝑥
. Es gilt:

𝑓(𝑥)
𝑔(𝑥) = 𝑥2

𝑥2 + 7𝑥 → 1 (𝑥→∞)

⇒ ∃𝑐 ≥ 1 ∀𝑥 ≥ 𝑐 : 𝑓(𝑥)
𝑔(𝑥) ≥

1
2 ⇒ ∀𝑥 ≥ 𝑐 : 𝑓(𝑥) ≥ 1

2𝑔(𝑥).

Weiter gilt:∫︁ ∞

𝑐

1
2𝑔(𝑥)𝑑𝑥 divergiert⇒

∫︁ ∞

𝑐
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 divergiert⇒

∫︁ ∞

1
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 divergiert.

118



Kapitel 12

Die komplexe Exponentialfunktion

Erinnerung (lineare Algebra): Die Menge C der komplexen Zahlen ist ein Körper. Alle
aus den Körperaxiomen hergeleiteten Formeln gelten daher auch in C.

Beispiele:

a) Die Binomische Formel gilt in C.

b) Die geometrische Summenformel gilt in C:
𝑛∑︁
𝑘=0

𝑧𝑘 = 1− 𝑧𝑛+1

1− 𝑧 (𝑧 ∈ C, 𝑧 ̸= 1).

Es sei 𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦 ∈ C (𝑥, 𝑦 ∈ R).

|𝑧| :=
√
𝑥2 + 𝑦2 heißt Betrag von 𝑧.

𝑧 := 𝑥− 𝑖𝑦 heißt komplex Konjugierte von 𝑧.

𝑧 · 𝑧 = |𝑧|2 (𝑧 ∈ C).

|𝑧 · 𝑤| = |𝑧| · |𝑤| (𝑧, 𝑤 ∈ C).

|𝑧 + 𝑤| ≤ |𝑧|+ |𝑤| (𝑧, 𝑤 ∈ C).

Definition: Die auf C definierte Funktion

𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦 ↦→ 𝑒𝑧 := 𝑒𝑥(cos 𝑦 + 𝑖 sin 𝑦)

heißt komplexe Exponentialfunktion.

Ist 𝑧 = 𝑥 ∈ R, so ist 𝑒𝑧 = 𝑒𝑥; ist 𝑧 = 𝑖𝑡 (𝑡 ∈ R), so ist 𝑒𝑖𝑡 = cos 𝑡+ 𝑖 sin 𝑡.

Satz 12.1: Es gilt:
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a) ∀𝑧, 𝑤 ∈ C : 𝑒𝑧+𝑤 = 𝑒𝑧𝑒𝑤; ∀𝑧 ∈ C ∀𝑛 ∈ Z : 𝑒𝑛𝑧 = (𝑒𝑧)𝑛.

b) ∀𝑡 ∈ R : |𝑒𝑖𝑡| = 1, 𝑒−𝑖𝑡 = 𝑒𝑖𝑡.

c) 𝑒𝑖𝜋 + 1 = 0.

d) ∀𝑘 ∈ Z ∀𝑧 ∈ C : 𝑒𝑧+2𝑘𝜋𝑖 = 𝑒𝑧.

e) ∀𝑡 ∈ R : cos 𝑡 = 1
2 (𝑒𝑖𝑡 + 𝑒−𝑖𝑡) , sin 𝑡 = 1

2𝑖 (𝑒𝑖𝑡 − 𝑒−𝑖𝑡).

Beweis:

a) Übung (mit den Additionstheoremen von 𝐸, sin, cos).

b)
𝑒𝑖𝑡 = cos 𝑡+ 𝑖 sin 𝑡⇒ |𝑒𝑖𝑡| = (cos2 𝑡+ sin2 𝑡) 1

2 = 1,

𝑒−𝑖𝑡 = cos(−𝑡) + 𝑖 sin(−𝑡) = cos 𝑡− 𝑖 sin 𝑡 = cos 𝑡+ 𝑖 sin 𝑡 = 𝑒𝑖𝑡.

c) 𝑒𝑖𝜋 = cos𝜋 + 𝑖 sin 𝜋 = −1.

d) 𝑒𝑧+2𝑘𝜋𝑖 = 𝑒𝑧𝑒2𝑘𝜋𝑖 = 𝑒𝑧(cos(2𝑘𝜋) + 𝑖 sin(2𝑘𝜋)) = 𝑒𝑧.

e) 𝑒𝑖𝑡 + 𝑒−𝑖𝑡 = 2 cos 𝑡, 𝑒𝑖𝑡 − 𝑒−𝑖𝑡 = 2𝑖 sin 𝑡.

□

Definition: Für 𝑧 ∈ C sei

cos 𝑧 := 1
2
(︁
𝑒𝑖𝑧 + 𝑒−𝑖𝑧

)︁
, sin 𝑧 := 1

2𝑖
(︁
𝑒𝑖𝑧 − 𝑒−𝑖𝑧

)︁
.

Übung: Für alle 𝑧, 𝑤 ∈ C gilt:

sin(𝑧 + 𝑤) = sin 𝑧 cos𝑤 + sin𝑤 cos 𝑧,
cos(𝑧 + 𝑤) = cos 𝑧 cos𝑤 − sin 𝑧 sin𝑤.

Satz 12.2: Es sei 𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦 ∈ C (𝑥, 𝑦 ∈ R). Dann gilt:

𝑒𝑧 = 1 ⇐⇒ ∃𝑘 ∈ Z : 𝑧 = 2𝑘𝜋𝑖.
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Beweis: “⇐“: Folgt aus 12.1 𝑑).
“⇒“: Es sei 𝑒𝑧 = 1, also

1 = 𝑒𝑥(cos 𝑦 + 𝑖 sin 𝑦) = 𝑒𝑥 cos 𝑦 + 𝑖𝑒𝑥 sin 𝑦

⇒ 𝑒𝑥 cos 𝑦 = 1, 𝑒𝑥 sin 𝑦 = 0⇒ sin 𝑦 = 0⇒ ∃𝑗 ∈ Z : 𝑦 = 𝑗𝜋.

Also ist cos 𝑦 = (−1)𝑗, somit 1 = 𝑒𝑥(−1)𝑗 und daher 𝑗 = 2𝑘 für ein 𝑘 ∈ Z und 𝑥 = 0.
Also gilt 𝑧 = 2𝑘𝜋𝑖. □

Aus 12.2 folgt:

𝑒𝑧 = 𝑒𝑤 ⇐⇒ 𝑒𝑧𝑒−𝑤 = 𝑒𝑤𝑒−𝑤

⇐⇒ 𝑒𝑧−𝑤 = 𝑒𝑤−𝑤 = 𝑒0 = 1
12.2⇐⇒ ∃𝑘 ∈ Z : 𝑧 = 𝑤 + 2𝑘𝜋𝑖

Polarkoordinaten: Es sei 𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦 ∈ C (𝑥, 𝑦 ∈ R) und 𝑧 ̸= 0. Wir setzen

𝑟 := |𝑧| = (𝑥2 + 𝑦2) 1
2

Die Gerade durch 0 und 𝑧 schließt mit der positiven 𝑥-Achse einen Winkel 𝜙 ∈ (−𝜋, 𝜋]
ein. Die Zahl 𝜙 heißt das Argument von 𝑧; arg 𝑧 := 𝜙. Es gilt

cos𝜙 = 𝑥

𝑟
, sin𝜙 = 𝑦

𝑟
,

also
𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦 = 𝑟 cos𝜙+ 𝑖𝑟 sin𝜙 = 𝑟𝑒𝑖𝜙 = |𝑧|𝑒𝑖 arg 𝑧.

Ist weiter 𝑤 ∈ C ∖ {0} und 𝜓 := arg𝑤, so gilt: 𝑧𝑤 = |𝑧|𝑒𝑖𝜙|𝑤|𝑒𝑖𝜓 = |𝑧||𝑤|𝑒𝑖(𝜙+𝜓).

��

'

&

$

%

.....................................................................

6

"
"
"
"
"
"
"

............................................................................................................................

-𝜙

𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦
𝑦 = 𝑟 sin 𝜙

𝑥 = 𝑟 cos 𝜙
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Satz 12.3 (Fundamentalsatz der Algebra):
Es sei 𝑝(𝑧) = 𝑎0 + 𝑎1𝑧 + . . . + 𝑎𝑛𝑧

𝑛 ein Polynom mit 𝑛 ≥ 1, 𝑎0, . . . , 𝑎𝑛 ∈ C und 𝑎𝑛 ̸= 0.
Dann existieren eindeutig bestimmte Zahlen 𝑧1, . . . , 𝑧𝑛 ∈ C mit

𝑝(𝑧) = 𝑎𝑛(𝑧 − 𝑧1) · . . . · (𝑧 − 𝑧𝑛) (𝑧 ∈ C).

Insbesondere gilt:
𝑝(𝑧) = 0 ⇐⇒ 𝑧 ∈ {𝑧1, . . . , 𝑧𝑛}.

Ohne Beweis.

Definition: Es sei 𝑎 ∈ C und 𝑛 ∈ N. Jedes 𝑧 ∈ C mit 𝑧𝑛 = 𝑎 heißt eine 𝑛-te Wurzel
aus 𝑎.

𝑛
√
𝑎 bezeichnet eine 𝑛-te Wurzel aus 𝑎.

Satz 12.4: Es sei 𝑎 ∈ C ∖ {0}, 𝑛 ∈ N, 𝑟 := |𝑎| und 𝜙 := arg 𝑎 (also 𝑎 = |𝑎|𝑒𝑖𝜙 = 𝑟𝑒𝑖𝜙).
Für 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛− 1 sei

𝑧𝑘 := 𝑛
√
𝑟𝑒𝑖

𝜙+2𝑘𝜋
𝑛

Dann gilt:

a) 𝑧𝑗 ̸= 𝑧𝑘 für 𝑗 ̸= 𝑘.

b) 𝑧 ist eine 𝑛-te Wurzel aus 𝑎 ⇐⇒ 𝑧 ∈ {𝑧0, 𝑧1, . . . , 𝑧𝑛−1}.

Beweis:

a) Es seien 𝑗, 𝑘 ∈ {0, . . . , 𝑛− 1}, 𝑘 ≥ 𝑗. Ist

𝑧𝑘 = 𝑛
√
𝑟𝑒𝑖

𝜙+2𝑘𝜋
𝑛 = 𝑛

√
𝑟𝑒𝑖

𝜙+2𝑗𝜋
𝑛 = 𝑧𝑗,

so existiert ein 𝑙 ∈ Z mit:

𝑖
𝜙+ 2𝑘𝜋

𝑛
= 𝑖

𝜙+ 2𝑗𝜋
𝑛

+ 2𝑙𝜋𝑖⇒ 𝜙

2𝜋𝑛 + 𝑘

𝑛
= 𝜙

2𝜋𝑛 + 𝑗

𝑛
+ 𝑙⇒ 𝑘 − 𝑗

𝑛
= 𝑙.

Somit ist
0 ≤ 𝑙 = 𝑘 − 𝑗

𝑛
≤ 𝑘

𝑛
≤ 𝑛− 1

𝑛
= 1− 1

𝑛
< 1.

Wegen 𝑙 ∈ Z folgt damit 𝑙 = 0, also 𝑘 = 𝑗.
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b) Es sei 𝑝(𝑧) := 𝑧𝑛−𝑎. Dann gilt: 𝑧 ist eine 𝑛-te Wurzel aus 𝑎 ⇐⇒ 𝑝(𝑧) = 0. Weiter
gilt

𝑧𝑛𝑘 = 𝑟𝑒𝑖(𝜙+2𝑘𝜋) = 𝑟𝑒𝑖𝜙𝑒2𝑘𝜋𝑖 = 𝑟𝑒𝑖𝜙 = 𝑎 (𝑘 = 0, . . . , 𝑛− 1),

also 𝑝(𝑧𝑘) = 0 (𝑘 = 0, . . . , 𝑛− 1). Aus a) und 12.3 folgt die Behauptung.

□

Bezeichnung:
Ist 𝑎 = 1, so heißen die Zahlen 𝑧0, . . . , 𝑧𝑛−1 aus 12.4 die 𝑛-ten Einheitswurzeln. Diese
sind also

𝑧𝑘 = 𝑒
2𝑘𝜋𝑖

𝑛 (𝑘 = 0, . . . , 𝑛− 1).

Bemerkung: Insbesondere gilt:

𝑧𝑛 − 1 =
𝑛−1∏︁
𝑘=0

(𝑧 − 𝑒 2𝑘𝜋𝑖
𝑛 ) (𝑧 ∈ C).

Beispiele:

a) Die 4. Einheitswurzel sind 1,−1, 𝑖,−𝑖.

b) Die 4. Wurzeln aus 16 sind 2,−2, 2𝑖,−2𝑖.

c) Im Reellen ist
√

4 = 2. Im Komplexen sind 2 und −2 die Wurzeln aus 4.

d) Aufgrund der Mehrdeutigkeit komplexer Wurzeln gelten gewohnte Rechenregeln
aus dem reellen Fall nicht im komplexen. Übung: Wo liegt der Fehler in

1 =
√

1 =
√︁

(−1)(−1) =
√
−1
√
−1 = 𝑖2 = −1?

Beispiel:
√
−3 + 4𝑖 =? Man kann Wurzeln auf verschiedene Weisen berechnen:

1. Möglichkeit: 𝑤 = 𝑢+ 𝑖𝑣 (𝑢, 𝑣 ∈ R). Dann gilt:

𝑤2 = 𝑢2 − 𝑣2 + 2𝑖𝑢𝑣 = −3 + 4𝑖 ⇐⇒ 𝑢2 − 𝑣2 = −3, 2𝑢𝑣 = 4.

Löse das Gleichungssystem.
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2. Möglichkeit: 𝑧 = −3 + 4𝑖. Bestimme |𝑧| und arg 𝑧. Dann sind

±
√︁
|𝑧|𝑒𝑖

arg 𝑧
2 die Wurzeln von 𝑧.

3. Möglichkeit: Ist 𝑧 ∈ (−∞, 0], so sind 𝑤 = ±𝑖
√
−𝑧 die Wurzeln von 𝑧.

Behauptung: Ist 𝑧 ∈ C ∖ (−∞, 0], so sind

𝑤 = ±
√︁
|𝑧| 𝑧 + |𝑧|
|𝑧 + |𝑧||

die Wurzeln von 𝑧.

Beweis: Es gilt:(︃
±
√︁
|𝑧| 𝑧 + |𝑧|
|𝑧 + |𝑧||

)︃2

= |𝑧|(𝑧 + |𝑧|)(𝑧 + |𝑧|)
(𝑧 + |𝑧|)(𝑧 + |𝑧|) = |𝑧|(𝑧 + |𝑧|)

(𝑧 + |𝑧|)

= (|𝑧|𝑧 + 𝑧𝑧)
(𝑧 + |𝑧|) = 𝑧

(|𝑧|+ 𝑧)
(𝑧 + |𝑧|) = 𝑧.

□

Also gilt:
√
−3 + 4𝑖 = ±

√
5 −3 + 4𝑖+ 5
| − 3 + 4𝑖+ 5| = ±

√
52 + 4𝑖√

20
= ±(1 + 2𝑖).

Satz 12.5: Es seien 𝑝, 𝑞 ∈ C. Für 𝑧 ∈ C gilt:

𝑧2 + 𝑝𝑧 + 𝑞 = 0 ⇐⇒ 𝑧 = −𝑝2 ±
√︃
𝑝2

4 − 𝑞⏟  ⏞  
doppeldeutig!

.

Beweis: “⇐“ nachrechnen. Rest mit 12.3. □

Beispiel 12.6: Löse (*) 𝑧2 + (1− 2𝑖)𝑧 − 2𝑖 = 0.

𝑧 = 2𝑖− 1
2 ±

√︃
(2𝑖− 1)2

4 + 2𝑖 = 𝑖− 1
2 ±

√︃
−4− 4𝑖+ 1

4 + 2𝑖

= 𝑖− 1
2 ±

1
2
√
−3− 4𝑖+ 8𝑖 = 𝑖− 1

2 ±
1
2
√
−3 + 4𝑖.
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Also sind

𝑧1 = 𝑖− 1
2 + 1

2(1 + 2𝑖) = 2𝑖 und 𝑧2 = 𝑖− 1
2 + 1

2(−1− 2𝑖) = −1

die Lösungen von (*). Es gilt

𝑧2 + (1− 2𝑖)𝑧 − 2𝑖 = (𝑧 − 𝑧1)(𝑧 − 𝑧2) = (𝑧 − 2𝑖)(𝑧 + 1).

Definition: Es sei 𝑤 ∈ C ∖ {0}. Jedes 𝑧 ∈ C mit 𝑒𝑧 = 𝑤 heißt ein Logarithmus von
𝑤.

Satz 12.7: Es sei 𝑤 ∈ C ∖ {0}, 𝑟 = |𝑤| und 𝜙 = arg𝑤, also 𝑤 = 𝑟𝑒𝑖𝜙. Für 𝑧 ∈ C gilt:

𝑧 ist ein Logarithmus von 𝑤 ⇐⇒ ∃𝑘 ∈ Z : 𝑧 = log |𝑤|⏟  ⏞  
log in R

+𝑖𝜙+ 2𝑘𝜋𝑖.

Beweis: “⇐“: Es gilt
𝑒𝑧 = 𝑒log |𝑤|𝑒𝑖𝜙𝑒2𝑘𝜋𝑖 = |𝑤|𝑒𝑖𝜙 = 𝑤.

“⇒“: Es sei 𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦 (𝑥, 𝑦 ∈ R) und 𝑤 = 𝑒𝑧 = 𝑒𝑥𝑒𝑖𝑦. Dann gilt |𝑤| = 𝑒𝑥 ⇒ 𝑥 = log |𝑤|.
Weiter ist

|𝑤|𝑒𝑖𝜙 = 𝑤 = 𝑒𝑧 = 𝑒𝑥𝑒𝑖𝑦 = |𝑤|𝑒𝑖𝑦

⇒ 𝑒𝑖𝜙 = 𝑒𝑖𝑦 ⇒ ∃𝑘 ∈ Z : 𝑖𝑦 = 𝑖𝜙+ 2𝑘𝜋𝑖.

Also gilt 𝑧 = log |𝑤|+ 𝑖𝜙+ 2𝑘𝜋𝑖. □

Beispiele:

a) 𝑤 = −1; |𝑤| = 1, arg𝑤 = 𝜋. Alle Logarithmen von −1:

𝑖𝜋 + 2𝑘𝜋𝑖 (𝑘 ∈ Z).

b) 𝑤 = 1; |𝑤| = 1, arg𝑤 = 0. Alle Logarithmen von 1:

2𝑘𝜋𝑖 (𝑘 ∈ Z).

c) 𝑤 = 1 + 𝑖; |𝑤| =
√

2, arg𝑤 = 𝜋
4 . Alle Logarithmen von 1 + 𝑖:

log
√

2 + 𝑖
𝜋

4 + 2𝑘𝜋𝑖 (𝑘 ∈ Z).
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Kapitel 13

Fourierreihen

Für eine Funktion 𝑓 : R→ R betrachten wir die Eigenschaft

(𝑉 )

⎧⎪⎨⎪⎩𝑓 ∈ 𝑅([−𝜋, 𝜋]) und 𝑓 ist auf R 2𝜋-periodisch,
d.h. 𝑓(𝑥+ 2𝜋) = 𝑓(𝑥) (𝑥 ∈ R).

Definition: Es seien (𝑎𝑛)∞
𝑛=0 und (𝑏𝑛)∞

𝑛=1 Folgen in R. Eine Reihe der Form

𝑎0

2 +
∞∑︁
𝑛=1

(𝑎𝑛 cos(𝑛𝑥) + 𝑏𝑛 sin(𝑛𝑥))

heißt eine trigonometrische Reihe (TR).

Fragen: Wann ist 𝑓 mit der Eigenschaft (𝑉 ) durch eine trigonometrische Reihe darstell-
bar? Wie hängt dann 𝑓 mit (𝑎𝑛) und (𝑏𝑛) zusammen?

Satz 13.1: Es gilt:

a) Die Funktion 𝑓 erfülle (𝑉 ). Dann gilt für jedes 𝑎 ∈ R:

𝑓 ∈ 𝑅([𝑎, 𝑎+ 2𝜋]) und
∫︁ 𝑎+2𝜋

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁ 𝜋

−𝜋
𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

b) Orthogonalitätsrelationen: Für alle 𝑘, 𝑛 ∈ N gilt:∫︁ 𝜋

−𝜋
sin(𝑛𝑥) cos(𝑘𝑥)𝑑𝑥 = 0

und

∫︁ 𝜋

−𝜋
sin(𝑛𝑥) sin(𝑘𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁ 𝜋

−𝜋
cos(𝑛𝑥) cos(𝑘𝑥)𝑑𝑥 =

⎧⎪⎨⎪⎩𝜋, 𝑘 = 𝑛

0, 𝑘 ̸= 𝑛
.
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Beweis: a) Übung.
b) Die Funktion 𝑥 ↦→ sin(𝑛𝑥) cos(𝑘𝑥) ist ungerade. Damit folgt∫︁ 𝜋

−𝜋
sin(𝑛𝑥) cos(𝑘𝑥)𝑑𝑥 = 0.

Rest: Übung. □

Motivation: Es seien (𝑎𝑛)∞
𝑛=0 und (𝑏𝑛)∞

𝑛=1 Folgen und es gelte

𝑓(𝑥) = 𝑎0

2 +
∞∑︁
𝑛=1

(𝑎𝑛 cos(𝑛𝑥) + 𝑏𝑛 sin(𝑛𝑥)) (𝑥 ∈ R),

wobei diese trigonometrisch Reihe auf R gleichmäßig konvergent sei.
Für jedes 𝑘 ∈ N gilt dann:

𝑓(𝑥) sin(𝑘𝑥) = 𝑎0

2 sin(𝑘𝑥) +
∞∑︁
𝑛=1

(𝑎𝑛 cos(𝑛𝑥) sin(𝑘𝑥) + 𝑏𝑛 sin(𝑛𝑥) sin(𝑘𝑥)) (𝑥 ∈ R).

Übung: Die letzte Reihe konvergiert auf R ebenfalls gleichmäßig.
Mit 10.14 folgt daher:

∫︁ 𝜋

−𝜋
𝑓(𝑥) sin(𝑘𝑥)𝑑𝑥 = 𝑎0

2

∫︁ 𝜋

−𝜋
sin(𝑘𝑥)𝑑𝑥⏟  ⏞  

=0

+
∞∑︁
𝑛=1

(︂
𝑎𝑛

∫︁ 𝜋

−𝜋
cos(𝑛𝑥) sin(𝑘𝑥)𝑑𝑥⏟  ⏞  

13.1= 0

+ 𝑏𝑛

∫︁ 𝜋

−𝜋
sin(𝑛𝑥) sin(𝑘𝑥)𝑑𝑥

)︂
⏟  ⏞  

13.1=

⎧⎪⎨⎪⎩𝜋, falls 𝑘 = 𝑛

0, falls 𝑘 ̸= 𝑛

= 𝑏𝑘𝜋.

Also gilt:
∀𝑘 ∈ N : 𝑏𝑘 = 1

𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋
𝑓(𝑥) sin(𝑘𝑥)𝑑𝑥.

Analog zeigt man:
∀𝑘 ∈ N0 : 𝑎𝑘 = 1

𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋
𝑓(𝑥) cos(𝑘𝑥)𝑑𝑥.
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Definition: Die Funktion 𝑓 erfülle (𝑉 ). Setze

𝑎𝑛 := 1
𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋
𝑓(𝑥) cos(𝑛𝑥)𝑑𝑥 (𝑛 ∈ N0),

und

𝑏𝑛 := 1
𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋
𝑓(𝑥) sin(𝑛𝑥)𝑑𝑥 (𝑛 ∈ N).

Die Zahlen 𝑎𝑛, 𝑏𝑛 heißen die Fourierkoeffizienten (FK) von 𝑓 und die mit 𝑎𝑛 und 𝑏𝑛
gebildete trigonometrische Reihe heißt die zu 𝑓 gehörende Fourierreihe. Man schreibt:

𝑓(𝑥) ∼ 𝑎0

2 +
∞∑︁
𝑛=1

(𝑎𝑛 cos(𝑛𝑥) + 𝑏𝑛 sin(𝑛𝑥)) .

Frage: Für welche 𝑥 ∈ R konvergiert die zu 𝑓 gehörige Fourierreihe, und wogegen?

Satz 13.2: Für 𝑓 gelte (𝑉 ).

a) Ist 𝑓 gerade, also 𝑓(𝑥) = 𝑓(−𝑥) (𝑥 ∈ R), so gilt für die Fourierkoeffizienten von 𝑓 :

𝑎𝑛 = 2
𝜋

∫︁ 𝜋

0
𝑓(𝑥) cos(𝑛𝑥)𝑑𝑥 (𝑛 ∈ N0) und 𝑏𝑛 = 0 (𝑛 ∈ N).

b) Ist 𝑓 ungerade, also 𝑓(𝑥) = −𝑓(−𝑥) (𝑥 ∈ R), so gilt für die Fourierkoeffizienten
von 𝑓 :

𝑎𝑛 = 0 (𝑛 ∈ N0) und 𝑏𝑛 = 2
𝜋

∫︁ 𝜋

0
𝑓(𝑥) sin(𝑛𝑥)𝑑𝑥 (𝑛 ∈ N).

Beweis: Übung. □

Definition: Es sei 𝐷 ⊆ R, 𝑥0 ein Häufungspunkt von 𝐷 und 𝑔 : 𝐷 → R eine Funktion.
Wir setzen

𝑔(𝑥0±) := lim
𝑥→𝑥0±

𝑔(𝑥), falls dieser Grenzwert vorhanden und ∈ R ist.

Definition: Es sei 𝑓 : R → R 2𝜋-periodisch. Die Funktion 𝑓 heißt stückweise glatt
:⇐⇒ es existiert eine Zerlegung {𝑡0, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑛} von [−𝜋, 𝜋] (also −𝜋 = 𝑡0 < 𝑡1 < . . . <

𝑡𝑛−1 < 𝑡𝑛 = 𝜋) mit:

i) 𝑓 ∈ 𝐶1 ((𝑡𝑗−1, 𝑡𝑗)) (𝑗 = 1, . . . , 𝑛).
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ii) Für jedes 𝑥 ∈ R existieren die Grenzwerte:

𝑓(𝑥−), 𝑓 ′(𝑥−), 𝑓(𝑥+), 𝑓 ′(𝑥+).

In diesem Fall setzen wir

𝑠𝑓 (𝑥) := 𝑓(𝑥+) + 𝑓(𝑥−)
2 (𝑥 ∈ R).

Beachte in obiger Definition:

a) In den Punkten 𝑡𝑗 muss 𝑓 nicht stetig sein.

b) 𝑓 hat die Eigenschaft (𝑉 ), vgl. ?? a).

Satz 13.3: Die Funktion 𝑓 sei 2𝜋-periodisch und stückweise glatt. Dann konvergiert die
Fourierreihe von 𝑓 in jedem 𝑥 ∈ R gegen 𝑠𝑓 (𝑥). Ist in diesem Fall 𝑓 in 𝑥 ∈ R stetig, so
konvergiert die Fourierreihe von 𝑓 also gegen 𝑓(𝑥).

Ohne Beweis.

Beispiel 13.4: 𝑓 : R→ R sei 2𝜋-periodisch und auf (−𝜋, 𝜋] definiert durch

𝑓(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑥, 𝑥 ∈ (−𝜋, 𝜋)
0, 𝑥 = 𝜋

.

Es gilt: 𝑓 ist stückweise glatt und 𝑠𝑓 (𝑥) = 𝑓(𝑥) (𝑥 ∈ R). Weiter ist 𝑓 ist ungerade. Nach
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13.2 ist also 𝑎𝑛 = 0 (𝑛 ∈ N0) und

𝑏𝑛 = 2
𝜋

∫︁ 𝜋

0
𝑓(𝑥) sin(𝑛𝑥)𝑑𝑥 ??= 2

𝜋

∫︁ 𝜋

0
𝑥 sin(𝑛𝑥)𝑑𝑥 Übung= (−1)𝑛+1 2

𝑛
(𝑛 ∈ N).

Mit 13.3 folgt nun:
𝑓(𝑥) = 2

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛+1

𝑛
sin(𝑛𝑥) (𝑥 ∈ R)

⇒ 𝑥

2 =
∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛+1

𝑛
sin(𝑛𝑥) (𝑥 ∈ (−𝜋, 𝜋)).

Mit 𝑥 = 𝜋
2 folgt:

𝜋

4 = 1− 1
3 + 1

5 −
1
7 +− . . . ,

vgl. ??.

Folgendes Bild zeigt die Teilsumme

2
9∑︁

𝑛=1

(−1)𝑛+1

𝑛
sin(𝑛𝑥).
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Beispiel 13.5: 𝑓 : R→ R sei 2𝜋-periodisch und auf [−𝜋, 𝜋] definiert durch 𝑓(𝑥) = 𝑥2.

Es gilt: 𝑓 ist stückweise glatt, 𝑓 ist gerade und 𝑓(𝑥) = 𝑠𝑓 (𝑥) (𝑥 ∈ R). Nach 13.2 ist also
𝑏𝑛 = 0 (𝑛 ∈ N) und

𝑎𝑛 = 2
𝜋

∫︁ 𝜋

0
𝑥2 cos(𝑛𝑥)𝑑𝑥 =

⎧⎪⎨⎪⎩
2𝜋2

3 , 𝑛 = 0
4 (−1)𝑛

𝑛2 , 𝑛 ≥ 1
.

Mit 13.3 folgt:

𝑓(𝑥) = 𝜋2

3 − 4
(︃

cos𝑥
12 −

cos(2𝑥)
22 + cos(3𝑥)

32 −+ . . .

)︃
(𝑥 ∈ R)

⇒ 𝑥2 = 𝜋2

3 − 4
(︃

cos𝑥
12 −

cos(2𝑥)
22 + cos(3𝑥)

32 −+ . . .

)︃
(𝑥 ∈ [−𝜋, 𝜋]).

Hieraus erhalten wir:

𝑥 = 0 : 𝜋2

12 = 1− 1
22 + 1

32 −
1
42 +− . . . =

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛+1

𝑛2 (1)

𝑥 = 𝜋 : 𝜋2

6 = 1 + 1
22 + 1

32 + 1
42 + . . . =

∞∑︁
𝑛=1

1
𝑛2 (2)

Addition von (1), (2) liefert:

𝜋2

8 = 1 + 1
32 + 1

52 + . . . =
∞∑︁
𝑛=0

1
(2𝑛+ 1)2 .
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Folgendes Bild zeigt die Teilsumme

𝜋2

3 − 4
9∑︁

𝑛=1

(−1)𝑛+1

𝑛2 cos(𝑛𝑥).

Satz 13.6: Es sei 𝑓 ∈ 𝐶(R) und 𝑓 sei 2𝜋-periodisch und stückweise glatt. Dann gilt:

a) Die Fourierreihe von 𝑓 konvergiert in jedem 𝑥 ∈ R absolut.

b) Die Fourierreihe von 𝑓 konvergiert auf R gleichmäßig gegen 𝑓 .

c) Sind 𝑎𝑛, 𝑏𝑛 die Fourierkoeffizienten von 𝑓 , so konvergieren die Reihen
∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛 und
∞∑︁
𝑛=1

𝑏𝑛 absolut.

Ohne Beweis.

Satz 13.7: Die Funktion 𝑓 erfülle (V), und 𝑎𝑛, 𝑏𝑛 seien ihre Fourierkoeffizienten. Dann
gilt:

a) ∑︀∞
𝑛=1(𝑎2

𝑛 + 𝑏2
𝑛) ist konvergent.

b) 𝑎2
0

2 +∑︀∞
𝑛=1(𝑎2

𝑛 + 𝑏2
𝑛) = 1

𝜋

∫︀ 𝜋
−𝜋 𝑓(𝑥)2𝑑𝑥 (Parsevalsche Gleichung).
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c) 𝑎𝑛 → 0, 𝑏𝑛 → 0 (𝑛→∞).

Beweis: Für 𝑛 ∈ N und 𝑥 ∈ [−𝜋, 𝜋] sei

𝑠𝑛(𝑥) := 𝑎0

2 +
𝑛∑︁
𝑘=1

(𝑎𝑘 cos(𝑘𝑥) + 𝑏𝑘 sin(𝑘𝑥)).

Dann gilt:

0 ≤
∫︁ 𝜋

−𝜋
(𝑓(𝑥)− 𝑠𝑛(𝑥))2𝑑𝑥 =

∫︁ 𝜋

−𝜋
(𝑓(𝑥)2 − 2𝑓(𝑥)𝑠𝑛(𝑥) + 𝑠𝑛(𝑥)2)𝑑𝑥

13.1=
𝑛𝑎𝑐ℎ𝑟.

∫︁ 𝜋

−𝜋
𝑓(𝑥)2𝑑𝑥− 𝜋

(︃
𝑎2

0
2 +

𝑛∑︁
𝑘=1

(𝑎2
𝑘 + 𝑏2

𝑘)
)︃
,

also
𝛼𝑛 := 𝑎2

0
2 +

𝑛∑︁
𝑘=1

(𝑎2
𝑘 + 𝑏2

𝑘)⏟  ⏞  
=:𝛽𝑛

≤ 1
𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋
𝑓(𝑥)2𝑑𝑥 =: 𝛼.

Die Folge (𝛼𝑛) ist monoton wachsend und beschränkt, somit ist (𝛼𝑛) konvergent. Damit
ist (𝛽𝑛) konvergent und es folgt a).
Aus 𝛼𝑛 ≤ 𝛼 (𝑛 ∈ N) folgt

𝑎2
0

2 +
∞∑︁
𝑛=1

(𝑎2
𝑛 + 𝑏2

𝑛) ≤ 1
𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋
𝑓(𝑥)2𝑑𝑥.

In dieser Ungleichung gilt Gleichheit, also b) (ohne Beweis). Aus a) und 3.1 folgt 𝑎2
𝑛+𝑏2

𝑛 →
0. Damit gilt 𝑎2

𝑛 → 0, 𝑏2
𝑛 → 0 und hieraus folgt c). □
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Kapitel 14

Der Raum R𝑛

Es sei 𝑛 ∈ N. Erinnerung (lineare Algebra):

R𝑛 := {(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) : 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ∈ R}.

R𝑛 ist mit der bekannten Addition und Skalarmultiplikation ein Vektorraum über R mit
dimR𝑛 = 𝑛.
Die Vektoren

𝑒1 := (1, 0, . . . , 0), 𝑒2 := (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , 𝑒𝑛 := (0, . . . , 0, 1)

heißen Einheitsvektoren; {𝑒1, . . . , 𝑒𝑛} ist eine Basis des R𝑛. Ist 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ R𝑛,
so ist

𝑥 = 𝑥1𝑒1 + . . .+ 𝑥𝑛𝑒𝑛.

Definition: Es seien 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), 𝑦 = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛) ∈ R𝑛.

a) Die Zahl 𝑥𝑦 := 𝑥 ·𝑦 := 𝑥1𝑦1 + . . .+𝑥𝑛𝑦𝑛 heißt Skalarprodukt oder Innenprodukt
von 𝑥 und 𝑦.

b) Die Zahl ‖𝑥‖ :=
√
𝑥 · 𝑥 = (𝑥2

1 + . . .+𝑥2
𝑛) 1

2 heißt Norm oder Länge von 𝑥. Beachte:
‖𝑥‖2 = 𝑥 · 𝑥. Im Fall 𝑛 = 1 ist ‖𝑥‖ = |𝑥|.

c) Die Zahl ‖𝑥− 𝑦‖ heißt Abstand von 𝑥 und 𝑦. Beachte: ‖𝑥− 𝑦‖ = ‖𝑦 − 𝑥‖.

Beispiele:

a) (1, 2,−1) · (1, 3, 4) = 1 + 6− 4 = 3.

b) ‖(1, 2,−1)‖ = (1 + 4 + 1) 1
2 =
√

6.

c) ‖𝑒𝑗‖ = 1 (𝑗 = 1, . . . , 𝑛).
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Satz 14.1: Es seien 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), 𝑦, 𝑧 ∈ R𝑛 und 𝛼 ∈ R. Dann gilt:

a) (𝑥+ 𝑦) · 𝑧 = 𝑥 · 𝑧 + 𝑦 · 𝑧, 𝑥 · 𝑦 = 𝑦 · 𝑥.

b) (𝛼𝑥) · 𝑦 = 𝛼(𝑥 · 𝑦) = 𝑥 · (𝛼𝑦).

c) ‖𝑥‖ ≥ 0; ‖𝑥‖ = 0 ⇐⇒ 𝑥 = 0 = (0, . . . , 0).

d) ‖𝛼𝑥‖ = |𝛼|‖𝑥‖.

e) |𝑥 · 𝑦| ≤ ‖𝑥‖‖𝑦‖ (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung (CSU)).

f) ‖𝑥+ 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖+ ‖𝑦‖ (Dreiecksungleichung).

g) |‖𝑥‖ − ‖𝑦‖| ≤ ‖𝑥− 𝑦‖.

h) ∀𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛} : |𝑥𝑗| ≤ ‖𝑥‖ ≤
∑︀𝑛
𝑘=1 |𝑥𝑘|.

Beweis: a) - d): Nachrechnen.

e) O.B.d.A. sei 𝑦 ̸= 0, also ‖𝑦‖ > 0. Es sei 𝐴 := ‖𝑥‖2 = 𝑥·𝑥, 𝐵 := 𝑥·𝑦, 𝐶 := ‖𝑦‖2 = 𝑦·𝑦
und 𝛼 := 𝐵

𝐶
. Dann gilt:

0 ≤
𝑛∑︁
𝑗=1

(𝑥𝑗 − 𝛼𝑦𝑗)2 =
𝑛∑︁
𝑗=1

(︁
𝑥2
𝑗 − 2𝛼𝑥𝑗𝑦𝑗 + 𝛼2𝑦2

𝑗

)︁

= 𝐴− 2𝛼𝐵 + 𝛼2𝐶 = 𝐴− 2𝐵
2

𝐶
+ 𝐵2

𝐶
= 𝐴− 𝐵2

𝐶

⇒ 𝐵2 ≤ 𝐴𝐶 ⇒ (𝑥 · 𝑦)2 ≤ ‖𝑥‖2‖𝑦‖2.

f) Es gilt:

‖𝑥+ 𝑦‖2 = (𝑥+ 𝑦) · (𝑥+ 𝑦) = 𝑥 · 𝑥+ 2𝑥 · 𝑦 + 𝑦 · 𝑦 = ‖𝑥‖2 + 2𝑥 · 𝑦 + ‖𝑦‖2

≤ ‖𝑥‖2 + 2|𝑥 · 𝑦|+ ‖𝑦‖2
𝑒)
≤ ‖𝑥‖2 + 2‖𝑥‖‖𝑦‖+ ‖𝑦‖2 = (‖𝑥‖+ ‖𝑦‖)2 .

g) Übung.
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h) Für jedes 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛} gilt:

|𝑥𝑗|2 = 𝑥2
𝑗 ≤ 𝑥2

1 + . . .+ 𝑥2
𝑛 = ‖𝑥‖2 ⇒ |𝑥𝑗| ≤ ‖𝑥‖.

Weiter gilt:

𝑥 = 𝑥1𝑒1 + . . .+ 𝑥𝑛𝑒𝑛 ⇒ ‖𝑥‖
𝑑),𝑓)
≤ |𝑥1|‖𝑒1‖+ . . . |𝑥𝑛|‖𝑒𝑛‖ = |𝑥1|+ . . .+ |𝑥𝑛|.

□

Bemerkung: In der CSU gilt Gleichheit (also |𝑥 ·𝑦| = ‖𝑥‖‖𝑦‖) genau dann, wenn 𝑥 und
𝑦 linear abhängig sind (Übung).

Definition: Es seien 𝑙,𝑚, 𝑛 ∈ N und

𝐴 :=

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑎11 . . . 𝑎1𝑛
... ...
𝑎𝑚1 . . . 𝑎𝑚𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠
eine reelle 𝑚× 𝑛-Matrix.

‖𝐴‖ =
⎛⎝ 𝑚∑︁
𝑗=1

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎2
𝑗𝑘

⎞⎠ 1
2

heißt Norm von 𝐴.

Es sei 𝐵 eine reelle 𝑛× 𝑙-Matrix (dann existiert 𝐴𝐵). Es gilt (Übung):

(*) ‖𝐴𝐵‖ ≤ ‖𝐴‖‖𝐵‖.

Es sei 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ R𝑛.

𝐴𝑥 := (𝐴 · 𝑥⊤)⊤ =

⎛⎜⎜⎜⎝𝐴
⎛⎜⎜⎜⎝
𝑥1
...
𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠
⎞⎟⎟⎟⎠

⊤

(Matrix-Vektorprodukt)

Aus (*) folgt:
‖𝐴𝑥‖ ≤ ‖𝐴‖‖𝑥‖.

Beachte: Für jede 𝑚× 𝑛-Matrix 𝐴 gilt ‖𝐴⊤‖ = ‖𝐴‖.
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Definition: Es sei 𝑥0 ∈ R𝑛 und 𝜀 > 0.

a) 𝑈𝜀(𝑥0) := {𝑥 ∈ R𝑛 : ‖𝑥 − 𝑥0‖ < 𝜀} heißt offene Kugel um 𝑥0 mit Radius 𝜀,
oder auch 𝜀-Umgebung von 𝑥0.

b) 𝑈𝜀(𝑥0) := {𝑥 ∈ R𝑛 : ‖𝑥 − 𝑥0‖ ≤ 𝜀} heißt abgeschlossene Kugel um 𝑥0 mit
Radius 𝜀.

Definition: Es sei 𝐴 ⊆ R𝑛.

a) 𝐴 heißt beschränkt :⇐⇒ ∃𝑐 ≥ 0 ∀𝑎 ∈ 𝐴 : ‖𝑎‖ ≤ 𝑐.

b) 𝐴 heißt offen :⇐⇒ ∀𝑎 ∈ 𝐴 ∃𝛿 = 𝛿(𝑎) > 0 : 𝑈𝛿(𝑎) ⊆ 𝐴.

c) 𝐴 heißt abgeschlossen :⇐⇒ R𝑛 ∖ 𝐴 ist offen.

d) 𝐴 heißt kompakt :⇐⇒ 𝐴 ist beschränkt und abgeschlossen.

Beispiele:

a) Offene Kugeln sind offen, abgeschlossene Kugeln sind nicht offen.
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b) R𝑛 ist offen, ∅ ist offen, R𝑛 ist abgeschlossen, ∅ ist abgeschlossen.

c) Abgeschlossene Kugeln sind kompakt.

d) 𝐴 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝑦 = 𝑥2} ist nicht beschränkt, also auch nicht kompakt. 𝐴 ist
nicht offen, aber 𝐴 ist abgeschlossen.

e) 𝐴 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝑦 ≥ 0, 𝑥 > 0} ist nicht offen und auch nicht abgeschlossen.
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