Hohere Mathematik I

G. Herzog, Ch. Schmoeger
(editiert von P. Tolksdorf)

Wintersemester 2023 /24

Karlsruher Institut fiir Technologie



Inhaltsverzeichnis

8

9

Reelle Zahlen

Folgen und Konvergenz
Unendliche Reihen
Potenzreihen

g-adische Entwicklung
Grenzwerte bei Funktionen
Stetigkeit

Funktionenfolgen und -reihen

Differentialrechnung

10 Das Riemann-Integral

11 Uneigentliche Integrale

12 Die komplexe Exponentialfunktion

13 Fourierreihen

14 Der Raum R”

12

31

45

50

56

63

75

82

99

114

119

126

134



Kapitel 1

Reelle Zahlen

Die Grundmenge der Analysis ist die Menge R, die Menge der reellen Zahlen. Diese
fithren wir axiomatisch ein, d.h. wir nehmen R als gegeben an und fordern in den
folgenden 15 Axiomen Eigenschaften von R aus denen sich alle weiteren Rechenregeln

herleiten lassen.

Korperaxiome: In R sind zwei Verkniipfungen “+“ und “-“ gegeben, die jedem Paar

a,b € R genau ein a + b € R und genau ein ab := a - b € R zuordnen. Dabei gilt:
(A1) Va,b,ce R: a+ (b+c) = (a+b) + ¢ (Assoziativgesetz fir “+%)
(A5) Va,b,ceR: a-(b-c) = (a-b)-c (Assoziativgesetz fir “-*)

(A2) 30 e RVa € R:a+ 0 = a (Existenz einer Null)

(A6) 1 e RVYa€R:a-1=aund 1# 0 (Existenz einer Eins)
(A3) Vae R3I—a € R:a+ (—a) =0 (Inverse bzgl. “+*)
(A7) Va e R\ {0} Ja~' € R:a-a" ' =1 (Inverse bzgl. “-*)
(A4) Va,b € R:a+b=>b+ a (Kommutativgesetz fir “+*)
(A8) Ya,b € R:a-b=>b-a (Kommutativgesetz fur “-)

(A9) Va,b,ceR:a-(b+c¢) =a-b+ a-c (Distributivgesetz)

Schreibweisen: Fir a,b € R: a —b:=a+ (—b) und fir b # 0: ¢ :=a-b~".

Alle bekannten Regeln der Grundrechenarten lassen sich aus (A1) —(A9) herleiten. Diese

Regeln seien von nun an bekannt.

Beispiele:



a) Behauptung: Es gibt genau eine Null in R.

Beweis: Es sei 0 € R und es gelte Va € R: a4+ 0 = a. Mlta—Ofolgt 0+0=0.
Mit @ = 0 in (A2) folgt: 0+ 0 = 0. Damit ist 0= 0+0 2 0+ 0 = 0. g

b) Behauptung: Va e R: a-0=0.

Beweis: SeiaeRundb::a-O. Esgiltb(g)m(()%—()) D0 0+a- 0=>b+0,

und damit 02 b+ (—b) = (b+b) + (=b) 2 b+ b+ (=b) =b+0' b O

Anordnungsaxiome: In R ist eine Relation “<* gegeben. Fir diese gilt:
(A10) Ya,beR:a<boderb<a
(All) a<bundb<a=a=0b
(A12) a<bundb<c=a<c
(A13) a<bundceR=a+c<b+c
(A14) a <bund 0 < ¢ = ac < be
Schreibweisen: b > a: <= a<bja<b: <= a<bunda#b;b>a:<= a<b

Aus (A1) — (A14) lassen sich alle Regeln fiir Ungleichungen herleiten. Diese Regeln seien

von nun an bekannt.
Beispiele (Ubung):
a) a <bund 0 < ¢ = ac < be
b) a <bund ¢ <0 = ac> bc
c)a<bundc<d=a+c<b+d
Intervalle: Es seien a,b € R und a < b. Wir setzen:
[a,b] = {z € R:a < x < b} (abgeschlossenes Intervall)

(a,b) ={xr € R:a < x < b} (offenes Intervall)
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(a,b] = {x € R:a <z < b} (halboffenes Intervall)

[a,b) .= {x € R:a <z < b} (halboffenes Intervall)
[a,00) ={zx €R:2>a}, (a,00) ={x €R:z>a}
(—o0,a] ={reR:x<a}, (—00,a) ={reR:z <a}

(—o00,00) =R

Der Betrag

a, fallsa >0
Fir a € R heifit |a| = der Betrag von a. Fiir a,b € R heifit die Zahl

—a, fallsa<0

|a — b| der Abstand von a und b. b a

Beispiele: |1| =1, | -7 =—(-7)=T1.
Regeln: Fir a,b € R gilt:

a) | —al =|a| und |a —b| = |b — qa|

b) la] =0

¢) laj]=0 < a=0

d) [ab| = |al|0]

e) +a < la| (dh. a < |a| und —a < |al)

f) |a+ 0| <|a| + |b| (Dreiecksungleichung)

g) |la| — |b|] < |a — b| (umgekehrte Dreiecksungleichung)
Beweis:

a) - e) leichte Ubung.

f) Fall 1: a +b > 0. Dann gilt: [a+b] =a+b 2 la| + |b].

€)
Fall 2: a+b < 0. Dann gilt: |[a +b| = —(a +b) = —a + (=b) < |a] +|b].
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g) Es sei ¢ :=|a| — |b]. Es gilt

f)
la| =|la—b+b| <l|a—0b|+|b]| = c=|a] — |b] < |a—1|.
Analog zeigt man
—c¢=|b] = a| < |b—a| = |a—10].

Also gilt £¢ < |a —b| = |c| < |a —b|.

Definition: Es sei M C R.

a) M heifit nach oben beschrinkt : <= Iy e R Ve e M : x <.
In diesem Fall heifit v eine obere Schranke (0OS) von M.

b) Ist v eine obere Schranke von M und gilt v < § fir jede weitere obere Schranke §

von M, so heifit v das Supremum (oder die kleinste obere Schranke) von M.

c) M heifit nach unten beschrinkt: <— Iy c R Ve e M : v <.
In diesem Fall heifst vy eine untere Schranke (US) von M.

d) Ist ~y eine untere Schranke von M und gilt v > ¢ fir jede weitere untere Schranke
d von M, so heifit v das Infimum (oder die grofite untere Schranke) von M.

Bezeichnung in diesem Fall: v = sup M bzw. v = inf M.

Aus (A11) folgt: Ist sup M bzw. inf M vorhanden, so ist sup M bzw. inf M eindeutig
bestimmt.

Ist sup M bzw. inf M vorhanden und gilt sup M € M bzw. inf M € M, so heif3t sup M
das Maximum bzw. inf M das Minimum von M und wird mit max M bzw. min M

bezeichnet.
Beispiele:

a) M = (1,2). supM =2 ¢ M, inf M =1 ¢ M. M hat kein Maximum und kein

Minimum.

b) M = (1,2]. supM =2 € M, max M = 2.



c) M = (3,00). M ist nicht nach oben beschrénkt, 3 = inf M ¢ M.

d) M = (—o00,0]. M ist nach unten unbeschrankt, 0 = sup M = max M.

e) M = (. Jedes v € R ist eine obere Schranke und eine untere Schranke von M.
Vollstandigkeitsaxiom:

(A15) Ist ) # M C R und ist M nach oben beschrinkt, so ist sup M vorhanden.
Satz 1.1: Ist ) # M C R und ist M nach unten beschrdnkt, so ist inf M vorhanden.

Beweis: In den Ubungen. U

Definition: Es sei M C R. M heifit beschrankt : <= M 1ist nach oben und nach unten

beschrinkt. Aquivalent ist:
Je>0Vere M: |z| <c.

Satz 1.2: Es sei) # BC ACR.
a) Ist A beschrinkt, so ist inf A < sup A.

b) Ist A nach oben bzw. unten beschrinkt, so ist B nach oben beschrankt und sup B <
sup A bzw. nach unten beschrinkt und inf B > inf A.

c) A sei nach oben beschrinkt und ~ eine obere Schranke von A. Dann gilt:

vy=supA <= Ve>0dr=x(e) e A:x>y—c¢

d) A sei nach unten beschrankt und -y eine untere Schranke von A. Dann gilt:

y=infA <= Ve>0dr=z(e) e A:x<y+e

Beweis:
a) AZD=3TreR:z € A Esgilt: inf A <z und x <sup A = inf A <sup A.

b) Es sei z € B. Dann: z € A, also # < sup A. Also ist B nach oben beschrankt und
sup A ist eine obere Schranke von B. Somit ist sup B < sup A. Analog falls A nach
unten beschrankt ist.



c) “=“ Essei vy =supA und € > 0. Dann ist v — e < . Also ist v — ¢ keine obere
Schranke von A. Es folgt: 3r € A: x>y —e¢.
‘= Es sei ¥ := sup A. Dann ist ¥ < . Annahme: 7 # 4. Dann ist 5 < ~, also
e = —4 > 0. Nach Voraussetzung gilt: It € A:x >y —ec=7—(y—79) = 7.
Widerspruch zu z < 7.

d) Analog zu c).

Naturliche Zahlen

Definition:

a) Fine Menge A C R heifit Induktionsmenge (IM)

(1) 1leA;
(17) aus z € A folgt stets x + 1 € A.

R ———

Beispiele: R, [1,00), {1} U [2,00) sind Induktionsmengen.

b) N:={z € R:x gehort zu jeder IM } = Durchschnitt aller Induktionsmengen.
Also: N C A fiir jede Induktionsmenge A.
Beispiele: 1,2,3,4,17 € N; % ¢ N.

Satz 1.3:
a) N ist eine Induktionsmenge.
b) N ist nicht nach oben beschrinkt.
c) Ist x € R, so existiert einn € N mitn > x.

Bewezis:

a) Es gilt 1 € A fir jede IM A, also 1 € N. Sei € N. Dann ist z € A fiir jede IM A,
somit x + 1 € A fir jede IM A. Also gilt x +1 € N.



b) Annahme: N ist nach oben beschrénkt. Nach (A15) existiert s := supN. Mit 1.2
folgt: In e N:n>s—1. Nunist n+ 1 > s. Wegen n+ 1 € Nist aber n + 1 < s,
ein Widerspruch.

c) Folgt aus 1.3 D).

Satz 1.4 (Prinzip der vollsténdigen Induktion):
Ist A C N und ist A eine Induktionsmenge, so ist A = N.

Beweis: Es gilt A C N (nach Voraussetzung) und N C A (nach Definition), also ist
A=N. U

Beweisverfahren durch vollstandige Induktion
Es sei A(n) eine Aussage, die fiir jedes n € N definiert ist. Fur A(n) gelte:
(1)  A(1) ist wahr;
(17) ist n € N und A(n) wahr, so ist auch A(n + 1) wahr.
Dann ist A(n) wahr fir jedes n € N.

Beweis: Sei A = {n € N : A(n) ist wahr }. Dann ist A C N und wegen (i), (i) ist A
eine Induktionsmenge. Nach 1.4 ist A = N. U

n(n—i—l).

Beispiel: Behauptung: Vn e N: 1+24+ ...+ n = 5

A(n)

Beweis: (induktiv)

Induktionsanfang (I.A.): Es gilt 1 = 1(12“), A(1) ist also wahr.

Induktionsvoraussetzung (I.V.): Es sei n € N und A(n) sei wahr, es gelte also

n(n—l—l).

1424+...+n= 9



Induktionsschluf (I.S.) (n ~ n + 1): Es gilt:

I.V. n(n—|—1)

1424+...+n+(n+1) = 5 +(n+1)

— (h+1) <T2L+1) _ (n—|—1)2(n+2)‘

Also ist A(n + 1) wahr.

Definition: Wir setzen:

a) No :=NU{0}.

b) Z=NogU{—n:n €N} (Menge der ganzen Zahlen).

¢) Q={L:p€ZqeN} (Menge der rationalen Zahlen).
Satz 1.5: Sind z,y e R und x < y, so gilt: Ir e Q: z < r < y.

Beweis: In den Ubungen.

Einige Definitionen und Formeln

a) Ganzzahlige Potenzen.
FiracR,neN:a":=a-...-a,a’ = 1.
—_——

n Faktoren

Fira e R\ {0},neN:a™ = L.

an
Es gelten die bekannten Rechenregeln: a™a™ = a"*™, (a™)™ = a"™.

b) Fakultiten.
nl=1-2-3-...-n(neN), 0=1

c) Binomialkoeffizienten. Fir n € Ny, k € Ny und £ < n:

ny n!
k] kl(n—k)
Es gilt (nachrechnen):

n n n-+1
= U < k <n.
<k>+<k—1> ( f ) firl <k<n



d) Fir a,b € R und n € Ny gilt:

an+1 _bn+1 — (a—b) (an_i_anflb_i_aanbZ N _i_abnfl +bn)

=(a=10)Y a" """ = (a—b) zi: atbr,

k=0

¢) Binomischer Satz. Fiir a,b € R und n € Ny gilt:

(@b =3 (Z) = (Z) ok,

k=0 k=0

Beweis: In den Ubungen.

f) Bernoullische Ungleichung. Es sei z € R und x > —1. Dann gilt:

VneN: (14+x)" > 1+ nx.

Beweis: (induktiv)

ILA:n=1.142>1+ z ist wahr.

LV.: Es sei n € N und es gelte (14 z)" > 1 + nx.
I.S. (n ~n+1): Wegen 1+ z > 0 folgt aus der I.V.:

(14+2)"" > 1 +nz)(1+2)=14+nz+ 2+ na’
=~

>0

>1l4+nr+x=14+(n+1)x.

Hilfssatz 1.6: Fir x,y >0 undn € N gilt: x <y <= 2™ <y".

Beweis: In den Ubungen.

Satz 1.7: FEs sei a > 0 und n € N. Dann gibt es genau ein x > 0 mit 2" = a.
Dieses x heifst die n-te Wurzel aus a. Bezeichnung: x = /a (Ja = \/a, V/a = a).

1.6 folgt x = y.
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Bemerkungen:
a) Bekannt (Schule): /2 ¢ Q.

b) Fiir a > 0 ist {/a > 0. Bsp.: V4 = 2, /4 # —2. Die Gleichung 2% = 4 hat zwei

Losungen: z = 2 und « = —2.

c)
VeeR: Va2 = |z].

d) Mit 1.6 folgt: 0 <z <y = {r < yund 0 <z <y = v <y

Rationale Exponenten

a) Es sei zunéchst a > 0 und r € Q, r > 0. Dann existieren m,n € N mit r = . Wir

wollen definieren:

Problem: Gilt auch noch r = £ mit p,¢ € N, gilt dann (Va)" = (Va)’?
Antwort: Ja (d.h. obige Definition (x) ist sinnvoll).

Beweis: Setze x == (/a)", y = (¥a)". Dann gilt x,y > 0 und mq = np, also

o= (38)" = (8)" = ((4)) =t
- ((4a)Y = () =

Mit 1.6 folgt x = y. U

b) Es seien a > 0, r € Q und r < 0. Wir definieren:

1

Es gelten die bekannten Rechenregeln: a"a® = o™, (a")® = a".
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Kapitel 2
Folgen und Konvergenz

Definition: Es sei X eine Menge, X # (). Eine Funktion a: N — X heifit eine Folge
in X. Ist X =R, so heifit a eine reelle Folge.

Schreibweisen: a, statt a(n) (n-tes Folgenglied)

(an) oder (a,)e, oder (ay,as,...) statt a.
Beispiele:
a) a, =+ (neN) also (a,) = (£) = (1,%,3,...)
b) ag, =0, az,—1 =1 (n € N), also (a,) = (1,0,1,0,...).

Bemerkung: Ist p € Z und a: {p,p+ 1,p+2,...} = X eine Funktion, so spricht man

ebenfalls von einer Folge in X. Bezeichnung: (a,);,. Meistens ist p = 0 oder p = 1.

Definition: Es sei X eine Menge, X # 0.
a) X heifit abzdhlbar : <= Es gibt eine Folge (a,) in X mit X = {ay,a9,as,...}.
b) X heifit iberabzdahlbar : <= X ist nicht abzihlbar.
Beispiele:
a) Ist X endlich, so ist X abzahlbar.
b) N ist abzéhlbar, denn N = {ay, as, a3, ...} mit a,, :=n (n € N).
¢) Z ist abzdhlbar, denn Z = {ay, as, as, ... } mit
a1 =0, ay =1, ag:=—-1, ay =2, a5 = —2,...

also

a;:=0, ag, =n, agy1=-n (néeN).
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1——m2 3—4 O5—6
1/2/3/4/5
2/2/2/2 2
1 2 3 4 5
3/3/3 3 3

2 3 4
/4 1 4

U= ———

(SN

Abbildung 2.1: Zum Beweis der Abzahlbarkeit von Q.

d) Q ist abzahlbar.

Durchnummerieren in Pfeilrichtung liefert:

{r €Q:2z>0}={ay,a,as,...}.

Setze by =0, by, == ay, boyr1 = —a, (n € N). Dann gilt:
Q = {by,b2,b3,...}.

e) R ist iiberabzéhlbar (Beweis in §5).

Vereinbarung: Solange nichts anderes gesagt wird, seien alle vorkommenden Folgen
stets Folgen in R. Die folgenden Sétze und Definitionen formulieren wir nur fiir Folgen

der Form (a,);2,. Sie gelten sinngeméaf fiir Folgen der Form (a,);2, (p € Z).

Definition: Es sei (a,) eine Folge und M = {ay,as,...}.
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a) (an) heifft nach oben beschrdankt : <= M ist nach oben beschrinkt.

In diesem Full:

o0
sup a,, = sup a, = sup M.
neN n=1

b) (a,) heifit nach unten beschrdankt : <= M ist nach unten beschrinkt.
In diesem Fall:
inf a,, = inf a,, := inf M.
neN n=1
c) (a,) heifit beschrinkt : <= M ist beschrinkt. Aquivalent ist:

de>0VneN: |a,| <c

Definition: Es sei A(n) eine fir jedes n € N definierte Aussage.
A(n) gilt fiir fast alle (ffa) n € N : <= 3ng € N Vn > ng : A(n) ist wahr.

Definition: Es sei a € R und € > 0. Das Intervall
Uda)=(a—¢c,a+e)={x eR: |z —a| <e}

heifst e-Umgebung von a.

Definition: Eine Folge (a,) heifst konvergent

Zu jedem € > 0 existiert ein ng = no(e) € N so,
<= daecR:

daf fir jedes n > ng gilt : |a, —a| < e.

In diesem Fall heifit a Grenzwert (GW) oder Limes von (a,) und man schreibt
a, = a (n — 00) oder a, — a oder T}grgoan = q.

Ist (a,) nicht konvergent, so heifit (a,) divergent. Beachte:

a, —a(n—o00) < Ve>03IngeNVn>ng: a, € Ua)
< Ve >0 gilt: a, € U.(a) ffaneN
< Ve > 0 gilt: a, & U-(a) fiir hochstens endlich viele n € N
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Satz 2.1: FEs sei (a,) konvergent und a = lim,,_, a,. Dann gilt:
a) Gilt auch noch a,, — b, so ist a =b.
b) (ay) ist beschrinkt.
Beweis:
a) Annahme a # b. Dann ist ¢ = @ > 0. Nun gilt:
dng e NVn >ng:|a, —a| <eund Iny e NVn >ny : |a, — b <e.
Es sei N = max{ng,n;}. Dann gilt:
2e =la—bl=la—ay +ay — b < |ay —al + Jaxy — b < 2¢.
Widerspruch. Also ist a = b.
b) Essei e = 1. Es gilt: Ing € NVn > ng : |a, — a| < 1. Damit folgt:
Vn>ng: |an| =lan —a+a| <l|a, —al+la] <1+ |al.

Setze ¢ = max{l + |al|, |a1],...,|an,—1]|}. Dann: Vn € N : |a,| < c.

Beispiele:
a) Essei ¢c € Rund a, = c (n € N). Dann gilt:
VneN: |a, —c|=0.
Also: a,, — ¢ (n = o).
b) a, =

(n € N). Behauptung: a,, — 0 (n — o0).

1
Beweis: Es sei e > 0. Es gilt: [a, — 0] = |a,| =+ <e¢ < n>1 Mit13 ¢

erhalten wir:

1
HHQGNZ ng > —.
£

Fiir n > ng ist damit n > 1, also L < e. Somit ist |a, — 0] <& (n > ny). O
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¢) a, = (=1)" (n € N). Es gilt |a,| =1 (n € N), also ist (a,) beschrankt.
Behauptung: (a,,) ist divergent.

Beweis: Fir jedes n € N gilt:
|an = ana1| = [(=1)" = (=1)""| = [(=1)"]|1 = (-1)| = 2.

Annahme: (a,) konvergiert. Definiere a := lim,,_,, a,. Es gilt:

1
dng € NVn >ng: |a, — al <3
Fiir n > ng folgt dann aber:
1
2= |an — anp1| = |an —a+a—apa| <lan —al + |an —al < 5Ty =1

ein Widerspruch.

d) a, =n (n € N). (a,) ist nicht beschréankt. Nach 2.1 b) ist (a,) also divergent.

e) ap = ﬁ (n € N). Behauptung: a,, — 0.

Beweis: Es sei € > 0. Es gilt:

1

1
la, — 0] = <e<:>\/ﬁ>g<:>n>6—2.

Bl

Mit 1.3 ¢) erhalten wir:
1
dng € N:ng > —-
€

Fiir n > ng gilt damit: n > &4 = ﬁ < g, also |a, — 0] < e.

f) a, =+vn+1—+/n (n € N). Behauptung: a, — 0.

Beweis: Es gilt

(Vn+1—+/n)(vn+1+/n) 1 1

OSCL: — <

" Vnt1+n SVt l+yvn oV

also |a, — 0| = a, < ﬁ (n € N). Es sei ¢ > 0. Nach Beispiel e) folgt:

1
dng € NVn >ny: — < e, somit gilt Vn > ngy: |a, — 0| < e.

vn

Also gilt: a,, — 0.
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Definition: Es seien (a,) und (b,) Folgen und o € R.
(an) £ (by) = (an £ by); ala,) = (aa,); (a,)(b,) = (a,by).

Gilt b, # 0 (n > m), so ist die Folge (‘;—:)Zozm definiert.

Satz 2.2: Es seien (a,), (by), (¢,) und (a,) Folgen und a,b,a € R. Dann gilt

a) a, - a <= |a, —al — 0.

b) Gilt la, —a| < ay, ffan € N und o, — 0, so gilt a, — a.
c) Es gelte a, — a und b, — b. Dann gilt:

(i) lan| = lal;
(ii) an + b, — a+0b;
(iii) aa, — aa;
(v) a,b, — ab;
(v) ist a # 0, so existiert ein m € N mit:

& 1 1
an, #0 (n > m) und fir die Folge () gilt: — — —.

d) Es gelte a,, — a, b, — b und a, <b, ffan € N. Dann ist a < b.

e) Es gelte a,, — a, b, — a und a, < ¢, < b, ffan € N. Dann gilt ¢, — a.

Beispiele:
a) Es sei p € Nund a, := = (n € N). Es gilt n < n? (n € N). Also:

1 2
0<a,<—(neN) L—>> a, — 0.
n

2.2

+
=

+

R

[}
3w

b) Es sei a, = %ﬁﬁ; (n € N). Es gilt: a,, = 4J_r

| ot

SH
3
w""

Beweis: (von 2.2)

a) Folgt aus der Definition der Konvergenz.
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b) Es gilt: Im e NVn > m: |a, — a| < ay,. Sei e > 0. Wegen «,, — 0 gilt:

dnieNVn>n: a, <e.

Setze ng = max{m,n; }. Fir n > ng gilt nun: |a, —a| < o, < €.

o (1)
(i)

§1 ,b)
VneN: |l - al| < |an —a| 22 |a,| — |al.

Es sei € > 0. Es gilt: dny, ny € N mit
€ €
Yn>ny: la, —al <§ und Vn > ny @ |b, — b| < 3
Setze ng = max{ni,na}. Fiir n > ng erhalten wir:

Jan+bo = (@ + )] = lan = a+-by = b] < lan —al + [bu b < 5+ 5 =e.

Ubung.

Es sei ¢, == |ayb, — ab| (n € N). Wir zeigen: ¢,, — 0. Es gilt:

Cn = lanby, — apnb + anb — ab| = |a, (b, — b) + (a, — a)b|
< lan||bn — b| + |b||an — a.

Mit 2.1 b) folgt: 3¢ > 0Vn € N: |a,| < ¢. Damit erhalten wir:
Vn e N: ¢, <c|b, — bl + |bllan, — a| = ay.

Mit ¢) (ii), ¢) (iii) und a) folgt: v, — 0.
Also: |¢, — 0] = ¢, < a, (n € N) und «,, — 0. Mit b) folgt nun ¢,, — 0.

Setze ¢ = % Aus (i) folgt: |a,| — |a|. Damit gilt:

3
IdneNVn>m: |a,| € U(la]) = (Ja] —e,|a] +¢) = (gl, §|a|)

Insbesondere ist |a,| > % >0 (n >m), also a, # 0 (n > m). Fir n > m gilt

nun:

1 1

a, a

Es gilt a,, — 0. Mit b) folgt i — 1

. lan — al 2|a, — al .

anlla] T a2
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d) Annahme: b < a. Setze ¢ == aT_b > 0. Dann gilt:
Ve € U.(b) Yy € U(a) : x <.

Weiter gilt:
dng € NVn >ng: b, € U.(b),

dJneNVn>m: a, <b,.

Setze my = max{ng,m}. Fir n > mq ist a, < b, < b+ ¢, also a, ¢ U.(a).
Widerspruch.

e) Esgilt: 3m e NVn >m: a, < ¢, <b,. Sei € > 0. Es existieren ny,ny € N mit:

YVn>n: a—e<a, <a+e,

Vn>ny: a—e<b,<a-+e.
Setze ng = max{ny, ny,m}. Fir n > ny gilt nun:
a—e<a,<c,<b,<a-+e.

Also: |¢, —al < e (n > ng).

Definition:
a) (a,) heifit monoton wachsend : <= VYn € N: a, < a,.;.
b) (a,) heifit streng monoton wachsend : <= VYn € N: a, < a, 1.
¢) Entsprechend definiert man monoton fallend und streng monoton fallend.

d) (a,) heifit [streng] monoton : <= (a,) ist [streng] monoton wachsend oder
[streng] monoton fallend.

Satz 2.3 (Monotoniekriterium):

a) Die Folge (a,) sei monoton wachsend und nach oben beschrankt. Dann ist (a,)

konvergent und

lim a, = supa,.
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b) Die Folge (a,) sei monoton fallend und nach unten beschrankt. Dann ist (a,) kon-
vergent und

lim a, = inf a,,.
n—oo neN "

Beweis:

a) Setze a = sup,cya,. Es sei ¢ > 0. Dann ist a — ¢ keine obere Schranke von
{a, : n € N}. Also existiert ein ng € N mit a,, > a — . Fiir n > nq gilt:

a—€<ap <a,<a<a-+e,
also |a, —a| < e (n > np).

b) Zeigt man analog.

O
Beispiel: a; := V/6, ap.1 = /6 + a, (n > 1).
Behauptung: Vn e N: 0 < a, < 2 und a,41 > a,.
Beweis: (induktiv)
ILA:n=1.
0<a=v6<Y8=2;
ay = 6+ a1 > V6 =ai.
[LV.:Essein € Nund 0 < a, < 2 und a,41 > a,.
LS. (n ~n+1): Es gilt a1 = /6 + a, >r1.v. 0. Weiter ist
Unp1 = V06 + an <pv. V6+2=2; apio = {6+ anp1 >1v. V6 + a = Gnyr.
]

Also ist (a,,) nach oben beschréankt und monoton wachsend. Nach 2.3 ist (a,,) konvergent.
Setze a = lim,_, a,. Es gilt a,, > 0 (n € N), also a > 0. Weiter ist

al ., =6+a, (neN).

Mit 2.2 folgt a®* =6 +a = 0=10a®>—a—6 = (a — 2)(a* + 2a + 3). Also ist a = 2.

>3

20



Wichtige Beispiele:
Vorbemerkung: Es seien z,y > 0 und p € N: Es ist (vgl. §1)

p—1
w =y = (w—y) Yoty
k=0

p—1
= [2f —yf| = o —y[ D2y >y e -y,
k=0
Beispiel 2.4: Es sei (a,,) eine konvergente Folge in [0, c0) mit Grenzwert a (bea. a > 0)
und p € N. Dann gilt ¢/a,, — ¥a.

Beweis:
Fall 1: a = 0. Es sei € > 0. Dann gilt: dng € NVn >ngy: 0 < a, < eP. Daraus folgt:

Yn>ny: 0< ¥a, <e.

Also gilt: y/a, — 0= {/a.
Fall 2: a # 0. Dann gilt:

lan = al = [(Yan)" — (Va)’| = [2” — y"|
~—~— ~
=T =y

Zs.0. ypil ’.T - y’ = C|\p/ Ay — \’/E’, c>0.
N

= |y/a, — ¢/a| < ta, —a] = a,. Es gilt a;, = 0, also ¢/a, — /a. O
Beispiel 2.5: Fur z € R gilt: (2") ist konvergent <= z € (—1,1]. In diesem Fall:
) 1, fallsz =1
lim 2" =
e 0, fallsz e (—1,1)

Beweis:

Fall 1: = 0. Dann gilt 2™ — 0. Fall 2: x = 1. Dann gilt 2™ — 1.
Fall 3: x = —1. Dann ist (z™) = ((—1)") divergent.

Fall 4: |x| > 1. Dann gibt es ein § > 0 mit || = 1 4 0. Damit gilt:

2" =lz|"=(1+9)">1+nd>nd (neN).
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Also ist (z") nicht beschrankt und somit divergent.

Fall 5: 0 < |z| < 1. Dannist‘%'>1undesgibt einn>0mitﬁ:1+n. Damit gilt:
1 1\" .
—| = Tl =(1+n)">1+np>nn (neN).
™ T

Also ist )
< — € N).
2" nn (n )

Damit folgt ™ — 0.

Beispiel 2.6: Es sei z € R und

sp=1+a+2>+.. . +a2"=> 2" (neN).
k=0
Fall 1: z = 1. Dann ist s, =n+ 1 (n € Ny), (s,) ist also divergent.
Fall 2: # # 1. Dann ist
1 — J}n+1
e € Np).
° 11—z (n 0)
Aus 2.5 folgt:
(sn) ist konvergent <= |z <L
In diesem Fall gilt: lim,, ,o Sp, = ﬁ

Beispiel 2.7: Behauptung: Es gilt {/n — 1.

Beweis: Esist /n >1 (n € N), also a,, = {/n—1>0 (n € N). Wir zeigen: a,, — 0.
Fiir jedes n > 2 gilt:

n= ()" = @+ 2y (Z)aﬁ > <Z>ai = ”("2_1)%3.

Es folgt

Yn>2: 0<a,

IN

Wegen v/2/v/n — 1 — 0 folgt a, — 0.

Beispiel 2.8: Es sei ¢ > 0. Behauptung: Es gilt {/c — 1.
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Beweis: Fall 1: ¢ > 1. Dann gilt: 3m € N: 1 < ¢ < m. Daraus folgt:
1<c<n(n>m) = 1< {Ye<Un(n>m).

Mit 2.7 folgt die Behauptung.
Fall 2: 0 < ¢ < 1. Dann ist % > 1. Also gilt

1
— 1 (n— ).
/1 Falll
Cc

Ve =

&'

Beispiel 2.9: Es sei

N " 1 1
= (1) b= =l N).
‘ <+n> LTty ety el

Behauptung: (a,) und (b,) sind konvergent und lim,, ,, a, = lim,,_, by,.

Beweis: In der groBen Ubung wird gezeigt: ¥n € N: 2 < a, < an41 < 3. Nach 2.3 ist
(ay) also konvergent; a = lim,, . ay.

Weiter ist b, > 0 und b,,,1 = b, + ﬁ > b, (n € N). Also ist (b,) monoton wachsend.
Fiir jedes n > 3 gilt:

b—1+1+1+ L + L +...+ L
" 2 2.3 2.3-4 72 n
2 3 n—1
<(3) <) <(3)
<1+ 1+1+<w2+ +(1)nh1 1+1_(D
2 2 ‘“ 2 a -1
<1+ - =3
=3

Nach 2.3 ist (b,,) konvergent; b := lim,,_, b,.

23



Weiter gilt fiir jedes n > 2:

IN" 51 < (n) 1
n — 1 - = 7
¢ ( +n) ;%(lf)n’f

nl 1 Inn—1)-...-(n—(k—1))
=141 _ 1
* +Zk’ k)!n b +Zk‘ n-n-...-n
1 1 2 k—1
:HHZE(l_ﬁ)(l_ﬁ)""'(l_T)
—_——
<1 <1 <1
"1
<1+1+2}7—m
= k!

Also gilt a,, < b, (n > 2) und damit folgt a < b.
Weiter sei j € N, j > 2 (zunéchst fest). Fur jedes n € N mit n > j gilt:

n1 1 2 E—1
N | “(1=1=....- 1=
a1+ 1= D= D) (1= =)
| 1 2 kE—1
>1+1+4) —(1—=)1—==)-...-(1— )
k?gk! n n n
- . , _ "
—1 —1 —1

71
—>1+1+k§2ﬁ:bj (n — o).
Also gilt a > b; fir jedes j > 2. Wegen b; — b (j — oo) folgt a > b.
Definition: Die gemeinsame Grenzwert der Folgen in 2.9
. 1\" noq
e Jim (1) = Jm S
heifit Eulersche Zahl. (e = 2,718...).

Ubung: Es gilt: 2 < e < 3.

Definition: Es sei (a,,) eine Folge und (ny,ng,ns,...) eine Folge in N mit

ng<ng <ns<... FirkeN setze
bk::ank;

also by = ap,,bo = ap,, b3 = Gy, - ...
Dann heifit (by) = (a,,) eine Teilfolge (TF) von (a,).
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Beispiele:
a) (ag,aq,ag,...) ist eine Teilfolge von (a,); hier: ny = 2k.
b) (ay,aq,ag,...) ist eine Teilfolge von (a,); hier: ny = k2.
c) (ag,ag, ay, ayg, as, ayy, - .. ) ist keine Teilfolge von (ay,).

Definition: Es sei (a,) eine Folge. Fine Zahl o € R heifit ein Haufungswert (HW)

von (ay,), wenn eine Teilfolge (ay,,) von (a,) existiert mit a,, — o (k — 00). Weiter sei
H(a,) ={a € R: «a ist ein Hiufungswert von (a,)}.
Satz 2.10: Es gilt:
a € H(a,) <= Ve >0: a, € Ua) fir unendlich viele n € N.

Beweis:

“=*“: Es sei (ay, ) eine Teilfolge mit a,, — « und es sei € > 0. Dann existiert ein kg € N
mit a,, € U.(a) fiir & > k.

‘et Es gilt:

dn; € N:a,, € Ui(a),

dns € N:a,, € U%(Oé) und ny > ny,

dnz € N:ap, € Ué(a) und ng > ng, etc...

So entsteht eine Teilfolge (a,, ) von (a,) mit a,, € U%(oz) (k € N). Also gilt: a,, — «o. O

Beispiele:

a) a, = (=1)" (n € N). Es gilt: agxy — 1,a9611 — —1, also 1,—1 € H(a,). Es sei
aecR\{-1,1}. Wahle ¢ > 0 so, daB8 1,—1 ¢ U.(«). Dann gilt a,, € U.(«a) fiir kein
n € N. Nach 2.10 ist « ¢ H(ay,). Fazit: H(a,) = {1, —1}.

b) a, =n (n € N). Ist « € Rund € > 0, so gilt: a,, € U-(«) fiir hochstens endlich
viele n, also « ¢ H(a,,). Fazit: H(a,) = .

c) Q ist abzahlbar. Es sei (a,) eine Folge mit Q = {a, : n € N}. Es sei @« € R und
e > 0. Nach 1.5 enthélt U.(a) = (a—e, a+¢) unendlich viele verschiedene rationale
Zahlen. Nach 2.10 folgt o € H(ay,). Fazit: H(a,) = R.
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Folgerung: Ist z € R, so existieren Folgen (r,,) in Q mit r, — z.

Satz 2.11: Die Folge (ay) sei konvergent, a = lim, o a, und (a,,) eine Teilfolge von
(an). Dann gilt:
an, = a  (k— 00).

Insbesondere gilt: H(a,) = {lim, o ap}-

Beweis: Es sei € > 0. Dann ist a,, € U.(a) ffa n € N, also auch a,, € U.(a) ffa k € N.
Somit gilt a,, — a. O
Definition: Es sei (a,) eine Folge und m € N.

m heifst niedrig (fir (a,)): <= Yn>m: a, > ap.

Bemerkung: Es gilt also:
m € N ist nicht niedrig <= In>m: a, < a, = In>m: a, < an.

Hilfssatz 2.12: Es sei (a,) eine Folge. Dann enthdlt (a,) eine monotone Teilfolge.

Bewers:
Fall 1: Es existieren hochstens endlich viele niedrige Indizes. Also existiert n; € N so,

daB jedes n > ny nicht niedrig ist.
ny nicht niedrig = Ing > ny @ ay, < ap,,
ny nicht niedrig = Ing > ny @ ay, < Ay,
ete. ..

Wir erhalten so eine streng monoton fallende Teilfolge (ay,, ) von (a,).

Fall 2: Es existieren unendlich viele niedrige Indizes ny,ng,n3...; 0.B.d.A. sei
Ny <ng<ns<....
ny ist niedrig und ny > 1y = a,, > an,,
ngy ist niedrig und ns > N9 = a,, > Ay,

ete. ..
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Wir erhalten so eine monoton wachsende Teilfolge (a,, ) von (a,). d

Satz 2.13 (Bolzano-Weierstra$):

Die Folge (a,,) sei beschrankt. Dann gilt: H(a,) # 0, d.h. (a,) enthdlt eine konvergente
Teilfolge.

Beweis: Es gilt: 3¢ > 0Vn € N: |a,| < ¢. Nach 2.12 enthélt (a,,) eine monotone Teilfolge
(an,, ). Wegen |a,, | < c (k € N) ist (ap,) auch beschrénkt.
Nach 2.3 ist (a,, ) konvergent. Damit ist limg_,o0 an, € H(ay). O

Satz 2.14: Die Folge (a,) sei beschrankt (nach 2.13 gilt damit H(a,) # 0). Es gilt:
a) H(ay) ist beschrinkt.
b) sup H(a,),inf H(a,) € H(a,); es existieren also max H(a,) und min H (a,,).
Beweis:

a) Esgilt: 3¢ >0Vn € N: |a,| < c. Essei a € H(a,). Dann existiert eine Teilfolge
(an,) von (a,) mit a,, — a (kK — o0). Es ist |a,, | < ¢ (k € N), also |a| < ¢. Somit
gilt

Va € H(a,) : |a] <ec.

b) ohne Beweis.

Definition: Die Folge (a,) sei beschrankt.

a) Die Zahl

lim sup a,, := lim,,_,a, = max H(a,)
n—oo

heiffit Limes superior oder oberer Limes von (a,).

b) Die Zahl

lim inf a,, == lim a, = min H(a

heifit Limes inferior oder unterer Limes von (a,).
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Satz 2.15: Die Folge (a,) sei beschrinkt. Dann gilt:
a) Yo € H(ay,) : liminf, o a, < o < limsup,,_, an.
b) Ist (a,) konvergent, so ist limsup,,_, . a, = liminf, , a, = lim,_, a,.
c) Yao > 0: limsup,_ . (aa,) = alimsup, .. a,.
d) limsup,,_,.(—a,) = — liminf,_, a,.
Beweis: a) ist klar, b) folgt aus 2.11, ¢) und d) Ubung. O

Vorbemerkung: Die Folge (a,,) sei konvergent und lim,,_,, a, =: a. Es sei ¢ > 0. Dann
gilt:
dng e NVn >ng: |a, —al < %

Fir n,m > ng gilt damit:
lay, — am| = |a, —a+a—ap| <la, —a|l + |a, —a| < g+§:6.
Die Folge (a,) hat also die folgende Eigenschaft:
(c) Ve >0dng e NVn,m >ng: |a, —an| < e.

Aquivalent ist:

Ve >0 dng € NVn >ng Vk € N: |a, — ani] < €.

Definition: Eine Folge (a,) heifit eine Cauchyfolge (CF)
: <= (ay,) hat die Eigenschaft (c).
Konvergente Folgen sind also Cauchyfolgen!

Satz 2.16 (Cauchykriterium): (a,) ist konvergent <= (a,) ist eine Cauchyfolge.

Beweis: “=*: wurde in obiger Vorbemerkung bewiesen.
‘= Es gilt:
AN eNVn,m > N: |a, — an| < 1.
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Fir n > N ist somit
|an| = ’an — an +aN| < |an _GN| + |CLN| <1+ |CLN| =:c.

Also gilt:
Vn € N: |a,| < max{c, |a1],...|an_1|}-
Damit ist (a,) beschrankt und nach 2.13 hat (a,) eine konvergente Teilfolge (a,, ). Es sei
a = limy_,o ay, -
Es sei ¢ > 0. Dann gilt:
Ing e NVn,m >ng: |a, — ap| < %,
und

€
Jko € Nt ay, —al < 5 und ng, > ng.

Fiir jedes n > ng gilt nun

£ €
|an—a|§|an—ank0|+|ank0—al<§+§:€

Also gilt a,, = a (n — o). O

Beispiel: a; = 1,a,41 = ﬁ (n € N). Mit Induktion folgt 0 < a, < 1 (n € N) und

damit a,, > % (n € N). Fir n > 2 und k € N gilt daher:

|CL e | _ ‘ 1 . 1 _ ’an—l - an+k—1|
" " I+ An+k—1 I+ an (]- + an—}—k—l)(l + an—l)
< gl = 6l = glaneior =
=1+ ;) Ap4k—1 — An—1 9 n+k—1 n—1
4 2 4 n—1
< <9> |Gpih—2 — p| < ... < (9) g1 — aq

4 n—1 4 n—1
(5) Uaul+la <2(3)

) — 0 (n — o0) gilt:

IN

Ol

Es sei e > 0. Wegen 2(

4 n—1
HnOGN\{l}Vn2n0:2<9> <e.

Wir erhalten:
Vn >ng Vk € N |apr — an| < e.

29



Also ist (a,) eine Cauchyfolge und somit konvergent; a := lim,,_,, a,. Klar ist:

>1 d 1
a>—-undag=—.
-2 14+a
Also ist /B /B
1 5 1 5
2
a® +a 0=a 2+ 5 oder a 5 5

1 _ V51
Wegen a > 5 folgt a = ¥5—.
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Kapitel 3

Unendliche Reihen

Definition: Es sei (a,) sei eine Folge.

a) Wir setzen
Sp=a;+ay+...+a, (neN),

also s1 = a1, s9 = a1 +ag, s3 = a;+az+as, . ... Die Folge (s,) heifst (unendliche)

Reihe und wird mit y_,;° | a,, bezeichnet. Es gilt also:

[eS)
n=1

a, ist konvergent bzw. divergent <= (s,) ist konvergent bzw. divergent.
b) s, heifit n-te Teilsumme von Y °° | a,.
c) Ist Y02, a, konvergent, so heifit lim,, o s, der Reithenwert und wird ebenfalls
mit >0° | a,, bezeichnet. (Vorsicht: Doppelbedeutung von > 0> | ay,.)
Bemerkung: Ist p € Z und (a,);2, eine Folge, so definiert man entsprechend
Sp=0p+ a1 +...+a, (n>p)
und 307 a, (meist: p =1 oder p = 0).
Die folgenden Satze und Definitionen formulieren wir nun fiir Reihen der Form >°7° | ay,.
Diese Sitze und Definitionen gelten entsprechend fiir Reihen der Form >72 a,, (p € Z).
Beispiele:
a) Es sei x € R. Die Reihe
i:p”:1+x+x2—l—m3+...

n=0
heiflit geometrische Reihe.
Hierist s, = 1+ 2 +... 42" (n € Ny). Nach 2.6 gilt: (s,) konvergiert <— |z| <1

und lim,, o 5, = 7= fiir || < 1. Also: Yp% ) ™ konvergiert <= |2 < 1 und
> 1
"= <1).
See <
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—n(n+1) nn+1) n n+l
Es gilt:
Sp=a1+ ...+ ay
1. 1 1 1 1 1 1
—(1—= -z - -
( 2)+(2 3) (n—l n)+(n n—l—l)
1
=1- —1
n+1
Also: Y02 m ist konvergent und > 0, " n1+1) =L
c)
ii—1+1+l+l+
ol 20 3

Nach 2.9 gilt:

1 1
_1+1+21+ +m—>e (n — 00).

Also: 307, , konvergiert und »>° n, =e.

d) Die Reihe

heift harmonische Reihe. Hier ist s, =143 +...+ < (n € N). Es gilt:

1 1 1 1 1 1
Som=14+=-4+...+=+ it — =8 —— 4+ — > 5, + -

2 n n+1 2n n+1 2n — 2
—— <~
>4 >3

Annahme: (s,) ist konvergent; s := lim,, o S,,. Mit 2.11 folgt s9, — s (n — 00).
Somit gilt

> s+ L =0> 1

5> 5+ — -,

- 2 -2

Widerspruch. Also: 0%, + ist divergent.

Satz 3.1: Es sei (ay,) eine Folge und s, = a1 + ...+ a, (n € N).
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a) Monotoniekriterium: Sind alle a, > 0 und ist (s,) beschrinkt, so ist Y.0° ay

konvergent.

b) Cauchykriterium: > 0 | a, ist konvergent <=

Ve>0dnge NVm >n>ng:

c) Ist 300 a,, konvergent, so gilt a, — 0 (n — 00).

d) Die Reihe Y77 | a, sei konvergent. Dann ist fir jedes m € N die Reihe Y02 . an

konvergent und fiir ry, = Y0 .1 an gilt: vy, = 0 (m — 00).
Beweis:

a) Esgilt: spy1 =a1+...+ap+an1 = Sp+any1 > S, (n € N). Also ist (s,) wachsend
und beschrankt. Nach 2.3 ist (s,,) konvergent.

b) Fir m > n gilt:

|Sm — Sn| = a1+ ...+ an+ani1+ ...+ am — (a1 + ...+ ay,)|

m

= a1+ ... tan| =] D al
k=n-+1

Die Behauptung folgt damit aus 2.16.
c) Es gilt: $,01 — 8, = any1 (n € N). Ist (s,,) konvergent, so folgt a, 1 — 0.

d) Ohne Beweis.

Bemerkung: Ist (a,) eine Folge und gilt a,, 4 0, so ist Y>°°, a,, divergent.

Satz 3.2: Die Reihen Y.;°,a, und Y.;° b, seien konvergent und es seien a,3 € R.
Dann konvergiert

> (aa, + Bby)
n=1

und es gilt

> (aan, +Bby) =ad an+ B by
n=1 n=1 n=1
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Beweis: Folgt aus 2.2. O

Satz 3.3 (Leibnizkriterium): Es sei (b,) eine Folge mit:
a) (by) ist monoton fallend,
b) b, — 0 (n — o).

Dann ist 322, (—1)""1b,, konvergent.

Beispiel: Aus 3.3 folgt:
Die alternierende harmonische Reihe } 7,

(_IZLH ist konvergent.

Beweis: (von 3.3) Da (b,) eine monoton fallende Nullfolge ist, folgt b, > 0 fur jedes
n € N. Definiere

an = (=1)"*b, und s, =a;+ - +a, (n € N).

Beh. 1: (sy,) ist monoton wachend und nach oben beschrénkt.

Bew.: Da b2n+1 Z 62n+2 fOlgt

82(n+1) = S2n + A2ng1 + A2ngo = Sop + bopg1 — bopyo > Sop.

Dies impliziert bereits, dass (s2,) monoton wachsend ist. Fiir die Beschranktheit berech-

nen wir
Son = bl - (b2 - b3) - (b4 - b5) -t (an—2 - b2n—1) - b2n S b1~
—_— Y ~~
>0 >0 >0 >0

Somit ist (sg,) nach unten durch b; beschrénkt.
Beh. 2: (sg,) ist monoton fallend und nach oben beschrankt.
Bew.: Analog zu Beh. 1.

Nutzt man das Monotoniekriterium, so implizieren obige Behauptungen, dass (s2,) und

(s2n—1) konvergieren. Aus Satz 2.2 und dem Fakt, dass (b,) eine Nullfolge ist, folgt ferner
| im s9, — lim S9,—1| = | lim (S92, — Son—1)| = lim |s9, — So5—1| = lim |bo,| = 0.
n—00 n—o00 n—00 n—00 n—00
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Also haben (sg,,) und (sg,—1) den gleichen Grenzwert, den wir mit s € R bezeichnen. Die
Konvergenz impliziert, dass fiir jedes € > 0 eine n; € N existiert, sodass fiir alle n > n;

gilt
|son, — 8| <& und |sg, 1 —s| <e.

Ist also n > ng == 2ny — 1, so ist |s, — s| < e. Folglich ist (s,,) konvergent. O

Definition: >>°°, a,, heifst absolut konvergent : <= > °° | |a,| ist konvergent.
Beispiel: >, # ist konvergent, aber nicht absolut konvergent.
Satz 3.4: > 7, a,, sei absolut konvergent. Dann gilt:
a) >0 ay ist konvergent,
b) | 300 an] <302 Jan| (A-Ungleichung fir Reihen).
Beweis:

a) Fir m,n € N, m > n gilt:

m m

) D> al < ) .
k=n-+1 k=n-+1
=0m,n ='Tm,n

Es sei € > 0. Nach Voraussetzung und 3.1 b) gilt:
dng e NVm >n>ng: 7, <e,

also mit ()
dngeNVm>n>ng: op, <e.

Nach 3.1 b) ist 3>0°; a, konvergent.

b) Es sei s, == a;+ ...+ an, 0, = |a1| + ... + |an| (n € N), s = lim,, , s, und
o = lim,_,o 0. Es gilt: |s,| = [s| (n = o0) und |s,| < o, (n € N). Damit folgt
ls| <o.

0
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Satz 3.5:

a) Majorantenkriterium: Gilt |a,| < b, ffa n € N und ist 372, b, konvergent, so

ist Yo an absolut konvergent.

b) Minorantenkriterium: Gilt a, > b, > 0 ffan € N und ist Y22 | b, divergent, so

ist Y02 an divergent.

Beweis:

a) Es gilt: 3j € NVn > j: |a,| < b,. Nun sei m > n > j. Dann ist

> lal< X b

k=n+1 k=n+1

——— —_———
= 0Om,n =Tm,n

Es sei € > 0. Nach Voraussetzung und 3.1 b) gilt:
dng>jVm>n>ng: T, <,

also

dng>jVm>n>ng:0op, <e.

Nach 3.1 b) ist Y02, |a,| konvergiert.

b) Annahme: Y °°, a, ist konvergent. Nach a) ist dann Y °°

spruch.
Beispiele:
a) Yoo, m, ap = m (n € N). Fiir jedes n € N gilt:
1 1 1

1 b, konvergent. Wider-

1
=: b,.

|a’7'L| :an: —=

<
(n+1)?2 n?2+2n+1~" n?+2n—

Bekannt: >°° | b, ist konvergent. Nach 3.5 a) ist auch >°° ﬁ konvergent.

b) Aus Beispiel a) folgt: >, =5 ist konvergent.
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¢) Sei a > 0 und o € Q. Wir betrachten > >, n%
Fall 1: o € (0, 1].

1 1 3. > 1
VneN: —>—>0 L—b)> Z — divergiert.
ne n — ne
Fall 2: o > 2.
1 1 3.5 a > 01
VneN: 0<—< — 3:l> Z — konvergiert.
ne n o n
Fall 3: a € (1,2).
Z — konvergiert.
n=1 ne
Beweis in den Ubungen.
Fazit: Ist a > 0 und a € Q, so gilt:
Z — konvergiert < o > 1.
n=1 ne

Bemerkung: Ist spéter (in §7) die allgemeine Potenz a® (a > 0,z € R) eingefiihrt,
so zeigt man analog: Ist a > 0, so gilt:

> 1
> — konvergiert < a > 1.
nO[

n=1

d) 300 (—1)" 22 Es gilt:

n=1 n341°

n+2 n+2 n—+2 2n 2
_1) _ < < _ 2 n>9)
'( )n3+1 n+1 - nd nd  n? (n22)

Die Reihe 37° | % ist konvergent. Nach 3.5 a) ist 302, (—1)" %2 absolut konver-

gent.
) Y0, Y s gilg

n=1 nit1-
\/ﬁ Z

n+1

-

>0 (neN).

Y5
B

2

Die Reihe 777, ﬁ divergiert. Nach 3.5 b) ist auch >0 n—‘fl divergent.

Hilfssatz 3.6: Die Folge (c,) sei beschrankt. Dann gilt:
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a) Ist a == limsup,,_ . ¢, und x > a, so ist ¢, < x ffan € N.

b) Ist a = liminf, , ¢, und x < «, so ist ¢, > x ffan € N.

¢) Ist ¢, > 0 (n € N) und limsup,,_,, ¢, =0, so gilt ¢,, — 0 (n — 00).
Beweis:

c) Es sei e > 0. Mit a) (fir x = ¢) folgt: —e < 0 < ¢, < ¢ ffa n € N. Also gilt
cn € U-(0) flan € N.

a) Annahme: ¢, > z fiir unendlich viele n, etwa fiir ny, ng, ns, ... mit

ng<ng <ng<...

Die Teilfolge (¢, ) ist beschrankt. Nach 2.11 enthélt (¢, ) eine konvergente Teilfolge
(anj)' Definiere

g = lim ¢,, .
J—00 J

Es gilt ¢y, >z ( € N), also ist § > = > . Auch (anj) ist eine Teilfolge von (c,,),
also ist 8 € H(c,) und somit 5 < «, Widerspruch.

b) Analog wie a).

Satz 3.7 (Wurzelkriterium (WK)): Es sei (a,) eine Folge, ¢, = {/|a,| (n € N).
a) Ist (c,) unbeschrinkt, so ist > 0>, a, divergent.
b) Es sei (c,) beschrankt und o = limsup,,_, . ¢,. Dann gilt:

(1) Ist a < 1, s0 ist Y00 a, absolut konvergent.

(i1) Ist a > 1, so ist Y00 a, divergent.
Im Falle o = 1 ist keine allgemeine Aussage mdoglich.

Beweis:
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a) (¢,) ist unbeschrankt = ¢, > 1 fiir unendlich viele n € N = |a,| > 1 fiir unendlich
viele n € N = a,, /A 0. Mit 3.1 ¢) folgt die Behauptung.

b) (i) Es sei @ < 1. Wéhle ein = € (a,1). Nach 3.6 gilt: ¢, < z fla n € N, also
la,| < a™ ffa n € N. Die Reihe >0° | 2™ konvergiert. Nach 3.5 a) konvergiert

> e Gy, absolut.

(ii) Es sei a > 1. Wahle € > 0 so, dal @ — e > 1. Es gilt ¢, € U.(«) fiir unendlich
viele n € N. Damit ist ¢, > o — ¢ > 1 fiir unendlich viele n. Wie bei a) folgt:

. . .
>oo2 ay divergiert.

Beispiele:
a) a, =1 (ne€N); ¢, = {/|a,| = %\/ﬁ — 1, also « =1 und 77, a, divergiert.

b) a, =% (n€N); ¢, = {/|a,| = ﬁ — 1, also a = 1 und 2%, a,, konvergiert.

2%, falls n = 2k

nx™, fallsn=2k—1
Frage: Fiir welche z ist 3>-°° ; a,, (absolut) konvergent? Es ist

c) Essei z € Rund a, =

%, falls n = 2k
Un|x|, fallsn=2k—1

C’VL: Iy |an| =

(¢n) ist also beschrénkt und H(c,) = {%, |x]}

Fall 1: |z| < 1. Dann ist & = limsup,,_, ., ¢, < 1, also ist > ; a,, absolut konvergent.

Fall 2: |x| > 1. Dann ist a = limsup,,_,, ¢, > 1, also ist Y72, a,, divergent.
Fall 3: |z| = 1. Dann ist a = limsup,,_,., ¢, = 1 und das Wurzelkriterium liefert
keine Entscheidung. Es ist |a,| = n falls n = 2k — 1. Also gilt a,, /4 0. Damit ist

>0, ap also divergent.

An+41

n

Satz 3.8 (Quotientenkriterium (QK)): Es sei a, # 0 ffan € N und ¢, =

a) Ist ¢, > 1 ffan € N, so ist Y02, a, divergent.
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b) Es sei (c,) beschrankt, o = limsup,,_, . ¢, und 5 = liminf, .. ¢,. Dann gilt:
(i) Ist o < 1, so ist Yo% a, absolut konvergent.
(ii) Ist B > 1, so ist Yo%, a, divergent.
Ohne Beweis.
Folgerung 3.9: (a,) und (c,) seien wie in 3.8, (¢,) sei konvergent und « = lim,,_, ¢j,.

o0 ) absolut konvergent, falls o <1
Z a, 1st
n=1

divergent, falls o > 1
Im Falle o = 1 ist keine allgemeine Aussage moglich.

Beispiele:

An41
Qn

=7 — L 22 ap divergiert.

a) an:%(neN),

2 .
= (niil)z — 1, >, a, konvergiert.

An41
Qn

b) a, =5 (n €N),

3.10 Die Exponentialreihe: Fiir x € R betrachte die Reihe
O n _ ZL‘2 .173
Frage: Fur welche = € R konvergiert diese Reihe (absolut)?
Klar: Die Reihe konvergiert absolut fiir x = 0. Sei nun x # 0 und a,, == %,L (n € Ny). Es

gilt:
n+1 |
o1l ] 2 Y B BN (n — c0).
an (n+1)! 2n] n+1
Mit 3.9 folgt:
Z —~ konvergiert absolut fiir jedes z € R.
— n!
Damit ist eine Funktion £': R — R definiert:
o xn
E(.T) = P ﬁ

Sie heift Exponentialfunktion. Es gilt: £(0) = 1, E(1) 2.
Spater zeigen wir Vrr € Q : E(r) = €” und definieren dann e* := E(x) fur alle z € R\ Q.
Dann ist also ¢” = E(x) (x € R).
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Definition: Sei (ay) eine Folge und ¢: N — N eine Bijektion. Setze b, = ay@) (n € N).
Also

by = Ap(1), by = Ap(2), bz = Ap(3)y - - -

Dann heifit (by,) eine Umordnung von (ay,).
Beispiel: (as, a4, a1, as, ag, as, as, az, . .. ) ist eine Umordnung von (a,).
Satz 3.11: Es sei (b,) eine Umordnung von (ay,). Dann gilt:
a) Ist (a,) konvergent, so ist (b,) konvergent und lim,, . b, = lim,, o a,.

b) Ist 302 a, absolut konvergent, so ist Y o, b, absolut konvergent und
Z An = Z b,,.
n=1 n=1

Beweis:

a) Setze a = lim,_, a,. Es sei € > 0. Dann gilt:
dng e NVn >ng: |a, —al <e.
Da ¢ injektiv ist, ist die Menge {n € N: p(n) < ng} endlich. Also gilt:
b, — a] = |agm) —al < e ffanecN.
b) Ohne Beweis.

g

Bemerkung (ohne Beweis): Es sei >°° | a,, konvergent, aber nicht absolut konvergent.
Dann gilt:

a) Ist s € R, so existiert eine Umordnung (b,,) von (a,) mit:

Z b, ist konvergent und Z b, = s.

n=1 n=1

b) Es existiert eine Umordnung (¢,) von (a,) mit: Y°°, ¢, ist divergent.
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Definition: Gegeben seien die Reihen > .7 o ay, und Y07 by,.

Fiirn € Ny sei

= Z arbp_ = Z Gp—rbr, also
k=0 k=0
Cp = CL()bn + albn_l + ...+ CLnb().
Die Reihe Y232 ¢, heifit das Cauchyprodukt (CP) von Y 0% o a, und Y07 by.
Satz 3.12: Es seien Y02 ja, und Yo7 b, absolut konvergent. Fir ihr Cauchyprodukt

S0 o Cn gilt dann:

Z ¢, st absolut konvergent und Z Cp = Z an) Z bn)
n=0

Ohne Beweis.

Beispiel: Es sei # € R und |z| < 1.

Bekannt: 3%, 2" konvergiert absolut und 3202 2™ = 1. Also ist
1 _ (i an io: d 12 Z
(]' - x)Q n=0 n=0 ’
mit ¢, = Yp_gz"2"* = (n+ 1)2™ (n € Ny). Somit gilt:
1 > n
1= => (n+1)z" (|z] <1).
n=0
2B, (x=1) 4=y, 00
Weiter gilt:
T [e.o]
= (n+ 1)z Z na"
(]‘ - .ZTJ)Q n=0
zB. (x=3):2=30 5%, also 1 = 300 | 52,

3.13 Eigenschaften der Exponentialfunktion: E(z) = Y0°( £; (z € R). Es gilt:
a) E(0)=1,E(1) =
b) Vz,y e R: E(z +y) = E(x)E(y);
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c) Var,...,om ER:E(xy+ ...+ 2p) = E(x) - ... - E(xy);

d) E(x) > 1 (z>0); E(x) >0 (z € R); E(—x) = E(z)™! (z € R);

e) Ve e RVreQ: E(rz) = E(x)";

f) Vre Q: E(r) =€";

g) E ist auf R streng monoton wachsend, d.h. aus z < y folgt stets F(x) < E(y).
Beweis:

a) Ist bekannt.

b) Es gilt
— " Y 312
E@)E@) = (3 5 5 Y e
n=0 """ n=o n=0
mit
n ZL‘k ynfk 1 n i L5 1

nT e =Sty T = " Np).

‘ ,Z%m (n—k)! n!,gk!(n—k)!” Sty (neNo)
—_————

Also: E(z)E(y) = 200, @ — B(z +y).

c) Folgt aus b).

2 3

d) Fiirx>0giltE(:z:):1+x—l—%+%+...>1.Weiterist

>0

1= E(x+(-x)) 2

E(x)E(—z) (x €R).
Insbesondere gilt: E(z) >0 (r < 0) und E(—x) = E(x)™ (x € R).

e) Fir x € R und n € N gilt:

Also ist



Fir m,n € N folgt damit:

Somit gilt E(rz) = E(z)" fir jedes r € Q mit > 0. Sei » € Q und r < 0. Dann
ist —r > 0, also

f) Folgt aus e) mit =z = 1.
g) Essei z < y. Dann gilt y —z > 0, also

=12 Bly—2) 2 BE@)BE(-2)
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Kapitel 4
Potenzreihen

Definition: Es sei (a,);2, eine Folge in R und zo € R. Eine Reihe der Form

Z an(z — 10)" = ag + ay (v — z0) + az(x — 10)? + ...

n=0

heifft Potenzreihe (PR).

Frage: Fiir welche z € R konvergiert eine Potenzreihe (absolut)?

Klar: Eine Potenzreihe konvergiert absolut fiir x = x,.
Beispiele:

a) Yooy Lt Hier: a, = % (n € Ng), 2o = 0.

n=0 p!

Bekannt: Die Potenzreihe konvergiert absolut fiir jedes x € R.

b) > ,(z — x¢)". Hier: a,, = 1 (n € Np).
Bekannt: Die Potenzreihe konvergiert absolut <= |z — 29| < 1 (geometrische
Reihe).

c) S n"(x — xo)". Hier: a, =n" (n € Np).
Es sei x # x¢ und b, == n™(z — x0)". Es gilt: {/|b,| = n|z — xo|. Wegen x # x; ist
( Y |bn|) unbeschrankt. Nach 3.7 ist Y00y n"(z — x¢)" divergent.

Also: >0 n"™(x — )" konvergiert nur fiir x = x.

Definition: Es sei Y00 a,(x — x¢)" eine Potenzreihe. Setze

00, falls (M) unbeschrdnkt

o lim sup,,_, o M, falls (M) beschrinkt
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und
0, falls p= o0

ri=<o00, fallsp=0
%, falls p € (0,00)

(kurz: “r = %“). r heifit der Konvergenzradius (KR) der Potenzreihe.

Satz 4.1: Es sei Y00 o an(x — x0)" eine Potenzreihe und p und r seien wie in obiger

Definition. Dann gilt:
a) Ist v =0, so konvergiert die Potenzreihe nur fir x = x.
b) Ist r = 00, so konvergiert die Potenzreihe absolut fir jedes x € R.

c) Istr € (0,00), so konvergiert die Potenzreihe absolut fir jedes x € R mit |x—xo| <7
und sie divergiert fir jedes x € R mit |x — xo| > r. Fir x = xq £ r ist keine

allgemeine Aussage maglich.

Divergenz ? abs. Konvergenz ? Divergenz

X0-r x0 X0+r

Beweis: Fir x € R sei b,(x) = an(x — x9)" (n € Np), also ’\T/\bn(x)| = {l/]anHa: — o
(n € N).

a) Es sel x # zy. Es gilt » = 0 also p = co. Somit ist (" |bn(x)|) unbeschrankt. Nach
3.7 ist 300 o by (x) divergent.

b) Es gilt r = 0o also p = 0. Somit ist limsup,, . /|bn(x)] =0 (z € R). Mit 3.7 folgt
die Behauptung.

c) Es gilt:

. n . n 1
timsup {/Jon ()] = lim sup {fJan| | — 0| = plz — 20| = | — 0.

n—oo
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Also gilt:
limsup {/|b,(2)| <1 <= |z —zo| <,
n—oo

limsup /|bn(2)] > 1 <= |z — 29| > 1.

n—o0

Die Behauptung folgt aus 3.7.

Folgerung: Es gilt:

lim —— = 0.

n—oo ‘/

Beweis: Bekannt: 3702 o 7+ = kovergiert fiir jedes x € R. Nach 4.1 hat die Potenzreihe den

Konvergenzradius r» = oo, also ist p =0, d.h.

limsup —= = 0.

el Wt

Mit 3.6 folgt die Behauptung. O

Beispiele:

a)

b)

Yoo a,=1(neNy), zg=0;p=1,r=1.
Die Potenzreihe konvergiert fiir |x| < 1 absolut und sie divergiert fiir |x| > 1. Fiir

|z| = 1 ist die Potenzreihe divergent.

;’flxn, Oan:%(nZD,xo:O.
Es gilt: \’/|a7 %n — 1. Also ist p = 1 und damit r = 1. Die Potenzreihe
konvergiert absolut fiir |z] < 1 und sie divergiert fur |z| > 1.

Firz=1:>7", l divergiert

Fir x = —1: 302 n) konvergiert (nicht absolut).

fflig,ao—o an—ﬁ (n>1), 2=0.
Es gilt: M — 1. Also ist p = 1 und damit » = 1. Die Potenzreihe konvergiert
absolut fir || < 1 und sie divergiert fiir |z| > 1.

Firxz=1:>7", % konvergiert absolut.

Firz=-1: Y77, 1)

n2
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In vielen Féllen 148t sich auch iiber das Quotientenkriterium 3.8 der Konvergenzradius

einer Potenzreihe bestimmen:

an

Satz 4.2: Es sei a, # 0 ffa n € Ny, die Folge (ﬁ

an
Ant1

) sei konvergent und L =

. Dann hat die Potenzreihe Y 0% an(x — x0)"™ den Konvergenzradius L.

lim,, o0 ’
Ohne Beweis.

4.3 Cosinus: Wir betrachten die Reihe

00 2n 2 4 6

Z( 1)n:17 1 T +ZL‘ z n
(2n)! 2 4l 6l T

n=0

Hier: g =0, ag,11 =0, ag, = % (n € Np).

Wegen 0 < {/|a,| < %\/ﬁ (n € N) und %\/ﬁ — 0 (n — o0) folgt

M%O (n — 00).

Nach 4.1 hat obige Potenzreihe den Konvergenzradius » = oo, konvergiert also absolut
fiir jedes x € R.

. cos: R —+R
Cosinus: .
CoS X = ;’fzo(—l)”%

4.4 Sinus: Analog wie bei 4.3 sieht man: Die Potenzreihe

00 x2n+1 IS 135 $7

B
D P TRt il T

n=0

konvergiert absolut fiir jedes x € R.

. sin: R -+ R
Sinus: . _—
sinx == fzg(—l)”m
Offensichtlich gilt: sin0 = 0, cos0 = 1, sowie
Vx € R: sin(—x) = —sin(z), cos(—x) = cos(z).

48



Ahnlich wie in 3.13 zeigt man (mit dem Cauchyprodukt) die folgenden Additionstheore-

me:

Vo,y € R: sin(z +y) = sinzcosy + cos zsiny,
Vr,y € R: cos(x+y) = cosxcosy — sinzsiny.
Fiir x € R erhalten wir

1 = cos(0) = cos(x + (—x)) = cos x cos(—x) — sin zsin(—x) = cos® x + sin” =,

2

cos’z < cos?x +sin’x =1, sinz < cos’z + sinz = 1,

und damit |cosz| < 1 und |sinz| < 1.
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Kapitel 5

g-adische Entwicklung

Das Ziel in diesem Abschnitt lautet fiir eine gegebene reelle Zahl a mit 0 < a < 1 eine

Darstellung als “Kommazahl” bzgl. einer gegebenen Basis ¢ herzuleiten.

Beispiel 5.1:  a) Es gilt

3
— =0-10%+3.107".
10 +
Der Vorfaktor vor 1077 ist dabei die Ziffer vor dem Komma und alle Vorfaktoren
vor Ausdriicken der Form 107, k € N, die k-te Nachkommastelle. D.h. im Falle

von 1% fithrt dies zur Darstellung

3
— =0,3.
10 ’
Da alle Vorfaktoren aus der Menge {0, ..., 9} stammen und man immer mit Zahlen

der Form 10~% multipliziert, sagt man, dass 0,3 die Darstellung von 1% bzgl. der
Basis 10 ist.

Wir versuchen nun die selbe Zahl bzgl. der Basis 5 darzustellen, d.h. % zu schreiben
als

Z 25" wobei z, € {0,...,4}.

k=0

Hierzu berechnen wir

3 2 144 1 % 1 241 1 2 3 1 =2 2
05" 5 "5 % 5t @ stmiyo Tt
Fiir n — oo sieht man also

10 e

—=0-5"41-5""+3 2.57"

3 k=2

Bzgl. der Basis 5 fithrt dies zu der Darstellung

3
— =0,1222. ..
10 ’
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Dies wirft nun die Frage auf, ob man jede reelle Zahl 0 < a < 1 bzgl. einer gegebenen Basis
g € N\ {1} in einer Kommazahl darstellen kann? Dies wird durch folgende Konstruktion

beantwortet.

Definition: FEs sei x € R. Dann existiert genau eine grofite ganze Zahl k € 7, die kleiner
oder gleich x ist. Diese erfillt k < x < k + 1 und wir schreiben hierfir

[z] = k.
Vereinbarung: In diesem Kapitel sei stets 0 < a <1 und ¢ € N\ {1}.

Setze z; = |aql, dann gilt: 21 < ag < z + 1.
Also:
21 1 1
—<a<—+-.
q q q
Da a > 0 gilt per Definition von [ag|, dass z; € Ny. AuBlerdem ist a < 1, sodass z; <
aq < q. Es folgt z; € {0,1,...,q— 1}.

Setze z; = [(a — 2)¢’]. Wie oben sieht man

a DGR
q ¢ g ¢ ¢
sowie z; € Ny. Per Definition von z; ist nun aq — z; < 1 was wegen %2 <aq—z <1die
Eigenschaft 2o € {0,1,...,q — 1} zur Folge hat.

Allgemein (induktiv): Sind z1, ..., z; bereits definiert, so setze
Zkp1 = [(a— = —...— =)¢""].
q "

Wir erhalten so eine Folge (2x)gen mit:

2,€{0,1,...,¢q—1} (k € N)
und
* z Zn z Zn 1
q q q q q
N ——
=Sn :5n+q%
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Die Existenz des Grenzwerts von (s, ),en fiir n — 0o sieht man wie folgt. Es gilt:
-1
¢

konvergiert.

2 _q—1 = q
VkEN:OS—kS - und Z
q q k=1

Nach dem Majorantenkriterium 3.5 a) ist also 2, ;—’,g konvergent. Es konvergiert also

die Folge der Partialsummen (s, ) und mit (x) folgt

a= lim s, = —.
k=1

Dies fithrt zur folgenden Definition.

Definition: Ist (y;)ken eine Folge mit yr, € {0,1...,9 — 1} (k € N), so schreibt man

‘ <

k
;

e

(Oa Y1Y2Y3yq - - - )q = Z
k=19

und nennt (0,y1y2YsYs - . . )4 einen g-adischen Bruch.
Bemerkungen:

a) Sprechweisen: ¢ = 10: Dezimalentwicklung; ¢ = 2: Dualentwicklung; ¢ = 16: Hexa-

dezimalentwicklung.

b) Existiert ein m € N : mit y, = 0 (k > m), so schreibt man auch:
0,91+ Ym)g-

c) Die Darstellung einer reellen Zahl als ein solcher Reihenwert ist nicht eindeutig.
Z.B. ist 1
(0,5)10 = 5= (0,499999999. . . )10.

d) Ist @ = (0, 21222324 ... ), mit einer Folge (2x)ren, die (*) erfiillt, so nennt man

(0, 21292324 . .. ), die g-adische Entwicklung von a.

Folgender Satz zeigt, dass fiir eine gegebene reelle Zahl 0 < a < 1 es nur genau eine

solche Folge geben kann, d.h. dass die ¢g-adische Entwicklung von a eindeutig ist.

Satz 5.2: Ist (Z)ren eine weitere Folge mit den Eigenschaften in (x), so gilt:
Vk e N: z, = Z.
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Beweis: Dies wird in der Ubung gemacht.

Im Folgenden ein paar Beispiele (die wir in der Vorlesung nicht besprochen haben).

Beispiele:
a) ¢ = 10, . Dann gilt
10 z 1 5
2= lag) =[] = 5. 22 = (e = )] = (5~ 15)100] = 0.

Induktiv folgt: z, = 0 (k > 2), also £ = (0,5000... )10 = (0,5)10

b) ¢g=7,a= %. Dann gilt:

Induktiv folgt: 2 = 5 (k > 2), also 3 = (0,5)7.

Satz 5.3:
a) Sei (0, 212223 ... ), die g-adische Entwicklung von a. Dann existiert eine Teilfolge
(21,) von (zr)ken mit zx, # q — 1 fiir alle | € N.

b) Sei (yx)ren eine Folge mity, € {0,1,...,q—1} (k € N) und seia = (0, 91925 - . . )4-
Existiert eine Teilfolge (yg, )ien mit yg, # q — 1 fiir alle ] € N, so ist (0,y142y3 - . . )q

die q-adische Entwicklung von a.

Beweis: a) Annahme: I3m € N Vk > m: z;, = ¢ — 1. Dann gilt:

Ly —1
DOk T 3 T3
el qu k=m
———
=Sm—1

Substituiert man in der Folgenden Rechnung £ — m = [, so folgt

> qg—1 q¢g—1 & 1 ¢g—131 g—1 1 1
Z E m Z k—m m 27: m 1_12 m—1"
—m 4 q” =54 qa” 1554 q p q
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(*)
Also ist a = s,,,—1 + qm%l > a. Widerspruch.

b) Wir miissen zeigen, dass (yx)ken die Eigenschaften (x) erfillt. Da alle Summanden

nichtnegativ sind, folgt fiir die n-te Partialsumme
n [e.e]
Yk Yk
DD B
k=1 =19

Somit ist die erste Ungleichung in (x) erfiillt. Fiir die zweite Ungleichung ist nun zu

zeigen:

— Yk ~ Yk — Yk 1
LogTas it 7 e D a<
k=1 k=1 k=n-+1 q q

Per Voraussetzung existiert ein Index k; > n 4+ 1 mit y;, < ¢ — 1. Dann gilt

Y=Y grat Y o
k=n+1 4 k=n-+1 ¢ ¢ k=ky+1 4
! q

M7
‘@

A
N

Somit erfillt (yx)ren alle Eigenschaften in (%) und ist damit die g-adische Entwicklung
von a. |

Satz 5.4: R ist tiberabzdhlbar.
Beweis: Es geniigt zu zeigen, da$ [0, 1) iberabzahlbar ist. Annahme: [0, 1) ist abzéhlbar,
also [0,1) = {a1,a9,as,...}. Fir j € N sei
aj =0, zfj)zéj)zéj) .
die 3-adische Entwicklung von a;, also 2 € {0,1,2} (n € N). Setze
1, falls 20" =0 oder 2™ =2
0, falls 2" =1

n

Zn =
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Dann gilt z, # 2" (n € N) (xx). Setze a = Y02, 2. Es gilt:
=1
0<a 23— —, also a € [0, 1).

Nach 5.3 b) ist 0, 212923 ... die 3-adische Entwicklung von a. Wegen a € [0, 1) existiert

ein m € N mit a = a,,, also

0,212223... =0, zlm)zém)z?(,m) .

(m)

Es folgt z; = ;" (j € N), also fiir j = m: 2, = 2(m) Widerspruch zu (). O
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Kapitel 6
Grenzwerte bei Funktionen

Definition: Es sei D C R und zo € R. xy heifit ein Haufungspunkt (HP) von D
: <= FEs gibt eine Folge (x,,) in D\ {xo} mit z,, — xo.

Beispiele:
a) D = (0,1]. Es gilt: 2 ist Hiufungspunkt von D <= =z, € [0, 1].
b) D ={%:n e N} Esgilt: D hat genau einen Haufungspunkt: z, = 0.
c¢) D= Q. Es gilt: Jedes x € R ist Hiufungspunkt von D.
d) Ist D endlich, so hat D keine Héufungspunkte.

Hilfssatz 6.1: Sei D C R und zo € R. Dann gilt:
xo st Hiufungspunkt von D <= Ve > 0: Uc(xo) N (D \ {zo}) # 0.

Beweis:
“=*: Es gibt eine Folge (z,,) in D \ {x¢} mit x,, — zo. Es sei € > 0. Dann gilt:

dng e NVn >ng: x, € U(xo) N (D \ {zo}).

“«<*: Nach Voraussetzung gilt:

dzy € Ui(zo) N (D \ {z0}), also |z — x| < 1;

Jry € Us(zo) N (D {z0}), also |zo — x| < 3; ete.
Wir erhalten eine Folge (x,,) in D \ {zo} mit

1
n— < — e N),
[0 — a0l <~ (n€N)

also z,, — xo. O
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Vereinbarung: Ab jetzt sei stets in diesem §en () # D C R, g ein Haufungspunkt von
D und f: D — R eine Funktion.

Bezeichnung:
a) Ds(xo) = Us(xo) N (D \ {zo}).

b) Sei M C D und g: D — R eine weitere Funktion. Wir schreiben “f < g auf M”
fir “f(x) < g(x) (x € M)”.

Definition: lim,_,,, f(x) ezistiert : <= Es gibt ein a € R so, daf$ fir jede Folge (x,)
in D\ {xo} mit x,, — xo gilt: f(z,) = a.

In diesem Fall ist a eindeutig bestimmt und wir schreiben:

lim f(x) =a oder f(z) = a (x — xp).

T—xQ

Bemerkung: Sollte zq € D sein, so ist der Wert f(xg) in obiger Definition nicht relevant.

Relevant ist allein das Verhalten von f in das “Nahe®“ von z.

Beispiele:

a) D:=[0,00),p €N, f(z) = V.
Es sei g € D (dann ist 2 eine Haufungspunkt von D). Es sei (z,,) eine Folge in
D mit z,, — x. Nach 2.4 gilt dann: ¢z, — ¥/x¢ (n — 00). Also gilt:

lim ¢/z = ¥/o.

T—T0
b) D = (0,1],
2?, 0<z <3
1 =1
fay=3> | 7
I, s<z<l1
0, z=1
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0.9

0.8

0.7

0.6

0.5 o

0.4

03

0.2

0.1

-0.1

Klar: lim, o f(x) = 0, lim,_; f(z) = 1. Weiter sei

1+ (n > 3)
Tp'==——, Yo ==+— (n>3).
n Y 2

2
Esgﬂtxn—>%,yn%%,aberf(fl?n):(%—%> —>i7é1<_f(?/n)

D.h. lim, 1 f(z) existiert nicht. Schrankt man aber f auf D N (—o0

ein, so gilt
1
li =-.
lim f (@) =
z€(0,1)
Dafiir schreibt man
1
lim f(z) = 1 (linksseitiger Grenzwert).
r—i—

2
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Analog: Schrénkt man f auf DN (3,00) = (3,1] ein, so ist

lim f(z):= lim f(z) =1 (rechtsseitiger Grenzwert).
xﬁ%#» x%%
16(%,1]

C) D:R, f:E7 also f($) :ZZO:O%'
Fiir [z| <1 gilt:

B(z) = BO)| = |E@) —1] = o+ & + &

o 3!—i-...|

= ||

1:6:62
Tt

| | |z
S‘Z" 1+§+?+...

< || (1+1+1+...)
21 3!
= |z|(e — 1).
Es sei (z,,) Folge in R mit x,, — 0. Dann gilt:
dng € NVn >ng : |z, <1,

und somit
Vn>ng: |E(z,) — 1| < |z,|(e —1).

Damit folgt E(z,) — 1. Somit ist lim, 0 F(z) = 1 = E(0). Es gilt also:

Satz 6.2: Fs gilt:

a)

lim f(z) =a <= Ve >036>0Ve e Ds(zg): |f(z)—a| <e.

T—rT0

b) lim, ., f(x) existiert

<= Flir jede Folge (z,,) in D\ {zo} mit x, — x¢ ist (f(xy,)) konvergent.
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¢) Cauchykriterium:

lim f(z) existiert <= Ve >0 30 >0 Vry, 29 € Ds(zo) : |f(z1) — f(x2)] <e.

T—T0

Beweis:
b) und ¢) ohne Beweis.
a) “=": Es sei ¢ > 0. Annahme: Fir kein 6 > 0 gilt |f(z) — a| < ¢ (z € Ds(xp)). Dann
existiert zu jedem n € N ein x,, € D1, (o) mit |f(x,) —a| > €. Damit ist (x,) eine Folge
in D\ {zo} mit z, — x¢ und f(z,) 4 a Widerspruch.
“<": Es sei (z,) eine Folge in D \ {zo} mit z, — x¢. Es sei € > 0. Wahle § > 0 so, dafl
|f(x) —a| <e (z € Ds(xg)). Es gibt ein ng € N mit |z, — x¢| < (n > ng). Fir n > nyg
gilt damit |f(z,) — a| < e. Also gilt: f(x,) — a. O
Satz 6.3: Es seien f,g,h: D — R Funktionen. Weiter seien a,b, o, B € R und es gelte
f(x) = a, g(zr) = b (x — xy). Dann gilt:

a)

af(x)+ Bg(xr) = aa+ pb; f(x)g(x) = ab; [f(2)] = la| (z = o).

b) Ist a # 0, so existiert ein 6 > 0 mit f(x) # 0 (x € Ds(xo)). Fir %: Ds(zg) — R
qgilt:

1
—— = —  (z— x9).

c) Fir ein § > 0 gelte f < g auf Ds(xo). Dann ist a <b.
d) Fiir ein 6 >0 gelte f < h < g auf Ds(x). Ist a =b, so gilt h(z) = a (x — x0).
Beweis: z. B.: ¢) Es sei (z,,) eine Folge in D \ {x¢} mit x,, — z¢. Dann gilt:
dng € NVn >ng: x, € Ds(xg).
Also ist f(z,) < g(x,) (n > ng). Nach 2.2 folgt

a = lim f(x,) < lim g(z,) =b.

n—00 - n—oo

Die anderen Aussagen beweist man analog durch Zuriickfithren auf 2.2. O
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Definition:
a) Es sei (xz,) eine Folge in R.

Ty, > 0:<= VYe>0dnge NVn>ng: z, >c,

Ty, — —0:<= VYe<0dngeNVn>ng: z, <c.

Im Falle, dass x, — oo sagt man auch, (x,) divergiere bestimmt gegen oo und im
Falle x,, — —o0, dass (x,) bestimmt gegen —oo divergiere. In der Literatur findet
man auch oft den Begriff, dass (x,) uneigentlich gegen +00 konvergiere.

Ubung: Es gilt:

Ty — 00 xn>0ﬁan€Nundi—>O,

Ty — —00 <= xn<0ﬁaneNundi—>0.

b) Es sei D CR, zg sei ein Haufungspunkt von D und g: D — R eine Funktion.

lim g(x) = 00 : <= Fliir jede Folge (x,,) in D\ {xo} mit x, — x gilt: g(xy) — oo,
T—>I0
lim g(x) = —o0 : <= Fir jede Folge (x,) in D\ {zo} mit x, — w0 gilt: g(xn) — —oc.
T—T0
c) Es sei D nicht nach oben beschrankt, g: D — R sei eine Funktion und es sei
a € RU{o0, —o0}.
mh_}rgo g(x) =a: <= Fir jede Folge (x,) in D mit x,, — oo gilt: g(x,) — a.
d) Es sei D sei nicht nach unten beschrinkt, g: D — R sei eine Funktion und es sei
a € RU{o0, —o0}.
lim g(x) =a:<= Fir jede Folge (x,) in D mit x,, — —oo gilt: g(x,) — a.

T—r—00
Beispiel 6.4: 1 — oo (z — 0+), 2 — —o0 (z = 0—), 1 = 0 (z = £00).

6.5 Exponentialfunktion: E(z) = >, % = 1 +2 + %? + %? +...

n=0 n!

Es sei p € Ny. Fiir jedes = > 0 gilt

2 pran! pras!

x
EFx)=14+2+—=+...+ +...> ,
() 2! (p+ 1! ~ (p+1)!
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also

Somit folgt:

Insbesondere gilt (p = 0):

also

und damit

E(x)
w o (p+1)! @>0)
E;:) — 00 (r— 00).
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Kapitel 7

Stetigkeit

Definition: Fs set D C R, f: D — R eine Funktion und xq € D.

a) f heifit in xy stetig : <= Fir jede Folge (z,,) in D mit x, — xo gilt: f(x,) —

f (o).
b) [ heifit auf D stetig : <= f ist in jedem x € D stetig.
c) Wir setzen

C(D):=C(D,R):={g: D —R: g ist stetig auf D}.

Beispiele:

a) D=[0,00),p €N, f(z) =z
Bekannt: Ist (x,) eine Folge in D mit z,, — x¢ € D, so gilt f(z,) — f(x). Also
gilt f € C(]0,00)).

22, 0<z<1
b) D=[0,1]U{2}, f(&) =0, x=1
1, x=
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-0.2

0.4

Offensichtlich gilt: f ist stetig in jedem z € [0, 1).

(i) Esseizg =1, 2, =1—2 (n € N). Dann ist (z,) eine Folge in D mit z, — 1,

aber f(x,) =22 = 1#0= f(1). Also ist f in 2o = 1 nicht stetig.

(ii) Esseizg =2, und (x,,) eine Folge in D mit x,, — 2. Dann ist z, = 2 ffan € N,
also f(z,) =1 ffa n € N. Somit gilt f(z,) — 1 = f(2). Also ist f in zy = 2

stetig.
Satz 7.1: Fs sei D C R, f: D — R eine Funktion und xq € D. Dann gilt:
a)

f st in xg stetig <= Ve >0 36 >0 Ve € Us(xg) N D : |f(x) — f(zo)| < e.

b) Ist xy Haufungspunkt von D, so gilt:

[ st in zg stetig <= lim f(z) = f(zo).

Tr—xTQ

64



Beweis:

a) Fast wortlich wie bei 6.2.

b) Ubung.
O

Satz 7.2:

a) Es seien f,g: D — R stetig in xog € D und es seien a, f € R. Dann sind

af +Bg, fgund |f| stetig in x.
Istzg € D = {x € D : f(x) # 0}, so ist %: D — R stetig in xo.
b) Sind f,g € C(D) und o, € R, so gilt:
af +Bg, fg, |f] € C(D).

Beweis: a) Folgt aus 2.2; b) folgt aus a). O

Bemerkung: Satz 7.2 b) zeigt insbesondere: C'(D) ist ein reeller Vektorraum.
Satz 7.3: Es seien D, Dy CR, f: D — R, g: Dy — R Funktionen, f(D) C Dy, g € D
und yo = f(xo). Ist f in xo stetig und ist g in yo stetig, so ist
gof:D—=R, (go f)(x)=g(f(x))
stetig in xg.

Beweis: Es sei (x,) eine Folge in D mit x,, — .

Da f stetig in zg ist gilt: f(z,) — f(x0) = yo. Da g stetig in y, ist folgt
(g0 f)(@n) = g(f(2n)) = g(yo) = 9(f(20)) = (g0 f)(x0).

O

Satz 7.4: Es sei Y..° an(x — x9)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r > 0. Es sei

D = (zg—r,xo+7) falls T < 0o und D =R falls r = co. Weiter sei

[e.o]

f(@) =" an(z —z0)" (z € D).

n=0

Dann gilt: f € C(D).
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Wir beweisen 7.4 spéter, nach 8.3.

Beispiele: Nach 7.4 sind die Exponentialfunktion, und die Funktionen Sinus und Cosinus

auf R stetig.

Beispiel 7.5: Behauptung:

lim =1.
z—0 g
Beweis: Fur x # 0 gilt:
sinz 1 [ 2 ozt 2 74
PR mit KR r=c0

O

Beispiel 7.6: Behauptung:

lim E(z) —1 =1.
z—0 x
Beweis: Fur x # 0 gilt:
E(x)—-1 1 x? r a2 74
—=— (1 — 4+ .. )-1]|=14=4+—=4+... =1 .
. x(( taot ot ) ) totg e (x —0)
PR mit KR r=00

U

Folgerung: Fiir jedes zy € R gilt:

. E(l’0+h)—E($0) .
}lg% Y = F(x0).
Beweis: Es gilt:
E h)—FE E(xg)E(h) — E Eh)—1
h h h

O

Satz 7.7 (Zwischenwertsatz): Es seien a,b € R, a <b, f € C([a,b]) und

yo € [min{f(a), f(b)}, max{f(a), f(b)}],

also yo zwischen f(a) und f(b). Dann existiert ein xo € [a,b] mit f(zo) = yo.
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f(b) -+

fla) +

Beweis: Fall 1: Ist f(a) = yo oder f(b) = yo so gilt die Behauptung.
Fall 2: Es sei f(a) # yo # f(b). O.B.d.A. sei f(a) < f(b), also f(a) < yo < f(b). Wir
setzen

M ={z € [a,b]: f(x) <yo}.

Es gilt a € M, also M # (. Wegen M C Ja,b] ist M beschrankt. Damit existiert
xo = sup M und es gilt xg € [a,b]. Ist n € N, so ist z¢ — % keine obere Schranke von M,
also existiert ein x,, € M mit
Xy > X — l
n

Also: Vn € N: zy — % < x, < x9. Somit gilt x, — xzy. Da f stetig in xy ist folgt

f(zn) = f(xo). Nach Definition von M ist f(x,) < yo (n € N), also f(zo) < yo.
Weiter gilt zp < b (andernfalls: o = b = f(b) = f(x0) < yo < f(b), Widerspruch).
Es sei z, = 2o + =. Es gilt z, € [a,b] fla n € N, und fiir diese n gilt:

Zn>x0 = 2 ¢ M = f(z,) > yo.
Wegen z, — x, folgt (f ist stetig): f(z,) — f(xo). Damit ist f(xg) > yo. O

Folgerung (vgl. 1.7): Ist @ > 0 und n € N, so existiert ein zo > 0 mit z} = a.
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Beweis: Es sei b:=14 aund f(x) :=z" (z € [0,b]).
Dann gilt:
feC(o,b), f(0)=0<a, f(b)=(1+a)">1+na> a.

Mit 7.7 folgt: xo € [0,b] : f(zo) = a, also zf = a. Wegen a > 0 ist xy > 0. O
Bemerkung: Erst jetzt ist 1.7 vollstandig bewiesen!
Aus 7.7 folgt mit yo = 0:

Satz 7.8 (Nullstellensatz von Bolzano): Ist f € C ([a,b]) und f(a)f(b) <0, so existiert
ein xo € [a,b] mit f(zg) = 0.

7.9 Exponentialfunktion: E(z) = Y02 - (z € R).
Behauptung: F(R) = (0, 00).

Beweis: Nach 3.13 gilt E(z) > 0 (z € R), also E(R) C (0, 00).
Es sei yy € (0,00). Nach 6.5 gilt:

E(z) o0 (x —00) = Fb>0: ED) > yo,
E(x) -0 (zx— —00) = Ja<0: Ea) < yp.
Mit 7.7 folgt: 3z € [a,b] : E(xo) = o, also yo € E(R). Somit ist (0,00) C E(R). O
Definition: Es sei D C R.
a) D heifst abgeschlossen : <= Fiir jede konvergente Folge (x,) in D gilt

lim z, € D.

n—oo

b) D heifit kompakt : <= Jede Folge (x,) in D enthdlt eine konvergente Teilfolge
(@, ) mit

lim z,, € D.
k—o0
Satz 7.10: Es sei D C R. Dann gilt:
a) D ist abgeschlossen <= Jeder Hdaufungspunkt von D gehért zu D.

b) D ist kompakt <= D st beschrinkt und abgeschlossen.
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c¢) Ist D kompakt und D # 0, so existieren max D und min D.
Beispiele:

a) [a,b] ist kompakt, also auch abgeschlossen.

b) Endliche Mengen sind kompakt.

¢) [a,00), (—o0,al und R sind abgeschlossen, aber nicht kompakt.

d) 0 ist kompakt.

e) (a,bl, [a,b), (a,b) sind nicht abgeschlossen.
Beweis: (von 7.10):

a) Ubung.

b) “«<* Folgt direkt aus 2.13, “=* Ubung.

c) Essei s :=sup D. Dann gilt:
1
VneNdr,eD: s—— <z, <s.
n

Somit gilt z,, — s. Da D abgeschlossen ist folgt s € D. Also ist s = max D.
Analog zeigt man: inf D € D.

Definition: f: D — R heifit beschrinkt : < f(D) ist beschrinkt. Aquivalent ist
Je>0VeeD: |f(z)] <ec

Satz 7.11: Es sei ) # D C R kompakt und f € C(D). Dann ist f(D) kompakt. Ins-
besondere ist f beschrinkt und es existieren x1,x5 € D mit f(x1) = min f(D) und
f(z2) = max f(D), d.h.

VeeD: f(r) < fz) < f(x2).
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Beweis: Es sei (y,) eine Folge in f(D). Dann existiert eine Folge (x,,) in D mit f(z,) = y,
(n € N). Da D kompakt ist enthdlt (x,) eine konvergente Teilfolge (z,,) mit xy =
limy o0 Tn,, € D. Da f stetig ist folgt

Y = [(@n,) = f(20) € f(D).

Satz 7.12:
a) Ist I C R ein Intervall und ist f € C(I), so ist f(I) ein Intervall.
b) Sei f € C([a,b]), A :=min f([a,b]) und B :=max f([a,b]), so ist f([a,b]) = [A, B].
Beweis: a) Ubung: Eine Teilmenge M C R ist genau dann ein Intervall, wenn gilt:
r2yeM, x<z<y =z¢&M.

Damit folgt die Behauptung aus 7.7.
b) folgt aus a). d

Definition:

a) f: D — R heifit monoton wachsend : <= Aus vy, € D und x, < x5 folgt

stets f(x1) < f(x2).
f: D — R heifit streng monoton wachsend : <= Aus v1,x9 € D und x; < x2

folgt stets f(x1) < f(x2).
b) Entsprechend definiert man (streng) monoton fallend.

c) f heifit (streng) monoton : <= [ ist (streng) monoton wachsend oder (streng)

monoton fallend.

Essei I C R ein Intervall und f: I — R sei streng monoton wachsend (bzw. streng mono-
ton fallend). Dann ist f auf I injektiv, es existiert also die Umkehrfunktion f~*: f(I) — I
und f~! ist streng monoton wachsend (bzw. streng monoton fallend).
Es gilt:

Veel: f7H(f(x)) =2, Vyef(l): f(f7(y) =y
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Bemerkung: f(I) ist im allgemeinen kein Intervall.

Satz 7.13: Es sei I C R ein Intervall, f € C(I) und [ sei auf I streng monoton. Dann
ist f(I) ein Intervall (vgl. 7.12) und

ftec(fu).
Ohne Beweis.

7.14 Der Logarithmus: Bekannt: F ist auf R streng monoton wachsend und E(R) =
(0,00). Es existiert also E~': (0,00) — R. Die Funktion

logz :=Inz = E'2) (z€(0,00))

heiffit Logarithmus.
Eigenschaften: Es gilt:

a) logl =0, loge =1;

b) log: (0,00) — R ist stetig und streng monoton wachsend;

) log (0, 50)) = R

d) logz — oo (x — o0), logz — —oc0 (z — 0);

e) Y,y > 0: log(xy) =logz + logy;

f) Vx,y >0: log (%) =logx — logy.
Beweis:

a) Folgt aus £(0) =1 und E(1) =e.

b) Folgt aus 7.13.

c¢) Folgt aus E(R) = (0, 00).

d) Folgt aus E(x) — 0o (z — o0) bzw. E(z) = 0 (z — —00).
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e) Es sei z = logx + logy. Dann gilt:
E(z) = E(logx + logy) = E(logx)E(logy) = zv,

also

log(zy) =log E(z) = =.

f) Ubung. (Ahnlich wie e)).

Erinnerung: Nach 3.13 gilt: Ve e RVr € Q: E(rz) = E(z)".

Es sei a > 0. Mit x = log a erhalten wir:
VreQ: E(rloga) = E(loga)” =a'.
7.15 Die allgemeine Potenz: Es sei a > 0. Wir definieren:
a® = FE(zloga) (z€R\Q).
Ist speziell a = e, so ist €* = E(xloge) = E(z) (x € R). Somit gilt
a® = e"8 (z € R,a > 0).

Weiter sei 0% := 0 (z > 0).
Eigenschaften: Es sei @ > 0 und z,y € R. Dann gilt:

a) a® > 0;

b) Die Funktion x — a® ist auf R stetig;

C) a®t = elHy)loga — rlogatyloga — erlogagyloga — grqy,

d) a=v = eolre = _1__ — 1.

e) log(a®) = log(e®'°8) = xlog a;
x 6)

f) (az)y — 6yloga = emyloga = q%¥-

I

g) Ist auch 2 > 0, so ist a® = a(*"). Im allgemeinen ist a® # (a®).
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Definition: f: D — R heifst auf D gleichmdf3ig stetig : <= Sind (x,), (y,) Folgen
in D mit x, —y, — 0, so gilt f(x,)— f(yn) — 0.

Erinnerung an 7.1: Es sei f € C(D), zp € D und ¢ > 0. Dann existiert ein § =
5(8,1’0) > 0 mit:
VeeD: |zt —x9] < = |f(x)— f(x)] <e.

Die Zahl § hangt also im Allgemeinen von € und z, ab!

Bemerkung: Ahnlich wie in 7.1 kann man eine e-0-Bedingung fiir gleichméfige Stetig-
keit beweisen. Es gilt (ohne Beweis):
f: D — R ist gleichméBig stetig +—

Ve>030=0(e) >0Va,ye D: |z —y|<d = |f(z)— fly)] <e.

Offensichtlich gilt: Ist f gleichméBig stetig auf D, so ist f stetig auf D.

Satz 7.16 (Satz von Heine):
Ist D C R kompakt und ist f € C(D), so ist f auf D gleichmdfsig stetig.

Beweis: Annahme: f ist nicht gleichméfBig stetig. Dann existieren ein € > 0 und Folgen
(n), (Yn) in D mit z,, — y, — 0, aber |f(z,) — f(yn)| > € (n € N). Da D kompakt ist

enthélt (z,) eine konvergente Teilfolge (z,,) mit xo := limy o x,, € D. Nun gilt
Yny = Ynp — Tny, + Tny, = 0+ 20 =20 (K — 00),
also f(zn,) — f(yn,) = f(xo) — f(z0) =0 (k — o0). Ein Widerspruch. O
Definition: f: D — R heifit auf D Lipschitz-stetig : <
AL >0Vz,ye D: [f(z) = f(y)| < Llz —yl.
Ubung: Ist f Lipschitz-stetig auf D, so ist f gleichméBig stetig auf D.
Beispiele:
a) f:[0,1] = R, f(x) = 2? ist Lipschitz-stetig (also gleichméBig stetig):

f(z) = fy)l = [2® —°] = [(z + y)(z — y)| = |z + y|lz - y]
=(@+y)lr—yl <2x -yl (z,y€][0,1]).
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b) g: [0,00) — R, g(x) = 2? ist nicht gleichmaBig stetig, insbesondere nicht Lipschitz-
stetig:
Betrachte (z,) = (n+ %), (y,) = (n). Bs gilt 2, —y, = + — 0, aber
1
9(@n) = g(y) =2+ 5 A0 (n— o0).

c) h:[0,1] — R, h(z) = /x ist gleichméafBig stetig (nach Satz 7.16) aber nicht
Lipschitz-stetig (Ubung).
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Kapitel 8
Funktionenfolgen und -reihen

In diesem §en sei stets ) # D C R, (f,,) eine Folge von Funktionen f,: D — R und
sni=fit ot 4 fu(neEN)

Definition:

a) Die Funktionenfolge (f,,) heifit auf D punktweise konvergent : <= Fiir jedes
x € D ist die Folge (f,(x)) konvergent.

In diesem Full sei
f(@) = lim fule) (v€ D).
Die Funktion f: D — R heifit die Grenzfunktion von (f,).
b) Die Funktionenreihe Y02, f, heifst auf D punktweise konvergent : <= Fir

jedes x € D ist die Folge (s,(x)) konvergent.

In diesem Fuall sei

€)= 3 ) (@eD)
Die Funktion f: D — R heifst die S;mmenfunktion von (fr).
Beispiele:
a) D =[0,1], fu(x) = 2" (n € N). Es gilt:

0, 0<x<1
1

n—00 _
T =

F(z) = lim fu(a) = {

(fn) konvergiert auf [0, 1] punktweise gegen f.

b) Es sei 300 a,(x — o)™ eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius r > 0 und
D = (xg— 1,290+ 1) (D =R, falls r = 00). Es sei f, : D — R definiert durch
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fo(z) = an(z —x0)™ (n € Np). Nach 4.1 gilt: >0 f,, konvergiert auf D punktweise
gegen die Summenfunktion

oo

f:D—=R, f(z)=> ay(z—zo)™

n=0

c) D=10,00), fu(x) = == (n € N). Fiir jedes x € [0, 00) gilt

1+n2z2

T

falz) = %_ﬁw =0 (n— o0).

Also konvergiert (f,,) auf D punktweise gegen f: D — R, f(x) = 0.
Bemerkung: Punktweise Konvergenz von (f,,) auf D gegen f bedeutet:
Ve € D Ve >0 3dng=no(e,z) e NVn>no: |fulz) — f(z)] <e.
Definition:
a) (fn) konvergiert auf D gleichmdaf$ig (glm) gegen f: D — R : <

Ve >0 3dng=no(e) eNVn>ny Ve e D: |f.(z)— f(z)] <e.

b) Y00, fu konvergiert auf D gleichmdjig (glm) gegen f: D — R : <=

Ve >0 3dng=ng(e) eNVn>ny Ve e D: |s,(z) — f(z)] <e.

Offensichtlich folgt aus gleichméaBiger Konvergenz stets punktweise Konvergenz. Die Um-

kehrung ist im allgemeinen falsch (siehe Beispiele unten).

(fn) konvergiert auf D gleichméBig gegen f bedeutet anschaulich: Zu jedem e > 0 existiert

ein ng = no(e) € N mit:

Fir n > ng liegt der Graph von f,, im “e-Schlauch® um den Graphen von f.
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5.5

4.5

Beispiele:
a) Essei D =10,1], fo(z) = 2" (n € N). Bekannt: (f,,) konvergiert punktweise gegen

0, fallsze€[0,1)

flz) =
1, fallsxz =1
Es sei 0 < e < 3. Wegen fn(%ﬁ) =1 und %ﬁ €10,1) gilt
1 1 1
fn(%) - f((ﬁ)’ =5>¢ (n € N).

Also konvergiert (f,,) auf [0, 1] nicht gleichméafBig gegen f.

b) Wir betrachten >0° j 2™ auf D = (—1,1). Es gilt:

n=0

Ve eD: s(e)=14at.. 4o =0 L L g
X LSp\l) = X xr = n o).
11—z 1—=z
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Die Funktionenreihe ) 7° ,x" konvergiert also punktweise auf D gegen die Sum-

menfunktion f(z) := .
Behauptung: 72 , 2" konvergiert auf D nicht gleichméfig gegen f.
Beweis: Annahme: >0° ;2™ (also (s,)) konvergiert auf D gleichméfig gegen f. Zu

¢ = 1 existiert dann ein ng € N mit

n+1
|sp(x) — f(z)| = |1x| <1 (n>mngy, z€D).
—x
Aber:
|$|n+1
m — 0 ($ — 1—),
Widerspruch.

Es sei D = [0,00), fu(z) = 72— (n € N). Bekannt:

1+n2x2

VeeD: f,(zr)— 0= f(zx).

Es sei 0 < e < 1. Es gilt f,(2) =4 (n € N) und damit:
1 1 1
Vn e N: |fn(ﬁ)—f(ﬁ)| =57¢

Also konvergiert (f,,) auf D nicht gleichméaBig gegen f.

0.8
0.6

0.4

-0.2

0.4 -
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Satz 8.1:

a) Die Folge (f,) konvergiere auf D punktweise gegen f: D — R. Weiter sei (o) eine
Folge in [0, 00) mit o, — 0, m € N und

Vn>mVx e D: |f.(x)— f(z)| < an.
Dann konvergiert (f,) auf D gleichmdfig gegen f.

b) Kriterium von Weierstraf3: Es sei m € N, (¢,) eine Folge in [0,00), > ¢,
sei konvergent und
Vn>mVe e D: |fulz)| < cp.

Dann konvergiert 307 | fn auf D gleichmdfig.
Bewers:

a) Essei e > 0. Es gilt:
dng>mVVn>ng: o, <e,

und damit
Vn>nog Ve € D: |fu(z) — flx)] <e.

b) Ohne Beweis.

g

Satz 8.2: Es sei Y00 o an(x — x0)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r > 0, es sei
D = (xg—r,xzo+7r) (D =R, falls r = c0).
Ist [a,b] C D, so konvergiert die Potenzreihe auf [a,b] gleichmdfig.

Beweis: Es sei 0.B.d.A. xg = 0.
Waihle 6 > 0 so, dal —r < —0 < a < b < 6 < r. Fir jedes x € [a,b] gilt dann |z] < 0,

also
(%) Vn € Nyt |apz"| = |an||z]" < |an|0™ =: ¢,.

Nach 4.1 konvergiert >°° ) a,0™ absolut, also ist Y.°° , ¢, konvergent. Aus (%) und 8.1 b)
folgt die Behauptung. O
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Satz 8.3: (f,,) bzw. Y02, fn konvergiere auf D gleichmdfig gegen f: D — R. Dann gilt:
a) Sind alle f, in xq € D stetig, so ist [ in xq stetig.
b) Sind alle f,, € C(D), so ist f € C(D).

Folgerungen:

a) Konvergiert (f,,) auf D punktweise gegen f: D — R und gilt f,, € C(D) (n € N)
aber f ¢ C(D), so ist die Konvergenz nicht gleichméafig.

b) Unter den Voraussetzung von 8.3 a) gilt: Ist z¢ ein Haufungspunkt von D, so ist:

Jim (lim fu(e)) = lim f) "2 o) = lim fuloo)
= Jim, (Jim 7u(2))

Beweis: (von 8.3)

a) Es sei (xy) eine Folge in D mit xp — xy. Wir zeigen f(xr) — f(xo): Es sei € > 0.
Nach Voraussetzung gilt:

£

3

Da f,, stetig in zg ist gilt f,(zx) = fim(z0) (kK — 00). Damit folgt:

Im eNVeeD: |fi(x)— f(z)| <
ko € N Vk > ko - |fm(xk)—fm(aso)|<§.

Fir k£ > kg gilt damit:

|f(x) = f(wo)| =

Damit folgt die Behauptung.

b) folgt aus a).
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Beweis: (von 7.4) Es sei >.0° an(z — x0)" sei eine Potenzreihe mit Konvergenzradius
r>0,D:=(xg—r,xo+7) (D =R, falls r = oo) und f(z) = >0y a,(x —x0)" (x € D).
Es sei x € D. Wéhle a,b € R so, dal € (a,b) C [a,b] C D. Nach 8.2 konvergiert die
Potenzreihe auf [a,b] gleichméBig. Nach 8.3 ist f € C([a,b]). Also ist f in z stetig. Da
x € D beliebig war ist f € C(D). O
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Kapitel 9
Differentialrechnung

I.d. §en sei I C R ein Intervall und f: I — R eine Funktion.

Definition: f heifit in zo € I differenzierbar (db) : <= FEs ezistiert

o @) = faw)

T—rT0 €T — "];0

e R.

Aquivalent ist: Es existiert

lim f(@o+h) — f(x0)
h—0 h
In diesem Fall heifit obiger Grenzwert die Ableitung von f in xy und wird mit f'(xo)

€ R.

bezeichnet.
Ist f in jedem x € I differenzierbar, so heifit f auf I differenzierbar und die Ablei-
tung f': I — R von f auf I ist gegeben durch x — f'(x).

Beispiele:
a) Esseic € Rund f(z) :=c (x € R). Dann ist f auf R differenzierbar und f’'(z) =0
(x € R).
b) Essei I =R, f(z) = |z|, 2o = 0. Es gilt:
[@) = S o] { Low>0

T — g v -1, z<0

f ist also in x¢p = 0 nicht differenzierbar.

c) Essei =R, n €N, f(z) =2a" Fir zy € R, x # z, gilt:
flx) = flxo) 2" —ag

T — Tg T — 2o
_ - -2 -1
(=)@ " Pae .t aag g )
T — X9
_ n—1 n—2 n—2 n—1 n—1
=" 2" g+ . daxy T+ xy T = nxy o (> x).
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Also ist f auf R differenzierbar und f’(z) = nz" ! (z € R), kurz:

(") = na™" " auf R.

d) Essei [ =R, f(z) =e*. Fir o € R, h # 0 gilt:

fzo + hlz — f(zo) _ exo+hh_ o0 6, o (h > 0).

Also ist f auf R differenzierbar und f'(x) = ¢* (z € R), kurz:

(€*) = €® auf R.

Satz 9.1: Ist f in xg € I differenzierbar, so ist f in xq stetig.
Beweis: Es sei x € I, x # xy. Es gilt:

f(@) — f(xo)

r — g

f(@) = flxo) = ( —x0) = f'(20) - 0 =0 (z — o)
Also gilt lim, ., f(z) = f(x0). O

Bemerkung: Die Funktion f : R — R, f(z) = |z] ist in g = 0 stetig aber in diesem
Punkt nicht differenzierbar.

Satz 9.2 (Differentiationsregeln): Die Funktionen f,g: I — R seien in xo € I differen-

zierbar. Dann gilt:

a) Fir o, 3 € R ist af + Bg differenzierbar in o und
(eof + Bg)'(wo) = af'(z0) + B (o).
b) fg ist differenzierbar in xo und
(f9)'(w0) = f'(w0)g(0) + f(w0)g'(z0)-

c) Ist g(xo) # 0, so existiert ein § > 0 mit g(x) # 0 (z € J = I N Us(xy)). Die

Funktion 5: J — R st differenzierbar in xy und

<§>/ (20) = J'(x0)g(wo) — f(0)g' (20)

9(550)2
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Beweis:
a) Ubung.
b) Ubung (man orientiere sich an c)).
¢) Nach 9.1 ist g stetig in zg. Wegen g(xq) # 0 folgt mit 6.3 b):
36 > 0Ve e INUs(xg) = J: g(x) #0.

Sei h = 5 auf J. Fir x # xg, x € J gilt:

ha) = hizo) _ f@) = fao) 1 ey ~ g
r—x9  x—x0 g(x) f (o) T — To
_ 1 f(z) = f(zo) 2 — f(x 9(x) — g(zo)
B g(w)g(zo) ( T —To 9(wo) = f (o) T — To )
m = f'(z0) —g'(z0)
f'(@o)g(0) — f(20)g' (o)
— o(70)? (x — x9).

g

Satz 9.3: Es sei f € C(I) streng monoton, in xy € I differenzierbar und es sei f'(xqg) #
0. Dann ist f~1: f(I) = R differenzierbar in yo = f(xo) und

1
- fxo) ()

Beweis: Nach 7.12 ist f(I) ein Intervall. Es sei (y,,) eine Folge in f(I) mit y, — yo und
Yn # Yo (n € N). Setze z,, = f~*(y,) (n € N). Nach 7.13 ist f~1 € C(f(I)), also gilt
Tn = [ (Yn) = [~ (Y0) = xo. Somit gilt:

) = F ) | 7w — o 1
Uo—to  F(@)— f(mo)  F(xo)

(f ) (%)
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Satz 9.4 (Kettenregel): Es sei J C R sei ein weiteres Intervall, g: J — R eine Funk-
tion und f(I) C J. Weiter sei f in xg € I differenzierbar und g sei in yo = f(xo)

differenzierbar. Dann ist
go f: I — R differenzierbar in xq

und
(g0 f) (x0) = g'(f(x0)) f (20)-

Beweis: Fur y € J sei

gl(yo% Y =1Yo

Nach Voraussetzung ist g differenzierbar in yo. Damit ist g stetig in yq, d.h.

9(y)—g(yo)
~ — Y # Yo
i) = { i

9y) = 3(w) = d'(wo) = ¢'(f(x0)) (v — wo)-

= g(f(2)) = ¢'(f(20)) (z — x0)

Es ist g(y) — 9(vo) = §(¥)(y — vo) (v € J). Damit folgt:
AT = )] — g pop PDZLE) gy o) @ o),

Beispiele:
a) Essei a >0 und h(z) =a” (z € R).
Mit g(x) = e® und f(x) = zloga gilt h(z) = e*!°¢% = g(f(x)). Nach 9.4 gilt:
W(x) = g'(f(2)f'(x) = €' - loga = a” log a.
Kurz: (a*) = a”loga auf R.

b) Betrachte f(z) = €* (z € R), f~'(y) = logy (y € (0,00)). Nach 9.3 ist f~! auf

(0, 00) differenzierbar und

S S
W= p = e =y

Kurz: (logz)’ = 1 auf (0,00).
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c) Essei o € R und f(z) = 2% = e*18® (2 € (0, 00)).

f'(z) = e 8% (alogz) = xo‘a; =az* .

Kurz: (%) = az®™! auf (0, c0).
d) Aus Beispiel c) folgt: (v/2)' = 5.~ auf (0, c0).

Anwendung 9.5: Es sei a € R und 0.B.d.A. a # 0. Fiir f(¢t) =log(1 +1t) (t > —1) gilt:

f'(t) = 135 Damit folgt:

L los(140) L f(#) ~ £(0)
t—0 t =0 t—0

—f(0) =1

= 1= lim z

T—00

log(1+ 2) 1 a 1 a
——2~ = lim —xlog(1+ —) = lim —log(1+ —)*
- Jim aa: og( x) Jim , og( x>

. a.T_ . g:c_ a
égﬂlggolog(l—i-;) —aﬁa}grgo(1+x) = e

Im Folgenden wollen wir folgende Frage naher beleuchten:

Gibt es Zusammenhénge zwischen Eigenschaften einer Funktion und ihrer
Ableitung?

Zur Vorbereitung halten wir folgende Definition fest:
Definition: Es sei M C R und g: M — R eine Funktion.
a) xo € M heifit ein innerer Punkt von M : < 3§ > 0: Us(xo) C M
b) g hat in xg € M ein lokales Marimum [bzw. Minimum] : <
30 > 0 Vo € Us(xog) N M = g(x) < g(xg) [ bzw. g(z) > g(xo)].
Alternative Sprechweise: Relatives Mazimum [bzw. Minimum].
c) g hat in xg € M ein globales Mazimum [bzw. Minimum] : <
Ve e M: g(x) < g(zo) [ bzw. g(z) > g(x0)].
Alternative Sprechweise: Absolutes Maxzimum [bzw. Minimum/].
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d) “Extremum” bedeutet “Mazimum oder Minimum”.

Satz 9.6: Die Funktion f: I — R habe in xo € I ein lokales Extremum und sei in xg

differenzierbar. Ist xo ein innerer Punkt von I, so ist f'(xy) = 0.

Beweis: O.B.d.A. habe f in zy ein lokales Maximum. Dann gilt:

30 > 0: Us(zo) C I und f(z) < f(zo) (x € Us(xp)).

Damit ist
D(SL’) — f(CC) B f(l’()) S O’ NS (..'E(),l‘o + 5)
T — Zo ZO, xe(x0—5,a:0)
Also gilt f'(x¢) = limy_z0+ D(x) <0 und f'(zg) = lim,_,,— D(x) > 0. O

Satz 9.7 (Der Mittelwertsatz (MWS) der Differentialrechnung):
Es sei f € C([a,b]) und f sei auf (a,b) differenzierbar. Dann gilt:

. J() = fla)

3 e (ah): TO—T _ pie,
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Beweis: Wir setzen

_J) = f(a)

— (x —a) (z € la,b)).

Es gilt: g € C([a, b)), g ist differenzierbar auf (a,b), g(a) = g(b) = 0 und

f(b) = f(a)

g@) = f'@) - TR (@ e (o).

Wir zeigen: 3¢ € (a,b): ¢'(§) = 0.
Fall 1: g(z) =0 (z € [a,b]). vV
Fall 2: g(xo) # 0 fiir ein xy € [a, b]. Nach 7.11 gilt:

Jxy, 29 € [a,b] Yz € [a,b] : g(x1) < g(z) < g(xa).

Nun ist 21 € (a,b) oder x5 € (a,b) (sonst wire g = 0 auf [a, b]). Mit 9.6 folgt: ¢'(z1) =0
oder ¢'(x2) = 0. O

Folgerung 9.8: Es sei f: [ — R differenzierbar auf I. Dann gilt:
[ ist auf I konstant <= Vaxel: f'(z)=0.
Beweis: “=“ v, “<* Es seien x1, 1y € I mit xy < x5. Nach 9.7 gilt:
3 € (x1,m2) : fla2) = f(21) = f(E)(z2 — 21) =0,
also f(z1) = f(22). O
Satz 9.9: f,g: I — R seien auf I differenzierbar. Dann gilt:
a) Ist ' = ¢ auf I, so existiert ein c € R mit f = g+ c auf I.

b) Ist f' >0 auf I, so ist f monoton wachsend auf I.

Ist f' >0 auf I, so ist f streng monoton wachsend auf I.

c) Ist f' <0 auf I, so ist f monoton fallend auf I.
Ist f" <0 auf I, so ist f streng monoton fallend auf I.

Beweis:

a) Esgilt (f —g) = f —¢ =0 auf I. Mit 9.8 folgt die Behauptung.

88



b) Essei z.B. f' > 0 auf [ und xy, 25 € [ mit x; < xo. Mit dem MWS folgt:

Hf € (.Tl,ﬂfg) : f(xz) — f(xl) = i@(.ﬁlﬁg — .’171) > O,

also f(z1) < f(x2).
¢) Analog zur b).
U

Nachdem wir nun einige Zusammenhéange zwischen Eigenschaften einer Funktion und ih-
rer Ableitung kennengelernt haben, kiimmern wir uns im Folgenden um die Identifizierung
lokaler Extrema. Genauer erarbeiten wir uns ein Kriterium, mit dem man entscheiden
kann ob eine Funktion f an einem gegebenen Punkt xg ein Minimum oder Maximum

besitzt. Hierzu wird allerdings der Begriff von hoheren Ableitungen bendtigt.
Definition:

a) Es sei f: I — R auf I differenzierbar. Ist f' in xo € I differenzierbar, so heifst f

in vy zweimal differenzierbar und

f(@o) = (f') (o)
heifst die 2. Ableitung von f in xg.
b) Ist [ auf I differenzierbar, so heifit f auf I zweimal differenzierbar und
f/l — (f/>/
die 2. Ableitung von [ auf I. Entsprechend definiert man, falls vorhanden:

(o), fD (o), fO(xo),... und f", fO, fO

c) Firn € N heifit f auf I n-mal stetig differenzierbar : <= f ist auf I n-mal
differenzierbar und f € C(I). In diesem Fall gilt: f,f,...,f™ € C(I). Wir
setzen

)=o), fO=7f,
C*"(I):={f:1—R: fistaufl n-mal stetig differenzierbar} (n € N),
C>(I) = () C"(I).

n>0
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Beispiele: a) Fiir jedes n € N gilt (¢)™ = ¢?.
b) Fir a € R und n € N gilt
()W =a-(a=1)-...-(a = (n—1))z*" auf (0,00).

Um uns ein Kriterium zur Charakterisierung von lokalen Extremstellen zu erarbeiten,
wird es sich als hilfreich herausstellen, einen kurzen Umweg iiber Potenzreihen zu machen

und deren Differenzierbarkeit zu studieren.

Satz 9.10: Es sei Y32, ax(r — 29)* eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r > 0, I =
(o —r,20+71) (I =R, falls T = 00) und f(z) =2, ar(x — x0)* (x € I). Dann gilt:

a) Die Potenzreihe Y52 | kay(x — 20)*! hat den Konvergenzradius 7.

b) f st auf I differenzierbar und
(@)= kap(x —z0)*' (x€1).
k=1

Beweis:

a) Bs gilt: 30 kap(xr — 1) ! konvergiert genau dann, wenn Y.3°, kay(z — x¢)*

konvergiert. Beide Potenzreihen haben also denselben Konvergenzradius. Wegen

limy, o V=1 gilt
lim sup {/k|a| = lim sup {/|az|.
! P |ax| " P/ |axl

Mit 4.1 folgt die Behauptung.

b) Ohne Beweis (kann mit 10.15 bewiesen werden).

Bemerkung 9.11: Wendet man Satz 9.10 iterativ an, so erhélt man, dass

ffT=R 2= ap(r—xo)*
k=0

in C*° (1) liegt. Hierbei bezeichne I wie in Satz 9.10 das offene Konvergenzintervall. Ferner

erhalten wir durch gliedweises differenzieren, dass

f(”)(x) = i_o:k:-(k:—l)-...-(k—(n—l))~ak(a:—xg)k_”.
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Wertet man die in x = x( aus, so sind aufler im Falle k£ = n alle Summanden Null und

man erhalt folgende Formeln fiir die Koeffizienten ay:

f(iUo) = Qg
f/(flfo) =l-a=a

f”(l'()> =1-2- a9 = 2&2

™ (z0) = nla, (n € Np).

Somit kann die Potenzreihe alternativ dargestellt werden durch

_ 00 f(k) («TO)

f(x) X (x — :L‘g)k.

k=0

Folglich kann f punktweise (bzw. sogar gleichméafig auf kompakten Teilintervallen von I
(vgl. Satz 8.2)) durch die Polynome

(l’ — .I'o)k (91)

approximiert werden.

Wir unterbrechen kurz die Suche nach einem Kriterium, dass lokale Extremstellen einer
Funktion charakterisiert und stellen uns die Frage, ob nicht nur Potenzreihen, sondern
auch allgemeinere Funktionen durch Polynome der Form (9.1) approximiert werden kon-

nen. Die Antwort auf diese Frage wird durch folgenden Satz von Taylor gegeben.

Satz 9.12 (Satz von Taylor):
Es sein € Ng und f sei auf I (n+ 1)-mal differenzierbar. Es seien x,xo € I und x # xy.

Dann existiert ein £ € (min{x, xo}, max{x, xo}) mit

[ (o) £ (o) w, JU(E)

_ _ n+1
1! @m0 T w)

flx) = flxo) +

(x —mg) + ...+

also

n_ r(k) (n+1)
f(.CE) _ Z f (370) (33’ . .To)k + fn (é) (ZL‘ _ 330)n+1.
Ohne Beweis.
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Bemerkungen:

a) Im Fall n = 0 folgt sie Aussage von 9.12 direkt aus dem MWS.

b) Tnf(z,z0) := Yp f(k;(!xo)(:v — 20)F ist ein Polynom vom Grad < n und heifit n-
tes Taylorpolynom von f im Punkt z,. Der Term £ 2211;)(,5) (x — o)™ heifit
Restglied.

Nun sind wir in der Lage ein Kriterium zur Charakterisierung lokaler Extremstellen zu

formulieren.
Satz 9.13: Es sein > 2, f € C"(I), xg € I sei ein innerer Punkt von I, und
f@o) = f(zo) = ... = f(nil)(xo) =0 und f(n)(l’o) # 0.

Dann gilt:

a) Ist n gerade und "™ (o) <0, so hat f in xq ein lokales Maximum.

b) Ist n gerade und ™ (xzy) > 0, so hat f in xy ein lokales Minimum.

c) Ist n ungerade, so hat f in xy kein lokales Extremum.
Beweis: Aus f™(z¢) # 0 und f™ € C(I) folgt:

(%) 36 >0: Us(wo) €T und f™(x) " (20) > 0 (x € Us(wo)).

Es sei z € Us(xzg) \ {zo}. Nach 9.12 existiert ein £ zwischen x und xy mit:

ESVED) £ ()

@ )" + " (x — zo)"

=f(z0)

()

k=0

=:R(z)

a) Es gilt f((zg) < 0. Mit () folgt f™(¢) < 0. Da n gerade ist gilt (z — 20)" > 0.
Also ist R(z) < 0. Somit gilt:

Vo € Us(xo) \ {zo} : f(x) < f(z0).

b) Analog zu a).
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c¢) Bssei 0.B.d.A. f(™ () > 0, also £ (&) > 0. Da n ungerade ist gilt

>0, x>z
(x xo)"{

<0, z<uxzg
und damit
R(:zc){> 0, =€ (xg,z0+9) f(x){ f(zo), x € (xg,m0+0)
<0, z€ (xg—0,x0) f(zo), x € (xo—0,20)

Beispiel (Zur Taylorentwicklung): Fur
f:(0,00) = R, x> log(zx)

berechnen wir im Folgenden die Taylorentwicklung im Punkt zy = 1. Die Ableitungen

des Logarithmus berechnen sich durch

1 1 2
fl(x) — 57 f”(:U) — _ﬁ’ f///(x) — —,
Allgemein erhalt man die Formel
kE—1)!
) = D e

Setzt man den Punkt xq = 1 ein, so erhalt man
fM)=0 und fPI)= (DK -1 fir keN.

Nach dem Satz von Taylor existiert nun fiir jedes = € (0,00) ein § zwischen x und 1,

sodass

ﬁ“m 1)!

(2 = 1) + Ra(,€)

”Hlx—nk+34%@,

i

wobei das Restglied R,, gegeben ist durch

nl (z—1)"t (=" (x_ 1>n+1'

(l’ 6) ( )n+1 (n+1)| §n+1 - n+1 5
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Wir untersuchen nun die Konvergenz der Taylorentwicklung fiir n — oo und untersuchen
dazu das Restglied. Hierzu sei 1 < x < 2, sodass insbesondere 1 < £ < x gilt. In diesem
Fall ist

-1 1
‘x . ‘ <1, sodass |R,(z,¢&)| < ——] — 0 fir n— oo
Folglich gilt
n (_1)k+1 00 1)/€+1
log(m)zggrgo<z p (x — )"+ R, ( xf) Z (z —1)*
k=1 k=1

Man kann sogar zeigen, dass fiir alle = € (0, 2] die Identitat

)k+l

—1)*

log(x Z

gilt. Setzt man = = 2, so sicht man insbesondere, dass wir gerade den Wert der alternie-

renden harmonischen Reihe bestimmt haben, ndmlich

log(2) = Z

1)k+1

Neben Monotonieverhalten und der Untersuchung von Extrema, besteht auch ein gewisser
Zusammenhang zwischen Funktionen und deren Ableitungen bei Grenzwertbetrachtun-

gen. Hier geht es zum Beispiel um die Frage der Grenzwertberechnung von

(=)

lim falls  lim f(z) = 0 = lim g(x).

z=c g (g;) T—cC T—cC

Dies beantwortet in allgemeinerem Umfang der Satz von de I’Hospital.

Satz 9.14 (de 'Hospital):
Sei I = (a,b), wobei a = —oc0 oder b = oo zugelassen ist. Seien f,g: I — R auf I

differenzierbar mit g'(z) # 0 (z € I), und sei ¢ = a oder ¢ = b. Ferner gelte entweder

a) lim, . f(z) =0 = lim,_,. g(x)

oder

b) lim, . f(z) = 00 = lim,_,. g(x)
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und es existiere zusdtzlich der Grenzwert

A C) N
L'_}}glcgl(x) € RU{—o0, 00}

(mit bestimmter Divergenz im Falle L = £00). Dann gilt

im 1) _
Tr—cC g(gj)
Ohne Beweis.
Beispiele:
a) Fir o, 8 > 0 gilt:
lim & — lim £ 282 P Ogﬁ—loga log 3
z—0 T z—0 1
b)
1 1
lim 8% _ lim £ =0
T—=00 z—0o0 |
c)
lim 2 log 7 — lim %% i = — 1 =0
iy wlog e =iy =y =1y —r = Jimp(—) =
Hieraus folgt:
lim 2% = lim e*1°8% = 0 = 1.
z—0 z—0
d)
1 1
0=1lim 2% £lim 2 =1
z—1 1

z—1
Dies ist kein Widerspruch zum Satz von de ’'Hospital, da hier die Voraussetzungen

des Satzes nicht erfiillt sind.

Eigenschaften trigonometrischer Funktionen
Wir erinnern an den Sinus und Cosinus gegeben durch die Potenzreihen

sin(z) = i(—l)k(im und  cos(z) = Ii(—l)kék)! (z € R).

k=0
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Beispiel 9.15: Satz 9.10 sowie Bemerkung 9.11 implizieren, dass sin, cos € C*°(R) und

dass die Ableitung wie folgt berechnet werden kann:

' ;& 2k + 1)z%* & p T
(sin(z)) =Y (~D)F 2 =N (—1) = cos(x).
lg) (2k + 1)! ,;) (2k)!
Analog berechnet man: (cosz) = —sin z.

Beispiel 9.16 (Definition von 7): Es ist das Ziel, /2 als die kleinste Nullstelle des

Cosinus zu definieren. Dazu beweisen wir erst folgende Behauptung.
Beh: 3¢, € (0,2) mit cos(§y) = 0 und cos(x) > 0 fir z € [0,&).

Bew: Wir verwenden den Zwischenwertsatz um eine Nullstelle zu finden. Zuerst halten
wird fest, dass aus der Potenzreihendarstellung direkt cos(0) = 1 folgt. Nun betrach-
ten wir den Cosinus am rechten Endpunkt des Intervalls (0,2). Berechne mithilfe eines

Additionstheorems und des trigonometrischen Pythagoras
44 o . 9 .2
cos(2) = cos(1 + 1) = cos“(1) —sin“(1) = 1 — 2sin*(1), (9.2)

sodass wir folglich sin(1) genauer untersuchen miissen. Hier erhalten wir mittels der

Potenzreihendarstellung fiir z € (0, 2)

) 1.3 LC5 fE7 x9 I‘H $3

>0 >0 >0

Speziell: sin(1) > 1 — % = %.

Wir nutzen dies in (9.2) und erhalten
.9 25
cos(2) =1 —2sin“(1) <1—2-% <0.

Der Zwischenwertsatz, Satz 7.7, erhalten wir nun die Existenz von & € (0,2) mit
cos(&) = 0. Ferner gilt fir z € (0,2)

(cos(z)) = —sin(z) <0 = Vz €[0,&): cos(x) > 0. O
Wir sind nun in der Lage die Zahl 7w zu definieren als

T = 260
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Wegen & € (0,2) gilt 7 € (0,4) (es gilt 7 ~ 3,14159...). Ferner kénnen wir aus

cos(m/2) = 0 und dem trigonometrischen Pythagoras folgern, dass

sin? (g) =1 — cos? (;T) =1.

Aus (9.3) folgt, dass sin(7/2) > 0, sodass

sin <W> =1.
2

COS T

sinx

Abbildung 9.1: Sinus und Cosinus.

Beispiel 9.17 (Weitere Eigenschaften von Sinus und Cosinus):

a) Aus 4.4 folgt:
. m . s .
sin(z + =) = sinz cos — + cos xsin — = cosx
2 2 2
Analog:
m .
cos(z + 5) = —sinx
sin(x +7) = —sinz, cos(r+7) = —cosx
sin(z + 27) =sinz, cos(x 4 27) = cosx
b) cos hat in [0, 7] genau eine Nullstelle. Ohne Beweis.
c¢) In der groBen Ubungen wird gezeigt:
cosz =0 <~ xe{(2k+1)g:k€Z}
sine =0 < ze{kn:keZ}
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Definition: Die Funktion
sinx

tan: R\{(2k+1)g: keZ} - R, tanz = -

heifit Tangens. FEs gilt:
2 .9
cos“x + sin“x 1
(tanz)" = = > 0.
cos? x cos? x

Also ist tan auf (=73, %) streng monoton wachsend.
Definition: Es gilt (Ubung): tan((—%,%)) = R. Es existiert also die Umkehrfunktion

I,

arctan == tan ': R — ,
( 2°2

Sie heifit Arkustangens. Mit 9.3 folgt:
(x € R).

tanz) =
(arctan x) T2
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Kapitel 10
Das Riemann-Integral

Vereinbarung: In diesem Kapitel sei stets a < b, f: [a,b] — R eine Funktion und f
beschrankt auf [a, b]. Wir setzen m = inf f([a,b]), M := sup f([a, b]).

Definition:
a) Z ={xg,x1,...,2,} heifit eine Zerlegung von |a,b] : <=
a=xg <z <...<x, =0
Z :={Z: 7 ist eine Zerlegung von [a,b]}.
b) Es sei Z ={xq,...,x,} € Z. Wir definieren fir j=1,...,n
Ly = [wj-n o), |l = @y =m0, my o= inf f o= inf f(1;), M; = Sllljpf = sup f(I)),
sowie

Ui(Z) =Y _my|l;] (die Untersumme von f bzgl. Z),
=1

O4(Z) =Y M;|I;| (die Obersumme von f bzgl. Z).
=1
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Fir jedes j € {1,...,n} gilt m < m; < M; < M, also m|;| < my|L;| < M;|I;] < M|

und somit

() mlb—@)=m |5 < UH(Z) < 04(2) < MY || = MO~ a)

j=1

Da die Zerlegung Z beliebig war, existieren

supUp(Z) und inf Of(Z).

ZeZ ZeZ

Definition: Das Unterintegral von f auf [a,b] ist definiert als

/abf(x)d:c = sup Us(2)

ZeZ

und das Oberintegral von f auf [a,b] ist definiert als

ZeZ

/abf(x)dx = inf Os(2).

Der folgende Satz zeigt, dass das Unterintegral von f stets kleiner als das Oberintegral

von f ist. Dazu noch eine Definition vorneweg.
Definition: FEs seien Zy,Zy € Z. Zy heifit eine Verfeinerung von Z, : <= Zy C Z,.
Satz 10.1: Es seien Zy,Zy € Z. Dann gilt:

a) Us(Z1) < Op(Zs).

b) Ist Zy eine Verfeinerung von Zy, so gilt:

Ui(Z1) < Op(Zs), Of(Z1) > Up(Zs).

Ohne Beweis.

Wir halten also fest, dass (%) und Satz 10.1 a) implizieren, dass

m(b— a) g/abf(:c)dxg/abf(:c)d:ch(b—a).
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Definition:
Die Funktion f heifit (Riemann-)integrierbar (ib) tber |a,b|, falls

/abf(x)dx = /abf(x)dx

In diesem Fall heifit

/ab fdx = /abf($)dx = /abf(x)dx ( = /jf(x)dx)

das (Riemann-)Integral von f tber [a,b] und wir schreiben:
f € R(la, b)) oder f € R([a,b],R).
Beispiele:

a) Essei c € Rund f(z) =c¢ (z € [a,b]). Dann gilt
b b
c¢(b—a)= / fz)dz < / f(z)dz = ¢(b—a),
also f € R([a,b]) und
b
/ cdr = c(b—a).
b) Essei Z = {zo,...,x,} eine Zerlegung von [0, 1] und f : [0,1] — R definiert durch

) {1, re0,1NQ
0, z€[0,1]\Q

Hier gilt: m; =inf f(I;) =0, M; =sup f(I;) =1 (j =1,...,n), also
Uig(Z) =0 und Of(Z)=1.
Somit ist
b b
/a fle)de =0#1= /a f(x)dx
und damit f ¢ R([0,1]).
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Satz 10.2: Es seien f,g € R([a,b]). Dann gilt:
a) Ist f < g auf [a,b], soist [* fdx < [’ gdz.

b) Fira,p e Rist af + g € R([a,b]) und
/b(af+ﬂg)d:v=a/bfda:+6/bgd:c.

Beweis: Nur a): Es sei Z = {wg,...x,} € Z, [; = [zj_1,2;] fixr j = 1,...,n. Wegen
f < g auf I; gilt

Up(Z2) =>_inf f- L] <> infg - |I;| = Uy(2).

j=1 "7 j=1 "7

Da Z € Z beliebig war und f, g Riemann-integrierbar sind, folgt

b b b b
/fdx:/fdxg/gdx:/gda:.

Dies ist bereits die gewtinschte Ungleichung. U

Satz 10.3 (Riemannsches Integrabilitatskriterium):
Es gilt:

feR(ab)) <= Ve>03Z=Z() e Z: Os(2)—-Us(2) <e.
Ohne Beweis.
Satz 10.4: Ist f : [a,b] — R monoton, so ist f € R([a,b]).

Beweis: O.B.d.A. sei f monoton wachsend. Es sei € > 0. Wéhle n € N so, daf3

b—a

n

(f(0) = f(a) <e.
Firj=0,...,nseix; = a+jb;—“. Damit ist Z = {zo,...,x,} € Z. Es seien I;, m; und
M; wie immer. Es gilt:

b—a
|| =

) mj:f(xj—l)’ Mj:f(xj) (j:L...,n).
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Also:

7j=1
b _ n
= =2 (flay) = flwj)
j=1
b—
= S (f(b) — fl@)) <
Mit 10.3 folgt die Behauptung. O

Satz 10.5: Es gilt: C([a, b)) C R([a,b]).

Beweis: Es sei f € C([a,b]) und € > 0. Da [a, b] kompakt ist, folgt nach Satz 7.16
() >0V seal]: [t—s| <5 = |f(t) = fs) <5 °
—a
Sei Z = {xog,...,x,} € Z derart, dass |[;| <6 (j =1,...,n). Fir alle s,t € I, impliziert

(*) somit

3

FO) = 1) < 110 = F(5)] < 5

Wegen sup,; (—f(s)) = —infser; f(s) folgt damit

sup sup (f(t) - f(s)) = sup f(t) — inf f(s) < e.

tEIj SEIj te[j SEIj

Die Differenz der Ober- und Untersumme kann folglich abgeschétzt werden durch

n ) n €
0s(2) =Up(Z) = 3 (sup f —int f) - |1} <3 - || ==
=1 L J =970
Die Behaptung folgt nun aus Satz 10.3. g

Definition: Es sei I C R ein Intervall und G,g: I — R Funktionen. Die Funktion G
heifit eine Stammfunktion von g auf I : <= G ist auf I differenzierbar und G' = g
auf I.

Beachte: Sind G und H Stammfunktionen von ¢ auf I, so ist G' = ¢ = H' auf [ und
nach 9.9 gilt
dJeeRVzel: G(z)=H(z) +c
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Satz 10.6 (Erster Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung):
Ist f € R([a,b]) und besitzt | auf [a,b] eine Stammfunktion F, so ist

Beweis: Es sel Z = {xzg,...,x,} € Z, und I; = [z;_1,2;].. Fir jedes j € {1,...,n}

existiert nach dem Mittelwertsatz ein §; € (x;_1, ;) mit
Fxj) = F(zj1) = F'(§) (@5 — wj-1) = f(§) (@ — xj-1).
=|1;]
Wegen inf;, f < f({;) kann die Untersumme nach oben wie folgt abgeschatzt werden
Zlmff 1] < £(&) znj (F(ay) - Fla; 1)) = F(b) - Fla).
j I =1

Nutzt man f(§;) < sup 1, [ so erhilt man mit einer analogen Rechnung fir die Obersum-
me

n

F(b Z}lpf [1;] = O4(Z).

Die Riemann-Integrierbarkeit von f impliziert nun

/fdx—/fdx<F </fda:—/fdx

Die beweist den Hauptsatz. O

In Rechnungen ist folgende Schreibweise niitzlich:

Beispiele:

a) Essei0<a<b, f(z) =1 (z €la,b]). Bs gilt f € C([a,b]) == f € R([a,b]), und
F(x) == logx ist eine Stammfunktion von f auf [a,b]. Mit 10.6 folgt:

b1 b

b
da: =logx| =logb—loga =1log—.
a

a a
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b) Es gilt:

3 ) 3 o7 )

/ coszdr =sinx| =sin— —sin0 = 1.
0 0 2

Bemerkung (In der Ubung):

a) Es gibt integrierbare Funktionen, die keine Stammfunktion besitzen!

b) Es gibt nicht integrierbare Funktionen, die Stammfunktionen besitzen!

Satz 10.7: Es sei ¢ € (a,b). Dann gilt:

f € R([a,b]) <= f € R(la,c]) und f € R([c,b]).

/abfdx:/acfder/cbfdx.

In diesem Fuall gilt:

Ohne Beweis.

Satz 10.8: Es seien f,g € R([a,b]). Dann gilt:

a) Es sei D = f([a,b]) und mit einem L >0 gelte fir h: D — R:

\h(s) — h(t)] < Lls—t| (t,s € D).
Dann ist ho f € R([a,b]).

b) |f| € R([a,b]) und | [P f(z)dz| < [°|f(2)|dx (IN-Ungleichung fiir Integrale).

¢c) fg € R([a,b]).

d) Ist g(x) # 0 (x € [a,b]) und ; auf [a, b] beschrinkt, so ist é € R([a, b)).
Beweis:

a) , ¢) und d) ohne Beweis.
b) Es sei D = f([a,b]) und A(t) := |t| (t € D). Dann ist |f| = ho f. Fir ¢,s € D gilt:
[h(t) = h(s)| = [[t] — Is|| < [t — s].
Aus a) folgt |f| € R([a,b]). Weiter ist +f < |f| auf [a, b]. Mit 10.2 folgt

i/abfdx < /ab|f\d:z:, also |/abf(x)dx\ < /ab\f(x)\dx.
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Definition: Es sei f € R([a,b]) und a, 5 € [a,b]. Wir setzen

/a f(z)dz := 0.

«

Ist a < B, so ist nach 10.7 f € R([a, 5]) und wir setzen

/Ba flz)dz = — /j f(z)dz.

Bemerkung: Mit der vorigen Definition gilt der erste Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung auch in folgender Situation:

Sind a < b, a, 8 € [a,b] und f € R([a,b]) derart, dass f auf [a,b] eine Stammfunktion
besitzt, so gilt

/5 f(a)dz = F(B) — F(a). (10.1)

[0}

Der Unterschied zu Satz 10.6 ist hier, dass § nicht strikt grofer als « sein muss. Dass (10.1)
gilt, folgt im Falle o < S direkt aus Satz 10.6. Im Falle a« = [ ist das Integral per
Definition gleich Null und im Falle g < « gilt mit obiger Definition

[tz = [ f@)s = ~(F(@) = F(B) = F(3) - Fla)

o

Der folgende zweite Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung liefert uns nun die

Existenz einer Stammfunktion fiir stetige Funktionen.

Satz 10.9 (Zweiter Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung):
Es sei f € R([a,b]) und

F(z) = /;f(t)dt (z € [a,0]).
Dann gilt:
a) F(y) — F(z) = [} f(t)dt (z,y € [a,b]).
b) F ist Lipschitz-stetig.
¢) Ist f € C([a,b)), so ist F € C'(a,b]) und F'(z) = f(z) (z € [a,1]).
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Beweis:

a) Es seien x,y € [a,b].
Fall 1: Fir x < y gilt

Fly) = Fa) = [ st — [ ro)a

b) Setze L = sup{|f(t)| : t € [a,b]}. Es seien z,y € [a,b] und 0.B.d.A. sei z < y.

Dann gilt:
/f d’ /|f()|dt</yLdt

= L(y —z) = Lly — z|.

¢) Wir zeigen fur zq € [a, b):

lim
h—0+

Y = f (o),

(analog zeigt man fiir zy € (a, b]: limy_,— w = f(xg)).

Sei also zg € [a,b), h > 0 und zo + h € [a,b]. Es ist
1 xo+h
E xo)dt = f(l’o)

und
F(xg+ h) — F(xo) a) l zo+h

h o

f(t)dt.

Weiter gilt:

330 —f- h) F(Io)
h

— 17w - seanal

108 1 fxoth
S _
h Jzo

— f(o)

o=

1

|f(£) = f(xo)|dt.
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Die Funktion ¢ — [f(t) — f(xzo)] ist stetig auf [a, b]. Nach 7.11 gilt daher:

3 € [xo, w0 + h] Yt € [0, 0 + R] : | f(t) — f(20)| < [f(ER) — f(20)]-

Also gilt:
1 zo+h

D(h) < & 5 £ (&n) = f(zo)|dt = | f(&n) — f(xo)l.
Fir h — 04 gilt &, — xo. Da f stetig ist folgt f(&,) — f(xo) (b — 0+4), also

D(h) = 0 (h — 0+).

Aus 10.9 folgt (Ubung):

Folgerung 10.10: Es sei I C R ein Intervall, g € C(I) und zg € I. Definiere G: I — R
durch

G(r) = / " g(t)dt.

0

Dann gilt: G € C'(I) und G’ = g auf I.

Definition: Es sei I C R ein Intervall. Besitzt g: I — R auf I eine Stammfunktion, so
schreibt man fiir eine solche auch

/gdx oder /g(m)dw
und nennt dies ein unbestimmtes Integral von g.

Beispiel 10.11:

/Cos(x)da: = sin(z), /cos(:c)d:v = sin(z) + 17.

Satz 10.12 (Partielle Integration):
Sei I CR ein Intervall, o, 8 € T und f,g € CY(I). Dann gilt

B / B B /
/Qfgdxzfg —/afgdfc.
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Beweis: Die Produktregel impliziert, dass (fg) = f'g + f¢' und damit, dass f'g =

B
/ fq'dx.

(fg) — f¢'. Integration von « bis 3 liefert

[ sgte = ["goyar — [ g gl -

Beispiele:

a) Fir xz € R gilt

| sin?(w)dy = [ sin(y) sin(y) dy = [ ~ cos(y) sin(w)] | ~ [ (= cos(u)) cos(y)dy

0
f! g

_ [— cos(y) sin(yﬂz - /x

sin?(y)dy + / ldz.
0 0
Holt man das Integral iiber sin? auf die linke Seite, so folgt

/Oz sin®(y)dy = ;(:U — cos(x) sin(x)).

Folglich ist die Funktion = — £(z — cos(z)sin(z)) eine Stammfunktion von sin?.

b) Berechne fir z > 0

/log dy—/lx 1 log( )dy = zlog(x /y dy = xlog(x) — z + 1.
e

Da Stammfunktionen bis auf Addition einer Konstanten eindeutig sind, ist die

Funktion x +— zlog(z) —  eine Stammfunktion des Logarithmus.

¢) Ungeeignete Anwendung der partiellen Integration:

- 1 1

Ly = ater — [ Syterdy.

/Oyeg y=gate’ — [ ytedy
f/

Besser:

: e¥ d :wex—/xeyd = qge® — e + 1.
/oxgi-/\f’y 0 4
g

Somit ist x — ze® — e® eine Stammfunktion von = — ze®.
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Satz 10.13 (Substitutionsregel):
Es seien I und J Intervalle in R, es sei f € C(I), g € CY(J) und g(J) C I. Dann gilt
fur alle o, B € J

/gg(m f(z)dr = / " Flg()g (Bt

(o) @

Ist g zusdtzlich invertierbar, so gilt fir alle a,b € g(J)

/ab J(x)de = /g g((j) f(g(6)g'(t)dt.

Beweis: Nach Satz 10.10 hat f auf I eine Stammfunktion F. Setze G(t) = F(g(t))
(t € J). Es gilt (Kettenregel): G € C*(J) und

G'(t) = F'(g(t)g'(t) = fg(®)g'(t) (te])

und damit
s / 10.6 10.6 [9()
[, Flae)g @t ¥ G(5) —Glo) = F(g(5)) — Flo() ™ [ f(a)da.
Die zweite Aussage folgt, indem man die erste fiir « = g7*(a) und 8 = g~!(b) anwendet.
]

Merkregel: Fur die Ableitung einer differenzierbaren Funktion y = y(¢) schreibt man
_d

auch oft y" = £.

In Satz 10.13 “substituiert” man x = ¢(t) und fasst somit x als Funktion von ¢ auf. Die

Ableitung von  berechnet sich nur % = ¢/(t), also
“dr = ¢'(t)dt“.
Beispiele:
a)

) xr=logt,e* =1t
122 4 q
0 t ¢

em dt

r=0=>t=1lLzr=1=t=e

et?4+1 1 et? +1 e 1
_ -—t:/ dt:/ 1+ 2)dt
/1 t t 1 12 1( +t2)

:{t—lEze—l—(l—l):e—l.

€ (&

110



/1 A s {xsint,te [0, 7]
0

Z—f = cost,dx = costdt

_/ \/1 —sin?tcostdt = / vV cos? t cos tdt

—/ | cost| costdt = / cos® tdt = / (1 — sin®t)dt
0 0

jus
2

= {t 1(t tsi t)] =z
=|t—=(t— in = —.
5 COSTS o 4

Motivation: Fir n > 2 sei

n’z, z€0,1),
far 0] =R, fulz) ={n—(z—2)n? zell,?2),
0, x € [%,1]

4 [ |

2 [ |

O [ |

0 02 04 06 038 1

Abbildung 10.1: f, fir n = 5.

Es gilt:
foe C(I0,1]) 225 £, € R([0,1]) 22 / fodz =1 (n>2).

Ubung: (f,) konvergiert auf [0, 1] punktweise gegen f = 0. Also gilt:

lim /01 falx)de =1#0 = /01 f(z)dx :/ (nh_{rolo fnlx )) x.

n—oo
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Satz 10.14: FEs sei (f,,) eine Folge in R([a,b]) und (f,) konvergiere auf [a,b] gleichmdfig
gegen f: la,b] = R. Dann gilt: f € R([a,b]) und

lim /ab fo(z)de = /abf(x) dz

Beweis: Wir geben nur einen Beweis im Falle, dass die Riemann-Integrierbarkeit der
Grenzfunktion f bereits gezeigt wurde. Die Riemann-Integrierbarkeit von f ist gerade
der schwierige Teil des Beweises.
Ist f € R([a,b]) erhalten wir mit

L, = sup{|fn(x) — f(2)|: = € [a,b]}

die Abschéatzung

/mL )| de

Ln(b—a).

/ab (fn(x) da:

:c)d:c—/abf(:c)dx =

Die gleichméaBige Konvergenz von (f,) gegen f bedeutet gerade, dass L,, — 0 fiir n — oo

gilt. Dies impliziert die Konvergenz der Integrale. U
Satz 10.15: Es sei (f,) eine Folge mit:
i) fu € CH[a,b]) (n €N),
i) (fu(a)) ist konvergent,
i) (f]) konvergiert auf |a,b] gleichmafSig gegen g: |a,b] — R.

Dann konvergiert (f,,) auf [a,b] gleichmdffig und fir

f(z) = lim fo(z) (2 € [a,0])

n—oo

qgilt:
f € C([a,b]) und f'(x) = g(z) (z € [a,b]).

Bemerkung: Satz 10.15 enthéalt wieder eine Aussage iiber das Vertauschen von Grenz-

werten:

lim f(x) = g(z) = f'(2) = (lim fu()) (2 € [a,0]).

n—oo n—oo
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Beweis: Der erste Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung impliziert, dass
fal@) = ful@) + [ )@ (@ € [o,0]). (102

Per Voraussetzung konvergiert (f,(a)) gegen eine Satz ¢ € R und (f]) konvergiert gleich-
maBig gegen g. Mit Satz 10.14 gilt also

n—oo

lim f.(z) :c+/;g(t) dt = f(z)  (x €la,b]),

sodass (f,,) insbesondere gleichmaflig auf [a,b] konvergiert. Da ¢g nach Satz 8.3 a) auf
[a,b] stetig ist, impliziert der zweite hauptsatz der Differential- und Integralrechnung,
dass f € C*([a,b]) und f" = g auf [a, b] gilt.

Definiert man fir n € N

Ly = sup{|f,(t) = g(t)|: t € [a, D]}

und nutzt man (10.2) sowie die Definition von f, so schitzt man die Differenz von f,

und f wie folgt ab
1) = @) = |fal@) = e+ [ (100 = 9(0))
<) =l + [(15:6) = g(®) at

b
<Ifal@) =l + [ 112(6) — g(t) at
<|fula) —¢| + Ln(b — a).

Da (f!) gleichméfig gegen g konvergiert, konvergiert L, fur n — oo gegen 0. Satz 8.1
impliziert nun, dass (f,) gleichméBig auf [a, b] gegen f konvergiert. O

Bemerkung: Der Beweis von 9.10 b) kann mit 8.2 und 10.15 gefithrt werden.
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Kapitel 11
Uneigentliche Integrale

Vereinbarung: Ist / C R ein Intervall und f: I — R eine Funktion, so soll stets gelten:
f € R(J) fir jedes kompakte Intervall J C I.

Definition:

a) Esseia € R, f e RU{o0}, a < und f: [a,5) — R eine Funktion.
Das uneigentliche Integral ff f(x)dx heifst konvergent : <
t
Es existiert lim [ f(x)dz € R.
t—p—

In diesem Fuall:

/aﬁ f(z)dz = tglgl_ /at f(z)dz.

b) Esseibe R, a e RU{—o0}, a <bund f: (a,b] = R eine Funktion.
Das uneigentliche Integral f;’ f(z)dz heifst konvergent : <—

b
Es existiert lim [ f(z)dz € R.

t—a+ Jt

In diesem Fall: , )
/ f(zx)dx = lim [ f(z)dz.

o t—a+ Jt

Ein nicht konvergentes uneigentliches Integral heif$t divergent.
Bemerkung: Fiir t € [a, 8) sei g(t) = [ f(z)dr. Dann gilt:
B
/ f(z)dx konvergiert <= tli%q g(t) existiert und ist in R.
a —pP—

D.h. die Konvergenz eines uneigentlichen Integrals ist gleichbedeutend mit der Existenz

eines Funktionenlimes.

114



Beispiele:

a) ¥ 5dx, (a=1,5=o0). Fiirt > 1 gilt:

t 1 g logt, falls vy =1
—dr =
1z L (#r—1), fallsy#1

1=y

Also gilt: [ w%d:n konvergiert <= ~ > 1. In diesem Fall ist

b) f Ldz, (a =0,b=1). Wie in Beispiel a) sicht man:

xY

|
/ —dzx konvergiert <— v < 1.
o z7

In diesem Fall ist

¢) J5® t5zdr (a=0,8 = oo). Fiir t > 0 gilt:

Also ist [5° 1+%da& konvergent und = 7.

d) [° . —tsdr (a = —o0,b = 0). Wie in Beispiel b) sicht man:

00 1+4x2

/O LIPS iert und = ~
T Konvergiert un = —.
o 1122 Vers 2

e) o sinzdr (a =0, = o00). Es sei t,, = nm (n € N). Es gilt: ¢,, - oo und

tn
=1-cost,=1—cos(nm)=1—(—1)" (n€N).

tn
/ sinxdr = —cosx
0 0

Also ist [;° sin xdx divergent.
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Definition: Es sei a« < 3, « € RU{—o0}, f € RU {o0} und f: (a,5) — R eine
Funktion.

Das uneigentliche Integral [° f(x)dx heift konvergent : <=

c B
Jde € (o, B) : / f(z)dz und / f(x)dx sind konvergent .

In diesem Fall: 5 . 5
/ fla)de = / f@)dz + [ f(z)de.
Im anderen Fall heif$t das Integral divergent.

Ubung: Obige Definition ist unabhingig von ¢ € (a, ).
Beispiele:
a) [7o, xdx ist divergent, denn [;° xzdx ist divergent.

b) Es sei v > 0. Obige Beispiele a) und b) zeigen:

o 1
/ —dx ist divergent.
0o z7

c¢) Obige Beispiele c¢) und d) zeigen:

o 1
/ ——dux ist konvergent und = 7.
) 1 + .ZCQ

Die folgenden Definitionen und Satze formulieren wir nur fiir uneigentliche Integrale der

Form 5
| f@yd,

wobei —oo < a < f < oo und f: [a,3) — R. Sie gelten sinngeméf auch fir die beiden
anderen Typen uneigentlicher Integrale.

Satz 11.1 (Cauchykriterium): Es gilt:

B
/ f(z)dz konvergiert <= Ve >0 3c € (a, f) Yu,v € (¢, ) :

/uv f(z)dz

Beweis: Folgt aus 6.2 ¢). O

< €.

Beispiel: Behauptung: [ 2£dx konvergiert.
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Beweis: Fir 1 < u < v gilt:

v qj v
1
|/ Slnmdx| = |/ — sinz dz|
u T u T S~

= ‘ {_cos:p]: — /:(—;2)(— cos x)dx
-

T
COSv COS u / COs ™

dx’

| /\

*+ +/ —d:v——
Es sei € > 0 und 0.B.d.A ¢ < 2. Setzec—g Furg—c<u<vglltnun
v qj 2
|/ Y ) < 2 <e
U T u

Mit 11.1 folgt die Behauptung. O

Definition:
B B
/ f(x)dx heifit absolut konvergent : < / | f(x)|dx ist konvergent.

Beispiel: [ #2£dz ist nicht absolut konvergent (Ubung).
Den folgenden Satz beweist man mit 11.1 dhnlich wie bei Reihen:

Satz 11.2:

a) Ist [P f(z)dx absolut konvergent, so ist [° f(x)dx konvergent und

|/ dx|</|f )|dz.

b) Majorantenkriterium: Ist |f| < h auf [a,3) und [P h(z)dx konvergent, so ist
P f(z)dz absolut konvergent.

¢) Minorantenkriterium: Ist f > h > 0 auf [a,3) und faﬂ h(z)dz divergent, so ist
1?2 f(z)dz divergent.

Beispiele:
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T
) [ ——=dx. Fiir z > 1 gilt: |f(z)| = f(z) < £ = & = g(x).
V1 5 Vas 2
y_re
=f(z)
/ g(x)dz konvergiert = / x)dx konvergiert.
1
b) [° mdm Es sei g(z) = 1. Es gilt:
~——
=f(z)
2
fl) @ — 1 (z — o0)
g(x) 2?4 Tx
=Jdc>1Vr>c¢ /(@) >1 = Ve >c: f(z) > L (z)
D=L > = —g(x
o) “2 7 T =2’
Weiter gilt:
o ]
/ 59 g(x)dx divergiert = / x)dx divergiert = / x)dx divergiert.
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Kapitel 12
Die komplexe Exponentialfunktion

Erinnerung (lineare Algebra): Die Menge C der komplexen Zahlen ist ein Koérper. Alle

aus den Korperaxiomen hergeleiteten Formeln gelten daher auch in C.
Beispiele:
a) Die Binomische Formel gilt in C.

b) Die geometrische Summenformel gilt in C:

Zn:zkzll_zjl (z€C, z#1).
Essei z=a+iy € C (z,y € R).

|z| == v/2Z + 32 heifit Betrag von z.

z = x — 1y heilt komplex Konjugierte von z.

2-zZ=1z* ( € C).

|z - w| = |z| - |w| (z,w € C).

|z + w| < |z] + |w| (z,w € C).
Definition: Die auf C definierte Funktion

z=1x+1iy — e = e*(cosy + isiny)

heifit komplexe FExponentialfunktion.
Ist 2 =x € R, soist e* = e%; ist z =it (t € R), so ist e’ = cost + isint.
Satz 12.1: Es gilt:
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a) Vz,w e C: et =e*e”;Vz2eCVneZ: e =

|
—
QN
ISy
~—
.S

b) VEER: |e¥| =1, e = ¢t

¢) e™+1=0.

d) Vk € ZVz € C: e*t2hmi = ¢z,

e) VieR: cost =3 (e +e ™), sint = o (e —e ™).

Beweis:

a) Ubung (mit den Additionstheoremen von E, sin, cos).

b)
it _ - it| _ 2 2 E
e =cost +isint = |e"| = (cos”t +sin“t)2 =1,
e " = cos(—t) +isin(—t) = cost —isint = cost + isint = e,
c) €™ =cosT+isinT = —1.

d) e* 2k = 22k — o2 (cos(2km) + isin(2km)) = €.

e) €' +e " =2cost, e’ —e " = 2isint.

Definition: Fir z € C set
]' 1z —1iz : I ]‘ iz —1z
cosz.:i(e +e ), Sin z = % (e —e )

Ubung: Fiir alle z,w € C gilt:

sin(z 4+ w) = sin z cos w + sin w cos z,

cos(z + w) = cos z cos w — sin z sin w.
Satz 12.2: Fs sei z =z + iy € C (z,y € R). Dann gilt:

ef=1«= FkeZ: z=2km.
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Beweis: “<*: Folgt aus 12.1 d).

“=“ Es sei e =1, also

= ce’cosy=1,e"siny=0=siny=0=3Jj€Z:y=jr.

1 =e€"(cosy +isiny) = e® cosy + ie” siny

Also ist cosy = (—1)7, somit 1 = ¢®(—1)? und daher j = 2k fiir ein k¥ € Z und z = 0.

Also gilt z = 2kmi.

Aus 12.2 folgt:

Polarkoordinaten: Es sei z = x + iy € C (z,y € R) und z # 0. Wir setzen

ef =ev

w w ,,—w

— eV =¢eve

— GZ_wzew_wZGO:]_

E2 e 7y =w+ 2kmi

ri= o = (@ +y?)2

g

Die Gerade durch 0 und z schlieBt mit der positiven xz-Achse einen Winkel ¢ € (—7, 7]

ein. Die Zahl ¢ heifit das Argument von z; arg z := . Es gilt

also

Ist weiter w € C\ {0} und v := argw, so gilt: zw = |z|e*?|w|e™ = |z||w|e!¥T¥).

. Y
coS @ = o sing = =,

z2=x+iy =rcosp+irsing =re” =|zle

-

Yy =7rsing

~

z

2

X

=z 41y

T =1rCcosp

J

r

121

1arg z



Satz 12.3 (Fundamentalsatz der Algebra):
FEs sei p(z) = ag + a1z + ... + a,2" ein Polynom mitn > 1, ag, ..., a, € C und a, # 0.

Dann existieren eindeutig bestimmte Zahlen z1,. .., z, € C mit
p(z)=apn(z—21) ...- (2 —2z,) (2€C).

Insbesondere gilt:
p(2) =0 <= z€{z,...,2,}.

Ohne Beweis.

Definition: Fs sei a € C und n € N. Jedes z € C mit 2™ = a heifit eine n-te Wurzel
aus a.

Ya bezeichnet eine n-te Wurzel aus a.

Satz 12.4: Es seia € C\ {0}, n € N, r == |a| und ¢ := arga (also a = |a|e’? = rei¥).
Firk=0,1,...,n—1 sei

o = e
Dann gilt:
a) zj # 2 fir j # k.
b) z ist eine n-te Wurzel aus a <= z € {zo,21,...,2n_1}-
Beweis:

a) Esseien j,k € {0,...,n— 1}, k> j. Ist

- p+2kT o251
= re’ = re =z,

so existiert ein [ € Z mit:

p+2kr o+ 2w
i =1

+2mi = —+-—=——+>+I1=

— = =1.
n n 2tn n 2tn n n
Somit ist . " ) .
0<i=""J BT g2y
n n n n

Wegen [ € Z folgt damit [ = 0, also k = j.
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b) Es sei p(z) == 2" —a. Dann gilt: z ist eine n-te Wurzel aus a <= p(z) = 0. Weiter
gilt

2 = pelPH2RT) — ikl — pole — o (K =0,...,n—1),

also p(zx) =0 (k=0,...,n—1). Aus a) und 12.3 folgt die Behauptung.

O
Bezeichnung:
Ist a = 1, so heiflen die Zahlen z, ..., z,_1 aus 12.4 die n-ten Einheitswurzeln. Diese
sind also

=en (k=0,...,n—1).
Bemerkung: Insbesondere gilt:

n—1 .
2 =1=]](z- e%nm) (z € C).

k=0

Beispiele:
a) Die 4. Einheitswurzel sind 1, —1, 7, —i.
b) Die 4. Wurzeln aus 16 sind 2, —2, 2, —2i.
¢) Im Reellen ist V4 =2 Tm Komplexen sind 2 und —2 die Wurzeln aus 4.

d) Aufgrund der Mehrdeutigkeit komplexer Wurzeln gelten gewohnte Rechenregeln

aus dem reellen Fall nicht im komplexen. Ubung: Wo liegt der Fehler in
1=V1=\/(-1)(=1) = V=TV=1=i*=-1?

Beispiel: v —3 + 4¢ =7 Man kann Wurzeln auf verschiedene Weisen berechnen:
1. Moglichkeit: w = u + v (u,v € R). Dann gilt:
2 2

w=u? — v+ 2iuw = -3+ 4i = v —v*=-3, 2uv=4.

Lose das Gleichungssystem.
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2. Moglichkeit: z = —3 4 4i. Bestimme |z| und arg z. Dann sind

+4/]z “3° die Wurzeln von 2.

3. Moglichkeit: Ist z € (—o0, 0], so sind w = +iy/—z die Wurzeln von z.
Behauptung: Ist z € C\ (—o0, 0], so sind

z+ |7
= 4+
w=HVEIT

die Wurzeln von z.

Beweis: Es gilt:

Also gilt:

~344i+5 2 + 4i
V=34 di=+v5—— " — 4B = 4 (1+ %)
| — 3+ 4i+ 5| V20 ( )

Satz 12.5: Es seien p,q € C. Fir z € C gilt:

2
P4prtqg=0 = z:—gj: pz—q.

——
doppeldeutig!

Beweis: “<=*“ nachrechnen. Rest mit 12.3.

Beispiel 12.6: Lose () 22 + (1 — 2i)z — 2i = 0.

+ 2

% — 1 (20—12 . 1 ¢—4—M+1
z 2 1 + 21 =1 2 1

—z—fi \/—3 42—1—82—1—7:& \/—3—1—41
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Also sind
1

1 1 1

die Losungen von (x). Es gilt

24+ (1-20)2—2i=(2—21)(2z— 2) = (2 —2i)(z + 1).

Definition: Es sei w € C\ {0}. Jedes z € C mit e* = w heif§it ein Logarithmus von

w.
Satz 12.7: Es sei w € C\ {0}, r = |w| und p = argw, also w = re*?. Fir z € C gilt:

z ist ein Logarithmus von w <= Jk € Z : z = log |w| +ip + 2kmi.
——
log in R
Beweis: “«<=*: Es gilt

log |w| 6ig062k7ri

e =e = |w|e™ = w.

“=“ Esseiz=z+1y (r,y € R) und w = €* = ¢%e¢%. Dann gilt |w| = e* = x = log |w|.
Weiter ist

lwle = w = e* = e"e" = |w|e”

=e¥=e¥% = Ik eZ: iy=rip+ 2kmi.

Also gilt z = log |w| + ip + 2kmi. O
Beispiele:
a) w=—1; |lw| =1, argw = 7. Alle Logarithmen von —1:

im+2kmi (k€ Z).

b) w=1; |w| =1, argw = 0. Alle Logarithmen von 1:

2kmi (k€ Z).

¢) w=1+i; |w| =2, argw = Z. Alle Logarithmen von 1 + i:

1og\/§+z% +2%kmi (k€ 7).
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Kapitel 13
Fourierreihen

Fir eine Funktion f: R — R betrachten wir die Eigenschaft

v f € R([—m,n]) und f ist auf R 27w-periodisch,
d.h. f(x +27) = f(z) (z € R).

Definition: Es seien (a,)5, und (b,)52, Folgen in R. Eine Reihe der Form

n=0

% + > (an cos(nz) + by, sin(nz))
n=1
heifit eine trigonometrische Reihe (TR).

Fragen: Wann ist f mit der Eigenschaft (V') durch eine trigonometrische Reihe darstell-

bar? Wie héngt dann f mit (a,) und (b,) zusammen?
Satz 13.1: Es gilt:

a) Die Funktion f erfille (V). Dann gilt fir jedes a € R:

f € Rla,a+27]) und /aa“”f(w)dx:/” F(@)da.

b) Orthogonalitdtsrelationen: Fir alle k,n € N gilt:

/7T sin(nz) cos(kz)dx = 0

—T

und

—T —T

T . ™ ™, k=n
/ sin(nx) sin(kz)dz :/ cos(nz) cos(kx)dr = {O :
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Beweis: a) Ubung.
b) Die Funktion z +— sin(nz) cos(kz) ist ungerade. Damit folgt

/7r sin(nx) cos(kz)dz = 0.

Rest: Ubung.

Motivation: Es seien (a,)2, und ()5, Folgen und es gelte

WE

f(z) = % + > (ancos(nz) + b,sin(nz)) (z € R),

I
_

n

wobei diese trigonometrisch Reihe auf R gleichméaflig konvergent sei.
Fir jedes k € N gilt dann:

hE

f(z)sin(kx) = % sin(kx) + ) (aycos(nz)sin(kx) + b, sin(nz) sin(kz)) (x € R).

i
I

Ubung: Die letzte Reihe konvergiert auf R ebenfalls gleichmiBig.
Mit 10.14 folgt daher:

/7r f(z)sin(kx)dx = % /_7; sin(kx)dx + i (an /7r cos(nzx) sin(kz)dx

—Tr n:1 —Tr
—_—————
=0 1210

+ b, /_7; sin(nx) sin(kx)dx)

s |7 fallsk=n
0, fallsk+#n

= bk7T.

Also gilt:
1 ™
VEeN: by = f/ () sin(ka)dz.

Analog zeigt man:
1 T
VkeNy: ap = —/ f(z) cos(kx)dx.
™ J—7
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Definition: Die Funktion f erfille (V). Setze
—/ )cos(nz)dzr (n € Ny),

und

—/ )sin(nx)dr (n € N).

Die Zahlen a,,, b, heiffen die Fourierkoeffizienten (FK) von f und die mit a,, und b,
gebildete trigonometrische Reihe heift die zu f gehorende Fourierrethe. Man schreibt:

~ = + Z a, cos(nx) + by, sin(nz)) .

Frage: Fiir welche x € R konvergiert die zu f gehorige Fourierreihe, und wogegen?
Satz 13.2: Fir f gelte (V).

a) Ist f gerade, also f(x) = f(—x) (x € R), so gilt fiir die Fourierkoeffizienten von f:

—/ z) cos(nz)dr (n € Ny) und b, =0 (n € N).

b) Ist f ungerade, also f(x) = —f(—z) (x € R), so gilt fir die Fourierkoeffizienten
von f:

a, =0 (n € Ny) und b, = 2 /7r f(z)sin(nz)dx (n € N).
7 Jo

Beweis: Ubung. [l

Definition: FEssei D C R, z¢ ein Haufungspunkt von D und g: D — R eine Funktion.

Wir setzen

g(rot) = lim g( ), falls dieser Grenzwert vorhanden und € R ist.

1‘*)1‘0

Definition: Es sei f : R — R 2xw-periodisch. Die Funktion f heifit stiickweise glatt
. <= es existiert eine Zerlegung {to,t1,...,t,} von [—m, 7| (also —m =ty <t;1 < ... <
tno1 < t, = m) mit:

i) feC ((t-1ty) (G=1,....n).
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it) Fiir jedes x € R existieren die Grenzwerte:
f(x_)a f/(x_)v f($+)a f/($+)

In diesem Fuall setzen wir

Beachte in obiger Definition:
a) In den Punkten ¢; muss f nicht stetig sein.
b) f hat die Eigenschaft (V'), vgl. 77 a).

Satz 13.3: Die Funktion f sei 2m-periodisch und stickweise glatt. Dann konvergiert die
Fourierreihe von f in jedem x € R gegen sg(x). Ist in diesem Fall f in x € R stetig, so

konvergiert die Fourierreihe von f also gegen f(x).

Ohne Beweis.

Beispiel 13.4: f: R — R sei 2m-periodisch und auf (—, 7] definiert durch
xr, x€(—m,m)

0, z=m

/

Es gilt: f ist stiickweise glatt und s¢(z) = f(x) (z € R). Weiter ist f ist ungerade. Nach
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13.2 ist also a, = 0 (n € Ny) und

2 77 2 Ubung

b, = — /OTr f(z)sin(nz)dx = — /Oﬂxsin(nx)d:c = (_1)”“2

™ ™

Mit 13.3 folgt nun:

00 (_1)n+1 '
flz)=2>" sin(nr) (x € R)
n=1 n
0 _1 n+1
= 2o > (=1) sin(nz) (z € (—m,m)).
2 = n
Mit x = 7 folgt:
LA S
4 5 7 ’
vgl. ?7.
Folgendes Bild zeigt die Teilsumme
9 -1 n+1
2y (=1) sin(nx)
n=1 n

(n € N).
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Beispiel 13.5: f: R — R sei 27-periodisch und auf [, 7] definiert durch f(x) = 2.

Es gilt: f ist stiickweise glatt, f ist gerade und f(z) = sf(x) (z € R). Nach 13.2 ist also
b, =0 (n € N) und

2 =z, n=20
a, = —/ z? cos(nx)dr = *
m Jo 4(—12) . on>1
Mit 13.3 folgt:
w2 cosz  cos(2x)  cos(3z)
f(x):3—4<12 Y + 3 — ... (r € R)
2
s T cosx  cos(2x)  cos(3z)
= —3—4( 2 o T T (x € [—m, 7).
Hieraus erhalten wir:
7 1 1 1 o (—1)nH
! 12 2tE e’ 2 1)
w2 1 1 1 > 1
Addition von (1), (2) liefert:
2 1 1 s 1
Tt o=
sttt Tl Gy
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Folgendes Bild zeigt die Teilsumme

71.2 9 (_1 n+1

3 4 Z:: ~———— cos(nz).

n=1

n2

Satz 13.6: Es sei f € C(R) und f sei 2mw-periodisch und stickweise glatt. Dann gilt:
a) Die Fourierreihe von f konvergiert in jedem x € R absolut.
b) Die Fourierreihe von [ konvergiert auf R gleichmafsig gegen f.

c) Sind a,,b, die Fourierkoeffizienten von f, so konvergieren die Reihen

Z a, und Z b, absolut.

n=0 n=1
Ohne Beweis.

Satz 13.7: Die Funktion f erfille (V), und ay, b, seien ihre Fourierkoeffizienten. Dann
qgilt:

a) 300 (a2 +b2) ist konvergent.
b) an + 300 (a2 +b2) = L [T f(x)*dz (Parsevalsche Gleichung).
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¢) a, =0, b, = 0 (n — 00).
Beweis: Fiir n € Nund z € [—7, 7| sei

Sp(x) = % + zn:(ak cos(kx) + by sin(kx)).

k=1

Dann gilt:
0< [* (@) = sul@)?de = [ (F@)* = 2f (@)sule) + su(x)*)de
121 /: f(x)%de — = (C;% + kzi:(ak, + b2)>

nachr.

also 2 . |
n = —0 b)) < /7r 2dr = o
5 1; w T+ — ] f(z)der = «

=6

Die Folge (a,) ist monoton wachsend und beschrénkt, somit ist (c,) konvergent. Damit
ist (B,) konvergent und es folgt a).
Aus o, < o (n € N) folgt

[e.9]

a2
20—1—2@ +b2) < /f

In dieser Ungleichung gilt Gleichheit, also b) (ohne Beweis). Aus a) und 3.1 folgt a2 +0? —
0. Damit gilt a®> — 0, b> — 0 und hieraus folgt c). O
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Kapitel 14

Der Raum R"

Es sei n € N. Erinnerung (lineare Algebra):
R™ = {(x1,...,2y) 1 T1,...,2, € R}.

R™ ist mit der bekannten Addition und Skalarmultiplikation ein Vektorraum tiber R mit
dim R"™ = n.

Die Vektoren
e; = (1,0,...,0), ex:=(0,1,0,...,0),..., e, :=(0,...,0,1)

heiflen Einheitsvektoren; {e;, ..., ¢,} ist eine Basis des R". Ist = = (z1,...,2,) € R™,
so ist
T =211+ ...+ Tpen.

Definition: Es seien x = (z1,...,2,), y = (y1,...,Yn) € R"™.

a) Die Zahl xy = x-y = x1y1 +. . . + Ty, heifit Skalarprodukt oder Innenprodukt

von x und y.

b) Die Zahl||z|| =z -z = (23 +.. —I—x%)% heifst Norm oder Liange von x. Beachte:

|z||* =z -z. Im Falln =1 ist ||z]| = |=|.
¢) Die Zahl |z — y|| heifit Abstand von x und y. Beachte: |z — y|| = ||y — z||.
Beispiele:
a) (1,2,-1)-(1,3,4) =1+6—4=3.

V6.

b) 11,2, 1) = (1 +4+ 1)}
O llell=1(G=1,....n).
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Satz 14.1: FEs seien v = (x1,...,%,), ¥, 2 € R" und o € R. Dann gilt:
a) (z+y) z=x-z4+y-z,x-y=y-x.
b) (ax)-y=oa(z-y) =z (ay).
¢) ||lz|| > 0; ||z =0 < z=0=(0,...,0).
d) |laz|| = |of||z|.
e) |z-y| < ||z|||ly|]] (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung (CSU)).
)z +yl < |zl + |yl (Dreiecksungleichung).
9) Mzl =Nyl < llz =yl
h) Vied{l,....n}+ || < llzfl < 25y o
Beweis: a) - d): Nachrechnen.

e) O.B.d.A.seiy # 0,also ||y|]| > 0. Essei A = ||z|* =22, B=2y,C = |ly|* =yy
und « = g. Dann gilt:

n

0<> (zj — ay;)? :Z(m?—Qa:ﬁjyj%—aQy?)
i=1 j=1
B? B2 B?
= A—2aB 0=A—-2—+—=A— —
ab + « C—I—C O

= B <AC = (z-y)* < |lz|?[lvl*
f) Es gilt:
lz+yl>=(z+y) - (+y) =z-z+2z-y+y-y=|lz|* + 2z y+ [|y[
< 2l + 20z -5l + Iyl 2l + 2Aallgll + 912 = ol + lgl)?.

g) Ubung.
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h) Fir jedes j € {1,...,n} gilt:
|25* = 2f <2+ .. 4 ap = [al® = oyl < 2.

Weiter gilt:
d).f)
r=mxe1+ ...+ xpe, = ||zl < Jzil|len]] + - |znlllen]] = 2]+ -+ |2l

U
Bemerkung: In der CSU gilt Gleichheit (also |x-y| = ||z]/||y]|) genau dann, wenn x und
y linear abhingig sind (Ubung).

Definition: Es seien [,m,n € N und

aip ... Q1n
A=

Am1 -+ Qmnp

eine reelle m x n-Matrix.

ol

I|A] = (Z > &?k) heifft Norm von A.
j=1 k=1

Es sei B eine reelle n x I-Matriz (dann existiert AB). Es gilt (Ubung):
(«)  AB[ < [|AllIB]-

Es sei v = (x1,...,x,) € R™.

.
a1
Az =(A- 2" =[A] : (Matrix- Vektorprodukt)
Tn
Aus (x) folgt:
[Az|] < [l ]

Beachte: Fiir jede m x n-Matrix A gilt |AT|| = || 4]|.
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Definition: Es sei xo € R"™ und ¢ > 0.

a) Ucxg) = {x € R" : ||z — 20| < €} heifit offene Kugel um x, mit Radius ¢,
oder auch e-Umgebung von x,.

b) Ucs(zg) = {x € R" : ||z — x¢|| < €} heifst abgeschlossene Kugel um x, mit
Radius .
Definition: Es se1 A C R™.
a) A heifit beschrdnkt : <= 3¢ >0Va € A: |a| <c.
b) A heifit offen : <= Ya € A 30 =6(a) >0: Us(a) C A.
c) A heifit abgeschlossen : <= R"\ A ist offen.
d) A heifit kompakt : <= A ist beschrankt und abgeschlossen.
Beispiele:

a) Offene Kugeln sind offen, abgeschlossene Kugeln sind nicht offen.
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b) R™ ist offen, () ist offen, R™ ist abgeschlossen, () ist abgeschlossen.
¢) Abgeschlossene Kugeln sind kompakt.

d) A = {(z,y) € R* : y = 22} ist nicht beschrinkt, also auch nicht kompakt. A ist

nicht offen, aber A ist abgeschlossen.

e) A={(z,y) € R?*:y >0,z > 0} ist nicht offen und auch nicht abgeschlossen.
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