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Aufgabe 1:
Bestimmen Sie die Losung des Anfangswertproblems

y"(x) + 4y (x) = Beos(x), y(0) =0, ¥'(0) =1, y"(0) = —4.

Loésungsvorschlag zu Aufgabe 1:
Behauptung: Die Losung des Anfangswertproblems lautet y(z) = sin(z) — 1 + cos(2z) (z € R).

Beweis: Das charakteristische Polynom der homogenen Gleichung lautet p(\) = A3+4X = A(A—2i)(A+2i).
Somit ist die allgemeine Losung der homogenen Gleichung gegeben durch

yn(z) = Are® + Agsin(2z) + Az cos(2z)  (z € R)

mit beliebigen Konstanten A, As, A3 € R. Um eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung zu
finden machen wir den Ansatz ys(z) := By sin(x) + Bg cos(z) (z € R). Dann gilt
y.(z) = By cos(x) — Bysin(z) und y.'(x) = —Bj cos(x) + By sin(z)
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fiir alle z € R. Einsetzen in die inhomogene Gleichung liefert
3 cos(x) = (=Bj cos(x) + By sin(z)) + 4(By cos(xz) — By sin(z)) = 3B; cos(x) — 3By sin(z) (x € R).

Ein Koeffizientenvergleich liefert By = 1 und By = 0, d.h. ys(x) = sin(z) (z € R) ist eine spezielle Losung
der inhomogenen Gleichung. Die Allgemeine Losung der Differentialgleichung lautet somit

y(z) = sin(x) + A1 + Agsin(2z) + Ascos(2z) (xz € R)
mit beliebigen Konstanten Ay, As, A3z € R.

Einsetzen der Anfangswerte liefert

0 =y(0) =sin(0) + A1 + Aysin(2-0) + Azcos(2-0) = A + As,
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cos(0) + 242 cos(2 - 0) — 2A3sin(2-0) = 1 + 244,
—4 £ y(0) = —sin(0) — 44 sin(2 - 0) — 445 cos(2 - 0) = —4A3,
d.h. A1 = -1, A = 0 und A3 = 1. Insgesamt erhélt man also die folgende Lésung des Anfangswertpro-

blems:
y(x) =sin(x) — 1 + cos(2z) (z € R).



Aufgabe 2:

(i)

(i)

Es seien D :=R x (=%,%) und f: D — R? definiert durch
f(z,y) := (ztan(y) + sin(z), 2y? + sin(x)e¥).

Zeigen Sie, dass ein § > 0 existiert, sodass f auf Us((r,0)) injektiv ist. Berechnen Sie auferdem die
Ableitung der Umkehrfunktion im Punkt (0, 0).

Esseien D := (—m,m)xRund g: D — R, g(z,y) := cos(x?) sin(y). Zeigen Sie, dass g Lipschitz-stetig
ist.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 2:

(i)

Behauptung: Es existiert ein 0 > 0, sodass f auf Us((m,0)) injektiv ist. Ferner gilt

g0 =9 14).

s

Beweis: f ist differenzierbar auf D mit Ableitung

/ _ (tan(y) +cos(z) @(1 + tan*(y))
f(zy) = < y? j{ cos(z)e¥ 2y + sin(:c:l)}cy> )

-1 =

d.h. es gilt f/'(7,0) = (_1 O>' Wegen det f/(0,0) = m # 0 existiert nach dem Umkehrsatz ein

d > 0 existiert, sodass f auf Us((m,0)) injektiv ist. AuRerdem existiert die Umkehrabbildung auf
f(Us((r,0)). Ebenfalls nach dem Umkehrsatz gilt f=! € C1(f(Us((,0))) sowie

0.0 = mo) = rmont = () T = (3 1)

™ s

Behauptung: g ist Lipschitz-stetig.
Beweis: g ist differenzierbar auf D mit
g (z,y) = (—2zsin(z?) sin(y), cos(z?) cos(y)).
Damit erhdlt man fir alle (z,y) € D (Beachte: |z| < 7):
g (z, y)||? = 422 sin?(2?) sin?(y) + cos?(z?) cos?(y) < 4n?-1-1+1-1=4dn% + 1.

Es seien nun a,b € D. Nach dem Mittelwertsatz existiert ein £ € S[a,b] C D (da D konvex) mit
g(b) — g(a) = g(&) - (b — a). Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt

19(b) = g(a)l = 19(&) - (b —a)| < [lg"(OIINIb — all < V472 + 1]|b - all,
d.h. g ist Lipschitz-stetig (mit Konstante v/4m2 + 1). O

Aufgabe 3:

(i)

Verbinden Sie die folgenden Aussagen mit logischen Beziehungen, indem Sie eines der folgenden
Symbole =, <, < oder den Text “keine Beziehung” in die Késtchen schreiben. Rechenwege und
Begriindungen werden nicht verlangt und nicht bewertet. Jedes Késtchen, welches die richtige Impli-
kation enthélt, wird mit +0,5 Punkten bewertet. Fehlt eine Implikation, gibt es fiir dieses Késtchen
keinen Punkt.



Es sei z € C.

Z e™* konvergiert absolut. k.B.» Im(z) < 0.

n=0

Es sei f: R2 —» R.

f ist differenzierbar in (0, 0). =2 f ist stetig partiell differenzierbar in
(0,0).

Es sei f: R? — R differenzierbar.

f hat ein lokales Maximum in =3) %(O7 0) = 0 fiir alle Richtungen a € R?,
(0,0). lall = 1.

Es seien (2, Yy )., eine Folge in R? und (z,y) € R%.

(Tn,yn) — (z,9) (n — 0). =4) max{Zn, yn} — max{z,y}

(ii) Esseien f: R = R, f(x):= 2%~ sowie

e, s #0,

g:R—=R, g(s):=
0 s=0.

Bestimmen Sie [%_g(s)e™*' ds (t € R).

Hinweis: f ist eine schnell fallende Funktion.

Lésungsvorschlag zu Aufgabe 3:
(i) 1) Fiir z := —1 gilt Im(2) = 0 und |e~!| < 1, d.h. die Reihe Y7 e™"| = 32> (%)™ konvergiert

n=0
absolut. Fiir z := —i gilt Im(z) = =1 < 0 und |e™*| = 1, d.h. die Reihe Y " [e™™"| = Y07 /1"
divergiert.

2) Nach der Vorlesung sind stetig partiell differenzierbare Funktionen differenzierbar. Die Funktion

(2 +y?)sin(gzp), (2.y) #0,
0, (z,y) = (0,0)

ist differenzierbar in (0, 0) (mit Ableitung (0, 0)) aber nicht stetig partiell differenzierbar in (0, 0).
3) Hat f in (0,0) ein lokales Maximum, so gilt grad f(0,0) = (0,0). Somit erhélt man %(0,0) =
grad £(0,0) - a = 0 fiir alle @ € R? mit ||a|| = 1. Fiir die Funktion f: R? — R, f(z,y) = 2% + y?
gilt %(O, 0) = 0 fiir alle Richtungen a € R?, ||a|| = 1, aber f hat in (0,0) ein lokales Minimum.
4) Fiir a,b € R gilt max{a, b} = 3(a+b+|a—b]). Gilt also (zy,y,) — (z,y) (n = 00), so folgt mit
der Stetigkeit des Betrags

f:R? 5 R, f(x,y):{

1 1
max{Tn, T, } = ) (Tn +Yn + |20 —Ynl) = i(x"‘y + |z —y|) = max{z,y} (n — o0).

Fiir (zn,yn) == ((-1)™,1) (n € N) und (z,y) := (1,1) gilt max{z,,yn} = 1 - 1 = max{z,y}
(n — 00), aber ((zn,yn))52, ist divergent.

(ii) Behauptung: Es gilt [*_g(s)e'* ds = —f'(t) = —2t(1 — 2)e="" (t € R).



—

Beweis: Da f eine schnell fallende Funktion ist, gilt nach einem Satz aus der Vorlesung f®)(s) =
(is)2f(s) (s € R). Somit erhiilt man fiir s # 0:

—

gs) = 120 _ TG Lm0~ P,

52 52

Fiir s = 0 gilt ohnehin ¢g(0) = 0 = —iOf(O) = —]?’(0), also gilt g(s) = —f/(s) (s € R). Mit der
inversen Fouriertransformation erhilt man somit

/OO g(s)e*tds = — /_00 Fis)etds = —f'(t) = —2t(1 —t2)e™ " (t € R).

— 00

Aufgabe 4:

Schreiben Sie die gesuchten Ergebnisse in die dafiir vorgesehenen Késten. Es wird jeweils nur das Ergebnis
im Kasten bewertet. Rechenwege und Begriindungen werden nicht verlangt und nicht bewertet. Jede
richtige Antwort wird mit +0,5 Punkten bewertet.

(i) Bestimmen Sie den folgenden Cauchyschen Hauptwert, falls dieser existiert:
CH — / (z+1)e 1"l do = .
—o0
(ii) Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem der Gleichung y* (z) — 4y(z) = 0:

{sin(\/ix),cos(\/ix),eﬂz,e_ﬁx} .

(iii) Essei f: R? — R, f(z,y) := arctan(zy). Bestimmen Sie die Hessematrix

1 (—29:?;3 1—($y)2)
(1+ (zy)2)2 \1 - (ay)* —22%y )|

Hp(z,y) =

(iv) Es seien M := {(z,y,2) € R®: 22 <2?+¢*> <2, 2>0} und f: R® = R, f(z,y,2) = |z|e’”2+yz.
Berechnen Sie das folgende Integral:

[ty day) =| Fe 41|
M

(v) Bestimmen Sie die Losung des Anfangswertproblems 3/ (z) = cos(z)e¥(®)=25n() (0) = 0:

y(z) = | —log (; (e*QSinm + 1)> (z € R).

(vi) Es sei B:={(z,y,2) € R3: 2? + y* + 22 <5, 1 < 2% + y?}. Berechnen Sie das Volumen:

2
|B| = 3—7r.
3

Loésungsvorschlag zu Aufgabe 4:

(i) Fiir o > 0 gilt
« « «
/ (x4 el de = / ze~ 17l da + 2/ e~ 17l dg.

Da z — ze~|*l antisymmetrisch ist, folgt ffa ze~1*l dz = 0 (a > 0) und wir erhalten

CH — / (z+1)e”®ldz = lim (z+1)e”®lde = lim 2 { - ez} = lim 2(1—e™®) =2.
— o a—oo [_ a—00 0 a—00



(ii) Das charakteristische Polynom lautet p(\) = A* —4 = (A2 + 2)(A — v/2)(A + v/2). Damit ist ein
Fundamentalsystem gegeben durch {sin(v/2z), cos(v2z), eV2% e~ V27},

(iii) f ist zweimal differenzierbar auf ganz R mit Ableitung

2z 12y’
Hy(z,y) = < e ez Y 3(1+(’”y)2)2> = ;22 (1 _2Iy32 ! _2(5632/)2)
' L 20y _ 2%y —(x —9z :
T @) — TP T )7 (1 + (zy)?) (zy) y

(iv) Mit Zylinderkoordinaten erhélt man

V2 o V2 2 V2 1 -2 V2
/ flz,y,2)d(z,y, 2) :/ / / |z|e" rdrdpdz = 27r/ z[er } dz
M o Jo Jz 0 2 2
2

V2 V2
1 1
= 7r/ 2(e? — ez2) dz=m [6222 - ezﬂ
0 2 2" |,

ce((e 1) (- 1)) = T e

(v) Mittels Trennung der Verdnderlichen erhélt man

/e_y dy = /cos(x)e_%in(x) dx + ¢

mit einer Konstanten ¢ € R. Damit folgt

oY — _le—Qsin(ar) +e PN —y = IOg le—Qsin(x) —c).
2 2
Also 16st y(z) = —log (%e_gsm(x) — c) die DGL. Einsetzen des Anfangswertes liefert

! 1 1
0—y(0)——10g<2—c> = =3

Die Losung des Anfangswertproblems lautet somit y(z) = — log (% (6’25"1(””) + 1)) (z € R).

(vi) Fiir z € [-2,2] ist Q(z) := {(z,y) € R*: 1 <a? + y? <5 — 22} ein Kreisring um (0,0) mit innerem
Radius 1 und duRerem Radius v/5 — 22. Somit gilt |Q(z)| = 7(5 — 22 — 1) = 7(4 — 22). Mit dem

Prinzip von Cavalieri erhalt man

2
|B|:/_22|Q(z)dz:w/2(4—22)dz:27r{4z—;z?’} :27r(8—§> zgw.
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