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Aufgabe 1:
Bestimmen Sie die allgemeine Losung y: R — R der folgenden Differentialgleichung;:

y"(x) = 3y"(x) + 5y’ (x) — 3y(z) = 2ze”.

Loésungsvorschlag zu Aufgabe 1:
Behauptung: Die allgemeine Losung der Differentialgleichung lautet

1
y(z) = Ae® 4 Bcos(V2z)e® + C'sin(v2x)e” + 51:2639” (r eR,A,B,C €R).

Beweis: Das charakteristische Polynom der zugehorigen homogenen Differentialgleichung lautet
p(A) = A3 —3A% +- 5\ - 3.

Durch Raten findet man heraus, dass A; = 1 eine Nullstelle von p ist. Durch Polynomdivision erhélt man
weiter

pA) = (A =1)(A\2 =2\ +3)
und es gilt
M_2A43=0 & A-1-V2)A-1++2))=0
& A=1-V2iV A3=1+2i

Da das charakteristische Polynom ein komplexes Paar von Nullstellen besitzt, es aber nach einer Losung
y: R — R gesucht wird, bilden die drei Funktionen

yi(z) == €%, yo(z) :=cos(v2x)e®, und ys(x) :=sin(v2z)e® (z € R)

ein Fundamentalsystem der homogenen Differentialgleichung. Um eine spezielle Losung der inhomogenen
Differentialgleichung zu finden, kann man den Ansatz y,(r) = (A + Bx)e® = (Az + Ba?)e® wihlen
(beachten Sie, dass die rechte Seite der Differentialgleichung von der Form g(x)e"® cos(dz) mit v =1, =0
und einem Polynom ¢ ersten Grades ist, wobei v+ i = 1 eine einfache Nullstelle von p ist). Differenzieren
von ¥, ergibt

y,(z) = (A+ (A+2B)z + Ba?) e,
yy(z) = (2A+ 2B + (A +4B)z + Ba?) e”,
vy (x) = (3A+ 6B + (A + 6B)x + Bx?) e".
Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt
2(A +2Bx)e” L 2ze.

Durch Koeffizientenvergleich erhélt man A = 0 und B = % Die allgemeine Losung der Differentialglei-
chung lautet daher

y(z) = yn(z) + yp(z) = Ae® + Bcos(v2x)e” + C'sin(v2z)e” + %x%"” (r eR, A, B,C €R).



Aufgabe 2:
Es sei f: R* — R? definiert durch
f(x1, @0, y1,12) == (207e¥" — 25, x5 cos(y1) — 2a3y2) -
Zeigen Sie: Es existieren Radien §,n7 > 0, sodass fir alle (z1,22) € Us(1,2) eine eindeutige Losung

g(z1,22) € Uy(0,1) mit

f(x1,z2,g(x1,a?2)) = (070)

existiert. Berechnen Sie weiter die Ableitung der implizit definierten Funktion g im Punkt (1,2), d.h.
J'(1,2).

Loésungsvorschlag zu Aufgabe 2:

Behauptung: Es existieren Radien d§,n > 0, sodass fur alle (z1,22) € Us(1,2) eine eindeutige Losung
g(z1,22) € Uy(0,1) mit

f(x1,22,9(x1,22)) = (0,0)

-8

existiert. Weiter ist g auf Us(1, 2) stetig partiell differenzierbar und es gilt ¢’(1,2) = (_2

N[0 o

)

Beweis: Es gilt f € C*(R* R?), da alle Komponentenfunktionen von f stetig partiell differenzierbar sind.
Der Satz iiber implizit definierte Funktionen liefert den ersten Teil der Behauptung, falls f(xo, yo) = (0,0)

und det (%(mo,y0)> # 0 fiir o := (1,2) und yo := (0,1) gelten. Es gilt
£(1,2,0,1) =(2-1-¢” —2-1,2cos(0) —2-1-1) = (0,0).

Die Ableitung beziiglich y; und y, ist gegeben durch

of (21,2 ) = 2121 —6y3
(9(y1,y2) 1,22,Y1,Y2 —.TQSiIl(yl) _23:% )

d.h.

of (2 =6
78(y1,y2)(1’2’0’1) = <0 _2> .

Die Determinante dieser Matrix ist —4 und damit ungleich 0. Der Satz {iber implizit definierte Funktionen
liefert also den ersten Teil der Behauptung, d.h. es existieren Umgebungen Us(1,2) und U, (0, 1) sowie
eine eindeutige Funktion g: Us(1,2) — U, (0,1) mit f(z1, 22, g(x1,22)) = 0 fiir (x1,22) € Us(1,2). Zudem
ist g auf Us(1,2) stetig partiell differenzierbar und es gilt

gl(xo) == (gjyc(l"o,yo))_ %(%JJO)-

(atynzon) = 5(7 -0 )

und fiir die Ableitung nach z; und x5 ergibt sich fiir alle (21,22, 91,%2) € R*:

Weiter berechnet man

of (21,2 - <4xley1 0
xy,w9) " " DYV =\ _dgyy, cos(yn))

Somit ergibt sich
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Aufgabe 3:

(i) Verbinden Sie die folgenden Aussagen mit logischen Beziehungen, indem Sie eines der folgenden
Symbole =, <=, < oder den Text “keine Beziehung” in die Ké&stchen schreiben. Rechenwege und
Begriindungen werden nicht verlangt und nicht bewertet. Jedes Késtchen, welches die richtige Impli-
kation enthalt, wird mit +0,5 Punkten bewertet. Fehlt eine Implikation, gibt es fiir dieses Kéastchen
keinen Punkt.

Es seien D C R? offen, f: D — R eine Funktion, 29 € D und a € R? eine Richtung.

8—(x0) existiert. < f ist in z( differenzierbar.
a

Es sei z € C.

o0 71 n

Z (2> 2" konvergiert. =2 |z| < 2.

n=0

Es seien D C R™ und f: D — R™ eine stetige Funktion.

f ist beschrinkt. =3) D ist kompakt.

(ii) Es sei f eine schnell fallende Funktion, d.h. f € S. Weiter sei fiir n € N die Funktion g,(t) :=
Soho f®)(t) (t € R) definiert. Zeigen Sie fiir s € R mit |s| < 1 die folgende Identitét:

L 7).

Hinweis: f*) (k € Ny) bezeichne die k-te Ableitung von f.

lim g,(s) =
A gn(s) = 7

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3:
(i) 1) Wenn f in z( differenzierbar und a eine Richtung ist, so existiert die Richtungsableitung %i(xo)
nach Satz 18.7.
Fiir zo = (x1, 22) definiere die Funktion f: D — R durch

(z —21)(y — x2)*
f(xvy) = (I*I1)2+(y7x2)4’ ((E,y) 7& (1'171‘2)7

0, sonst.

Dann existiert die Richtungsableitung %(mo) fiir alle Richtungen a, aber f ist in ¢ nicht stetig
und damit auch nicht differenzierbar.

2) Fiir z € C gilt

oo . n

—i . z

Z (2> 2" konvergiert & ‘5‘ <l & |zl<2

n=0

3) Da D kompakt und f stetig ist, ist f(D) C R™ kompakt, also inbesondere beschrénkt, d.h. f ist
beschriankt. Die Umkehrung gilt nicht, wie beispielsweise die Funktion f(x) :=1 (z € R) zeigt.

L fs).

(ii) Behauptung: Fiir s € R mit |s| < 1 gilt lim g,(s) = -
— = 7 n—00 1—1is

Beweis: Da f eine schnell fallende Funktion ist, gilt nach Satz 24.9 aus der Vorlesung fiir s € R und
k€ Ng: f(F)(s) = (1s)kf(s) Mit der Linearitét der Fouriertransformation folgt fiir s € R:

Gn(s) = 3 F®(s) = 3 (i) Fls) = S L
k=

1—1is
k=0 0

w



Fiir s € R mit |s| < 1 konvergiert der Ausdruck auf der rechten Seite und es gilt

1 =~

f(s).

lim g,(s) =

n— o0 1—1is

Aufgabe 4:

Schreiben Sie die gesuchten Ergebnisse in die dafiir vorgesehenen Késten. Es wird jeweils nur das Ergebnis
im Kasten bewertet. Rechenwege und Begriindungen werden nicht verlangt und nicht bewertet. Jede
richtige Antwort wird mit +0,5 Punkten bewertet.

(i) Essei B:= {(z,y,2) € R®: 2% + 22 <9 — (y — 3)%,y € [1,3]}. Berechnen Sie das Volumen:
|B| =| 227 |.

(ii) Es sei die Funktion g: R — R definiert durch g(t) := me~1*~I. Berechnen Sie die Fouriertransfor-
mierte g von g:

(iii) Bestimmen Sie den Cauchyschen Hauptwert, falls dieser existiert:

CH — / 2+ Slnh d _ '

1422

(iv) Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung
yW (@) —y"(x) + 29" (x) — 2y'(x) = 0:

{1, e®, cos(V2), sin(\@x)} .

(v) Die Funktion f: R? — R sei definiert durch f(z,y) := e*x cos( 2) ((x,y) € R?). Berechnen Sie die
Richtungsableitung von f im Punkt (1,0) in Richtung a := —( Vve—1):

of
5-(1,0) =[36|

(vi) Es sei M := {(z,y) € R?: |z| < 1,0 <y < |z|}. Berechnen Sie das folgende Integral:

1
/ z+y*d(z,y) =~
M

Loésungsvorschlag zu Aufgabe 4:
(i) Setze

B= {(Tawvy) GRB: (va) € [L?’] X [0327T]70§T§ 9*(y73)3}

Durch Ubergang zu Zylinderkoordinaten und da B ein Normalbereich ist, erhalt man

|B|:/ d(x,y,z)z/Nrd(r,cp,y):/S/Qﬂ/ O drdody
//27r (9—(y— 3))dg0dy—7r/1 9—(y—3)>%dy

{9y4(y 3) L = 22r.



(i)

(i)

(iv)

(vi)

Definiere f: R — R durch f(t) := e~ !*l. Damit gilt g(t) = 7f(t — 1) (t € R). Fiir die Fouriertrans-
formierte gilt:
R . 1 efis

Q(S) :ﬂc—iSf(S) — e 5. 77(14-,92) = 1552 (SER).

Der Sinus hyperbolicus ist eine ungerade Funktion. Fiir o > 0 folgt daher:

¢ 2 + sinh @2
/_a —Ejl_inxz(x) dx = /_a 522 dx = [2arctan(z)]? , = 2(arctan(a) — arctan(—a))

a— o0

4729 o,

d.h. der Cauchysche Hauptwert existiert und hat den Wert 2.

Das charakteristische Polynom der Differentialgleichung lautet p(\) = A* — A3 4 2)\2 — 2\ =
A(A — 1)(A? + 2). Die Nullstellen sind also {0, 1,4+/2i}. Folglich ist ein Fundamentalsystem der
Differentialgleichung gegeben durch

{1, e®, cos(V2z), sin(\@z)} .

Die Funktion f ist differenzierbar mit Ableitung

f'(x,y) = grad f(z,y) = (e"z cos(y?)(x +2), —2ea?ysin(y®))  ((z,y) € R?).
Somit existiert die Richtungsableitung im Punkt (1,0) in Richtung a und es gilt

a—f(l,O) =grad f(1,0)-a =

Oa Ve

1
3¢ — =
e 7
Es gilt
M={(z,y) eR*: —1<2<1,0<y< 2|},

insbesondere ist M ein Normalbereich bzgl. der z-Achse und wir erhalten

1 plz| 1 1 || 1 1
/ x+y2d(x,y):/ / x+y2dydac:/ {xy+y3} dx:/ x|z + 5 |z do
M —-1Jo —1 3 —0 —1 3

y=
2 [

:7/ :c‘?’dle.
3 Jo 6



