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Aufgabe 22 (Komplexe Zahlen)

(8 Punkte)
(a) Betrachten Sie die komplexen Zahlen z; = 1+ 4 und zo = 2 — 3i. Bestimmen Sie den Real- und
Imaginérteil der folgenden Ausdriicke:
_ _ 1 _ . z1 3.2
Zj — zj, 2jZj, P zj — Zj, EA fiir j € {1,2}, 27175,
J

21+ 29
(b) Zeigen Sie fiir beliebige komplexe Zahlen z,w € C die folgenden Formeln:
Zw = Zw,
Re(z) = 3(2 +72),
Im(z) = 5;(2 - 2),

|z+w|2+|z w|? —2|z|2+2\w|2

M‘H N‘

(c) Bestimmen Sie explizite Werte fiir cos(2Z), sin(2F).
Hinweis: Betrachten Sie die Losungen der Gleichung 2° = 1 iiber C

Im Allgemeinen: Fiir eine komplexe Zahl z und eine ganze Zahl k£ nennt man eine komplexe Lésung x
von zF = z eine komplexe k-te Wurzel von z.

(d) Bestimmen Sie die komplexen Losungen der Gleichung
22 +62—3+i(42+6)=0.
(e) Bestimmen Sie den Real- und Imaginérteil von
(L9 + (1 —d)".

Aufgabe 23 (Eisensteinzahlen)

(8 Punkte)
Es sei

die dritte Einheitswurzel. Wir setzen

R={z+yp; |z,y € Z}.

Man nennt die Elemente von R Eisensteinzahlen.

Handgeschriebene Losungen kénnen bis 8:00 Uhr am Freitag, dem 19. Dezember 2025, auf ILTAS
abgeben werden.


https://iag.math.kit.edu/iag5/iag5_Nepechiy.php
https://iag.math.kit.edu/iag5/iag5_Kupper.php
https://ilias.studium.kit.edu/ilias.php?baseClass=ilrepositorygui&ref_id=2753574

(a) Zeigen Sie, dass R ein Unterring von C ist.
Hinweis: Rechnen Sie nach, dass 1 + p4 + pﬁ_ = 0 gilt.

(b) Zeigen Sie, dass fiir jedes z € R gilt: |2|? € Z.
(c) Zeigen Sie, dass fur jedes multiplikativ invertierbare Element z € R gilt: |z| = 1.
(d) Bestimmen Sie alle multiplikativ invertierbaren Elemente von R und zeichnen Sie alle Eisensteinzahlen
z mit |z| < 2.
Aufgabe 24 (Lineare Gleichungssysteme iiber F; und C) (8 Punkte)

(a) Gegeben seien die Matrix

1 -1 2 2
A=110 3 -2 und der Vektor B := | —1
4 1 =3 3

Losen Sie das lineare Gleichungssystem AX = B vollstindig im Koérper Fr := Z/7Z.
(b) Gegeben seien die Matrix

1+ 2 —1 3
A= 0 1-2i 3 und der Vektor B := |4 — 2
24 -1 1 21

Losen Sie das lineare Gleichungssystem AX = B vollstindig im Koérper C.

Handgeschriebene Losungen kénnen bis 8:00 Uhr am Freitag, dem 19. Dezember 2025, auf ILTAS
abgeben werden.


https://ilias.studium.kit.edu/ilias.php?baseClass=ilrepositorygui&ref_id=2753574

