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GauBsches Eliminationsverfahren (GauB3-Algorithmus), grober Plan

Der Gauf-Algorithmus oder das Gaufische Eliminationsverfahren besteht aus drei bzw. vier
Teilen:

(I) Gegeben ein lineares Gleichungssystem Ax = b, verwende man Zeilenumformungen, um
ein aquivalentes lineares Gleichungssystem Zx = ¢ zu erhalten, sodass Z in Zeilenstufen-
form ist.

(II) Entscheide, ob es iiberhaupt eine Losung gibt, wenn nicht: brich ab.

(ITb) Optional: Verwende Zeilenumformungen, um das Gleichungssystem in erweiterte Zeilen-
stufenform zu bringen.

(ITI) Fiuhre freie Variable ein und l6se nach den Pivot-Variablen auf.

Schritt (IIb) ist nicht unbedingt notwendig, vereinfacht die Rechnung aber haufig.




Definition 2.5.3 (Elementare Zeilenumformungen). Die folgenden Operationen werden ele-

mentare Zeilenumformungen genannt:
(G1) Das Addieren des u-fachen einer Zeile auf eine andere Zeile.

(G2) Das Vertauschen zweier Zeilen.

(G3) Das Multiplizieren einer Zeile mit einem Skalar A # 0.
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GauB-Algorithmus Teil (I)

Es sei A € R™*" eine Matrix und b € R™.

* WENN die erste Spalte komplett nur Nullen enthéilt, ignoriere sie und wende diesen Al-
gorithmus auf die Restmatrix an.

e WENN die erste Spalte einen Nichtnulleintrag erhilt, wahle einen Nichtnulleintrag in
der ersten Spalte und vertausche die entsprechende Zeile mit der ersten Zeile durch ele-
mentare Umformung (G2). (Falls der Eintrag ganz oben links nicht null ist, kann dieser

Schritt entfallen).

e Benutze elementare Umformungen vom Typ (G1), um alle Eintriage unter dem eben ge-
wahlten Pivot-Element auf Null zu setzen.

* Ignoriere von jetzt an die Spalte ganz links und die Zeile ganz oben und verfahre mit dem

Rest wieder wie oben.

Die zu betrachtenden Restmatrizen werden immer kleiner und nach endlich vielen Schritten
ist die Matrix in Zeilenstufenform. Jede der Umformungen muss auf die Matrix A und auf
den Vektor b angewendet werden — nur so ist sichergestellt, dass die Losungsmenge sich nicht

andert.
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GauB-Algorithmus Teil (II)

Es sei A € R™*" eine Matrix in Zeilenstufenform mit r Pivot-Zeilen und b € R™.
* WENN (Vj>r:b;=0), DANN ist b € Bild(A) und es gibt es eine Losung;

* WENN (37 >r:b; #0), DANN ist b ¢ Bild(A) und es gibt keine Losung.
Algorithmus abbrechen.

GauB-Algorithmus Teil (ITb)
Es sei A € R™*" eine Matrix in Zeilenstufenform mit » Pivot-Zeilen und b € R™.

* Benutze elementare Umformungen vom Typ (G3), um alle Pivot-Eintrédge zu 1 zu machen.

* Benutze elementare Umformungen vom Typ (G1), um alle Eintrage iiber den Pivot-
Eintragen zu 0 zu machen. Beginne hierbei bei dem Letzten Pivot-Element.

Die Matrix ist nun in erweiterter Zeilenstufenform.
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GauB-Algorithmus Teil (IIT)

Gegeben sei eine Matrix A € R™*" in Zeilenstufenform mit r Pivot-Zeilen und b € Bild(A).

¢ Jede der (n —r) Nicht-Pivot-Variablen — falls vorhanden — wird mit einem Parameter ver-
sehen.

¢ Lose jede der Gleichungen von unten nach oben nach den Pivot-Variablen auf.

¢ Stelle den allgemeinen Losungsvektor (x1,... ,xn)T in Abhéngigkeit der (n —r) Parameter
auf.

¢ Schreibe den Losungsvektor als Summe eines konstanten Vektors x¢ (also ohne Para-
meter) und einer Linearkombination von Vektoren vq,...v,_,, wobei die Parameter die
Skalare sind. Die Losungsmenge ist nun der affine Unterraum

X() +LH(U1,...,vn—r)o

Die Vektoren viq,...,v,-r sind nach Konstruktion linear unabhéingig, also eine Basis fiir
LH(vy,...,v4-7).

Die Dimension der Losungsmenge ist also n —r, die Differenz zwischen dem Rang der Matrix
und der Anzahl der Spalten.
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