1. Klausur zur Vorlesung

Theoretische Grundlagen der Informatik
Wintersemester 2019/2020

Losung!

Beachten Sie:

e Bringen Sie den Aufkleber mit Threm Namen und IThrer Matrikelnummer auf diesem Deckblatt an
und beschriften Sie jedes Aufgabenblatt mit Threm Namen und Matrikelnummer.

e Schreiben Sie die Losungen auf die Aufgabenblitter und Riickseiten. Am Ende der Klausur sind
zusétzliche Leerseiten. Fordern Sie zusétzliches Papier bitte nur an, falls Sie den gesamten Platz
aufgebraucht haben.

e Es sind keine Hilfsmittel zugelassen.

Mogliche Punkte Erreichte Punkte
a b ¢ d by a b ¢ d D)
Aufg. 1 2 2 3 3 10
Aufg. 2 3 3 - - 6 - -
Aufg. 3 4 2 3 - 9 -
Aufg. 4 3 4 - - 7 - -
Aufg. 5 1 2 3 2 8
Aufg. 6 2 4 4 - 10 -
Aufg. 7 2 3 2 3 10
D) 60
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Problem 1: Endliche Automaten mit Ausgabe 2+ 2+ 34 3 =10 Punkte

In dieser Aufgabe betrachten wir deterministische endliche Automaten, die bei jedem Zustandsiibergang
ein Zeichen ausgeben. Der Einfachheit halber gehen wir davon aus, dass Eingabe und Ausgabe dasselbe
Alphabet ¥ benutzen. Es gibt zwei Moglichkeiten, die Ausgabe zu definieren:

Bei Mealy-Automaten hat jeder Zustandsiibergang seine eigene Ausgabe. Ein Mealy-Automat ist also ein
5-Tupel A = (Q, %, 6, s, F) mit Ubergangsfunktion d: @ x ¥ — @ x X.

Beispiel:

O

Beim Ubergang von ¢ zu r mit gelesenem Zeichen a wird das Zeichen b ausgegeben.

Bei Moore-Automaten hiingt die Ausgabe nur vom erreichten Zustand ab. Formal ist ein Moore-Automat
ein 6-Tupel A = (Q, X%, 6, \, s, F') mit Ubergangsfunktion d: @ x ¥ — @ wie iiblich und Ausgabefunktion
A Q— X

Achtung: Auch ein Moore-Automat gibt nur bei einem Zustandsiibergang ein Zeichen aus. Der Start-
zustand s erzeugt zu Beginn der Abarbeitung noch keine Ausgabe. Wird s aber spéter durch einen
Zustandsiibergang wieder erreicht, wird A(s) ausgegeben.

Beispiel:

q|a r|b

Zustand ¢ gibt beim Erreichen Zeichen a aus, wiahrend Zustand r Zeichen b ausgibt.

Wir nennen zwei Automaten dquivalent, wenn sie fiir jedes Eingabewort aus X* dasselbe Akzeptanzver-
halten haben und dieselbe Ausgabe produzieren.

(a) Geben Sie einen dquivalenten Mealy-Automat zu folgendem Moore-Automat an:

(b) Beschreiben Sie, wie fiir jeden Moore-Automat ein dquivalenter Mealy-Automat konstruiert werden
kann. Begriinden Sie, warum Thre Konstruktion korrekt ist!

(c) Geben Sie einen dquivalenten Moore-Automat zu folgendem Mealy-Automat an:
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(d) Beschreiben Sie, wie fiir jeden Mealy-Automat ein dquivalenter Moore-Automat konstruiert werden
kann. Begriinden Sie, warum Ihre Konstruktion korrekt ist!

Loésung:

(a) Folgender Mealy-Automat ist dquivalent:

(b) Sei ein Moore-Automat A = (Q,X,d,\, s, F) gegeben. Der Mealy-Automat A" = (Q,%,0',s, F)
mit §'(g,a) = (6(g,a), A(d(g,a))) ist dquivalent. Die Ausgabe wird also von den Zustéinden auf ihre
eingehenden Ubergiinge verschoben. Ein Zustand ¢ in A erzeugt genau dann Ausgabe A(q), wenn
er durch einen Zustandsiibergang erreicht wird. In A’ erzeugt jeder Ubergang zu ¢ genau diese

Ausgabe. Also ist das Ausgabeverhalten in beiden Automaten dquivalent.

(¢) Folgender Moore-Automat ist dquivalent:

oo | O

(d) Sei ein Mealy-Automat A = (Q,X,d,s, F) gegeben. Wihle ein beliebiges Zeichen z € X. Der
Moore-Automat A" = (Q x X,%,0", A, (s,2), F X ¥) mit §((g,a),b) = 6(q,b) und A((g,a)) = a ist
dquivalent. Es wird fiir jede Kombination aus Zustand ¢ und Zeichen a ein Zustand (g, a) angelegt,
der gerade a ausgibt. Ein Ubergang, der in A mit Ausgabe a zu ¢ gefithrt hat, fithrt nun zu (g, a).
Dadurch wird sichergestellt, dass im erreichten Zustand genau die Ausgabe erzeugt wird, die vorher
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die eingehende Kante erzeugt hat. Als Startzustand kann willkiirlich (s, ) ausgewéhlt werden, da
der Startzustand zu Beginn keine Ausgabe erzeugt.
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Problem 2: Regulidre Sprachen 3 4+ 3 = 6 Punkte

Fiir ein endliches Alphabet X sei eine Sprache der Form

L={w,€X*|keNT"}

gegeben, wobei fiir jedes k € NT gilt: |wpy1| — |wi| > **Vk. In der Wortfolge wy,ws,... werden die
Léangenabstidnde zwischen zwei aufeinanderfolgenden Wortern also immer grofier.

(a) Zeigen Sie, dass fiir jedes n € NT ein k € NT existiert, sodass |wgy1] — |wg| > n und |wg| > n.
(b) Zeigen Sie, dass L nicht regulér ist.
Loésung:

(a) Aus *°%/z > 1 fiir @ > 1 folgt |w,| > x — 1. Wihle k = n2020 + 2. Es gilt |wy| > n?92° > n.
AuBerdem gilt |wyy 1| — |wg| > *VEk = *V/n2020 12 > n,

(b) Wir zeigen, dass L nicht die Aussage des Pumping-Lemmas erfiillt. Wihle fiir jedes n € N das wy
mit k aus Aufgabenteil (a). Betrachte eine Zerlegung wy = uvzr mit |uv| < n und v # e. Es ist

(a)
ol <n < Jwpsa] — wgl.

Dann gilt |uv?z| = |wy| + [v] < |wg| + |wis1| — |wk| = [wk1]. Also gilt uv?z ¢ L.
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Problem 3: Kontextfreie Grammatiken 4 + 2 4+ 3 =9 Punkte

Gegeben sei die kontextfreie Grammatik G = (X = {a,b,c,d},V = {4, B,C, D, E}, A, R). Die Regel-
menge R enthilt folgende Regeln:

A— AB|EC |a
B—CA
C—-CC|DC|c
D —d
E—-CA|DA

(a) Wenden Sie den CYK-Algorithmus auf das Wort adcaca an. Ist das Wort in L(G) enthalten?

a d ¢ a c a

(b) Geben Sie einen Ableitungsbaum fiir das Wort adcaca in G an.

(c) Der Ableitungsbaum fiir ein Wort ist im Allgemeinen nicht eindeutig. Geben Sie ein Verfahren an,
das mithilfe der vom CYK-Algorithmus erzeugten Tabelle alle moglichen Ableitungsbiume fiir das
iiberpriifte Wort generiert.

Hinweis: Berechnen Sie rekursiv fiir jedes Symbol X in Zelle V; der Tabelle die Menge aller Ablei-
tungsbdume, die mogliche Ableitungen von X auf das Teilwort w;; reprdsentieren.

Loésung:

(a) Vergleiche folgende Tabelle:
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A
B, E
A AE B, E
B, E A A
C B, E B, E
A D C A C A
a d c a C a

Das Wort ist also in der Sprache enthalten.

(b) Folgendes ist ein moglicher Ableitungsbaum (es gibt mehrere!):
/ . \
A B
RN /\
A B C A
| /SN ]
a C A c a
/N
D C a
Lo

d C

(c) Fiir i = 1 gibt es genau einen Ableitungsbaum; dieser hat die Form X — w,;. Ansonsten lassen
sich die moglichen Ableitungsbaume von X auf w;; rekursiv aus den bereits berechneten Baumen
zusammensetzen. Priife dafiir fiir alle ¢ < k < 7, Y € Vi, und Z € V414, ob die Regel X — Y Z
existiert. Falls ja, miissen die bereits berechneten Baume fiir Y € Vi, und Z € Vj41 ; zusammenge-
setzt werden. Bei y Bdumen fiir Y und z Bdumen fiir Z entstehen y -z mogliche Baume fiir X. Diese
bestehen aus der Wurzel X, an die links der Baum fiir Y und rechts der Baum fiir Z angehingt
wird. Die Ableitungsbdume fiir w sind dann am Ende die berechneten Biume fiir S € Vy,,.
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Problem 4: Turing-Maschinen mit Lesezeichen 3 4+ 4 = 7 Punkte

Wir erweitern das Berechnungsmodell der Turing-Maschine (ein Kopf, ein Band, eine Spur) folgender-
mafen. Zusitzlich zum Kopf verfiigt die Turing-Maschine iiber zwei Lesezeichen. Anfangs befinden sich
diese auf der Startposition des Kopfes. Neben den iiblichen Operationen kann sich die Turing-Maschine
nun in jedem Schritt entschliefen, eins der Lesezeichen auf die aktuelle Kopfposition zu verschieben. Das
Bandsymbol an dieser Position wird dadurch nicht geldscht.

Auflerdem ist es moglich, von der aktuellen Position zu einem beliebigen Lesezeichen zu springen. Sowohl
das Verschieben eines Lesezeichens als auch das Springen zu einem Lesezeichen bendtigen jeweils einen
Zeitschritt. Durch das Springen zu einem Lesezeichen kénnen also gréfiere Distanzen in einem Zeitschritt
iiberwunden werden. Wir bezeichnen dieses Modell als Lesezeichen- Turing-Maschine (LTM).

(a) Beschreiben Sie eine LTM, die die Palindromsprache in Linearzeit erkennt.

Losung:

Setze ein Lesezeichen auf dem linkesten Eingabesymbol. Bewege den Kopf nun auf das rechteste
Eingabesymbol und setze dort das zweite Lesezeichen. Nun kann in konstanter Zeit zwischen beiden
Wortenden hin- und hergesprungen werden. Vergleiche jeweils die beiden Symbole an den Wortenden
und verschiebe dann beide Lesezeichen eine Position nach innen.

(b) Zeigen Sie, dass Lesezeichen-Turing-Maschinen und (herkémmliche) Turing-Maschinen gleich
méchtig sind.

Loésung:

Eine Mehrband-TM kann eine LTM leicht simulieren, indem fiir jedes Lesezeichen der Offset zur
aktuellen Kopfposition auf einem zusétzlichen Band gespeichert wird. Dann kann das Springen zu
einem Lesezeichen durch Herunter-/Hochzéhlen dieses Offsets simuliert werden. Aus der Vorlesung
ist bekannt, dass Mehrband-TMs und TMs gleich méchtig sind. Umgekehrt kann eine LTM eine
TM durch Nichtbenutzen der Lesezeichen simulieren.
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Problem 5: Entscheidbarkeit 1+ 2+ 3+ 2= 8 Punkte

In dieser Aufgabe sollen Sie eine Eigenschaft von entscheidbaren Sprachen beweisen, die sich informell
so ausdriicken ldsst: Um zu zeigen, dass eine Sprache entscheidbar ist, reicht es, eine Turing-Maschine zu
finden, die fiir ,fast alle“ (d.h. alle bis auf endlich viele) Wérter die richtige Antwort gibt.

Sei dazu eine beliebige Sprache L gegeben und eine Turing-Maschine M, die eine Sprache A entscheidet.
Die Situation lasst sich wie folgt darstellen:

(d)

2\ (LU A)

Zeigen Sie: Die Menge der entscheidbaren Sprachen ist unter Komplementbildung abgeschlossen.
Zeigen Sie eine der folgenden Aussagen:

(1) Die Menge der entscheidbaren Sprachen ist unter Vereinigung abgeschlossen.

(2) Die Menge der entscheidbaren Sprachen ist unter Schnitt abgeschlossen.

Geben Sie explizit an, welche der beiden Aussagen Sie zeigen. Sie diirfen beide Aussagen im Fol-
genden benutzen.

Zeigen Sie: Wenn A C L gilt (also A\ L leer ist) und L\ A endlich ist, dann ist L entscheidbar.
Zeigen Sie: Wenn L\ A und A\ L endlich sind, dann ist L entscheidbar.

Losung:

(a)

(b)

Sei L eine entscheidbare Sprache. Es existiert eine deterministische Turing-Maschine, die L ent-
scheidet. Wenn bei dieser das Akzeptanzverhalten vertauscht wird, entscheidet sie L.

Betrachte zwei entscheidbare Sprachen L; und Ls. Es existieren zwei Turing-Maschinen M; und
My, die Ly bzw. Lo entscheiden. Dann lisst sich Ly N Ly (bzw. L1 U Ls) entscheiden, indem erst
M und dann My simuliert wird und genau dann akzeptiert wird, wenn beide akzeptieren (bzw.
eine der beiden akzeptiert). Da M; und My halten, hilt auch M.

Nach Aufgabenstellung ist A entscheidbar. L\ A ist endlich und somit ebenfalls entscheidbar. Wegen
L=AU(L\ A) und Aufgabenteil (b) ist dann auch L entscheidbar.

A, L\ A und A\ L sind alle entscheidbar. Wir definieren die Abkiirzungen B := A\ L und C := L\ A.
Es gilt L = (A\ B)UC = (AN B° UC. Da entscheidbare Sprachen unter Schnitt, Komplement
und Vereinigung abgeschlossen sind, ist L entscheidbar.
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Problem 6: NP-Vollstindigkeit 2 + 4 4+ 4 =10 Punkte

In der Vorlesung wurde das NP-vollstandige Entscheidungsproblem 3-SAT vorgestellt:

Gegeben:  Menge U von n Variablen
Menge C von k Klauseln iiber U
Jede Klausel enthélt hichstens drei Literale

Frage: Existiert eine erfiillende Wahrheitsbelegung fiir C?7

Achtung: In der Vorlesung wurde gefordert, dass jede Klausel genau drei Literate enthélt. Hier wird
nur gefordert, dass jede Klausel hichstens drei Literale enthélt. Auch in dieser Variante ist 3-SAT NP-
vollstandig.

Wir betrachten nun das leicht abgewandelte Entscheidungsproblem 3,3-SAT:

Gegeben: Menge U von n Variablen
Menge C von k Klauseln iiber U
Jede Klausel enthélt hochstens drei Literale
Jede Variable kommt in héchstens drei Klauseln vor

Frage: Existiert eine erfiillende Wahrheitsbelegung fiir C?7

Wir sagen, dass eine Variable x in einer Klausel vorkommt, wenn die Klausel x oder z enthélt. Beachten
Sie, dass eine Variable mehrfach in einer Klausel vorkommen kann. Gezéhlt wird dann nur die Klausel
als Ganzes, nicht die Anzahl der Vorkommen innerhalb der Klausel.

(a) Gegeben seien j Variablen z1,2,...,z;. Geben Sie eine Menge C von j Klauseln mit jeweils
hochstens drei Literalen an, sodass jede Variable in genau zwei Klauseln vorkommt und C' genau
zwei erfiillende Belegungen hat: 1 = 2 = ... = z; = wahr und 2; = 22 = ... = x; = falsch.

(b) Gegeben sei eine 3-SAT-Instanz (U, C), in der genau eine Variable z in mehr als drei Klauseln
vorkommt. Konstruieren Sie daraus eine 3,3-SAT-Instanz (U’, C') und zeigen Sie, dass diese genau
dann erfiillbar ist, wenn (U, C) erfiillbar ist.

(¢c) Zeigen Sie, dass 3,3-SAT NP-vollstéindig ist. Geben Sie bei Ihrer Reduktion explizit an, von welchem
Problem auf welches reduziert wird!

Loésung:

(a) Folgende j Klauseln erfiillen die Forderung:

x1V T2

T2V I3

Tj—1 VI,
T V T
Die Klausel x; V Z3 entspricht der Implikation zo = x1, d.h. wenn x5 mit wahr belegt wird, muss

auch z; mit wahr belegt werden. Zusammen bilden die Klauseln die zyklische Implikationskette
T; = x;_1 = --- = 21 = x;. Diese erzwingt, dass alle Variablen gleich belegt werden.
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(b)

Seien c1,...,c; die j > 3 Klauseln, in denen = vorkommt. Wir ersetzen = durch j neue Variablen
Z1,...,%;, wobei wir in Klausel ¢; alle Vorkommen von x bzw. & durch x; bzw. ; ersetzen. Zusétzlich
fiigen wir wie in Aufgabenteil (a) beschrieben j neue Klauseln ein, die erzwingen, dass alle x; dieselbe
Wabhrheitsbelegung haben. Die neu eingefiigten Variablen kommen jeweils in drei Klauseln vor. Also
ist das Ergebnis eine 3,3-SAT-Instanz.

Die konstruierte 3,3-SAT-Instanz (U’,C") ist genau dann erfiillbar, wenn die urspriingliche 3-SAT-
Instanz (U, C) erfiillbar ist:

=: Betrachte eine Belegung von U’, die C” erfiillt. Konstruiere daraus eine Belegung von U, die
C erfiillt. Fiir alle Variablen aufler x kann der Wahrheitswert einfach iibernommen werden.
Dann sind offensichtlich alle Klauseln erfiillt, in denen z nicht vorkommt. Die Konstruktion
aus Aufgabenteil (a) erzwingt, dass alle z; denselben Wahrheitswert haben. Ubernehme diesen
fiir . Dann sind auch ¢y, ..., ¢; erfiillt.

<: Betrachte eine Belegung von U, die C erfiillt. Konstruiere daraus eine Belegung von U’, die
C’ erfiillt. Fiir alle Variablen auer den neu eingefiigten x1,...,z; kann der Wahrheitswert
einfach iibernommen werden. Dann sind offensichtlich alle Klauseln erfiillt, in denen x1,...,x;
nicht vorkommen. Belege jedes neu eingefiigte x; mit dem Wahrheitswert von x. Dann sind
die modifizierten Klauseln, die vorher x enthielten, offensichtlich erfiillt. Aulerdem sind die j
neu eingefiigten Klauseln erfiillt, da alle z; denselben Wahrheitswert haben.

Dass 3,3-SAT in NP liegt, folgt trivialerweise daraus, dass 3-SAT in NP liegt. Fiir eine gegebene
Wahrheitsbelegung kann genau auf dieselbe Weise wie bei 3-SAT iiberpriift werden, ob alle Klauseln
erfiillt sind.

Wir zeigen, dass 3,3-SAT NP-schwer ist, indem wir von 3-SAT auf 3,3-SAT reduzieren. Gegeben sei
eine 3-SAT-Instanz (U, C). Fiihre nun fiir jede Variable z, die in mehr als drei Klauseln vorkommt,
die Konstruktion aus Aufgabenteil (b) durch. Das Ergebnis ist eine 3,3-SAT-Instanz.

Ein Ersetzungsschritt fiir eine einzelne Variable x ist in Zeit O(k) méglich, indem alle k wur-
spriinglichen Klauseln auf Vorkommen von x iiberpriift werden und dann die j < k neuen Va-
riablen und Klauseln generiert werden. In vorigen Ersetzungsschritten eingefiigte Klauseln miissen
nicht {iberpriift werden, weil alle darin enthaltenen Variablen in genau zwei Klauseln vorkommen.
Insgesamt miissen hochstens n Variablen ersetzt werden, also ist die Reduktion in Zeit O(nk)
durchfiihrbar.

Fiir jeden einzelnen Ersetzungsschritt wurde bereits in Aufgabenteil (b) gezeigt, dass die
Erfiillbarkeit der Instanzen erhalten bleibt. Also gilt dies auch fiir die gesamte Reduktion.
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Problem 7: Approximation 2+ 3+ 2+ 3 =10 Punkte

Gegeben sei eine Menge P C R? von n Punkten in der Ebene. Verschiedene Punkte in P haben stets
verschiedene z-Koordinaten und verschiedene y-Koordinaten.

Das Optimierungsproblem MINIMAL-k-ENCLOSINGDISK (MKED) besteht darin, das kleinste » € R zu
bestimmen, sodass gilt: Es gibt einen Kreis mit Radius r, der mindestens k Punkte enthélt.

Sei m = [4n/k]. Platziere nun m—1 vertikale Geraden, die die Ebene so in m vertikale Streifen unterteilen,
dass in jedem Streifen héchstens k/4 Punkte liegen. Platziere ebenso m — 1 horizontale Geraden, die die
Ebene in m horizontale Streifen unterteilen. Die Geraden sollen auflerdem keinen Punkt schneiden.

Hier ist ein Beispiel fiir n = 24,k = 12 und m = 8:

(a) Erkldren Sie, wie die Lage der Geraden in Polynomialzeit berechnet werden kann.

Loésung:

Sei x1,x2,...,x, die sortierte Folge der z-Koordinaten der Punkte in P. Fiir ¢ = 1,2,...,m — 1
sei j = i(k/4). Platziere die i-te Vertikale zwischen die z-Koordinaten z; und z;41. So schneidet
keine Gerade einen Punkt. Das Sortieren erfordert O(nlogn) Zeit, die restliche Berechnung benétigt
Linearzeit. Die Gesamtlaufzeit ist also O(nlogn).

Die Geraden ergeben ein Gitter, dessen Eckpunkte die Schnittpunkte der Geraden sind.

(b) Zeigen Sie, dass ein Kreis, der keinen Eckpunkt des Gitters enthélt (sieche Abbildung), hochstens
k/2 Punkte aus P enthalten kann.
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Loésung:
Ein solcher Kreis liegt vollstdndig innerhalb der Vereinigung eines vertikalen und eines horizontalen
Streifens und kann demnach hochstens k/4 + k/4 = k/2 Punkte enthalten.

Damit ist gezeigt, dass jeder Kreis, der mindestens k Punkte aus P enthélt, auch einen Eckpunkt des
Gitters enthélt.

Unser Approximationsalgorithmus funktioniert folgendermaflen. Betrachte jeden Gitterpunkt g und be-
rechne den Radius des kleinsten Kreises mit Mittelpunkt g, der mindestens k Punkte aus P enthélt. Gib
den kleinsten so berechneten Radius aus.

(¢) Erkliren Sie, wie fiir einen Gitterpunkt g der Radius des kleinsten Kreises mit Mittelpunkt g, der
mindestens k£ Punkte aus P enthilt, in Polynomialzeit berechnet werden kann.

Lésung:
Sortiere die Punkte P aufsteigend nach ihrer Distanz zu g. Der gesuchte Radius ist die Entfernung
zum k-ten Punkt in dieser Folge. Das geht in O(nlogn) Zeit.

Weil es (m — 1)? € O((n/k)?) Gitterpunkte gibt, hat also auch der gesamte Approximationsalgorithmus
polynomielle Laufzeit.

(d) Zeigen Sie, dass der obige Approximationsalgorithmus eine relative Giitegarantie von 2 hat. Bewei-
sen Sie dazu, dass ein Kreis C' mit minimalem Radius 7 stets vollstéindig in einem Kreis C’ mit
Radius 2r enthalten ist, wobei der Mittelpunkt von C’ ein Eckpunkt des Gitters ist.

Hinweis: Dreiecksungleichung.

Losung:

Sei M der Mittelpunkt von C'. Wir wissen bereits, dass C einen Gitterpunkt g enthilt. Wihle C” als
den Kreis mit Radius 2r und Mittelpunkt g. Jeder Punkt p in C' hat Abstand hochstens r von M.
Der Abstand von M zu g ist ebenfalls hochstens r. Nach der Dreiecksungleichung ist der Abstand
von p zu g hochstens 2r und damit ist p in C' enthalten.



