2. Klausur zur Vorlesung

Theoretische Grundlagen der Informatik
Wintersemester 2021/2022

Losung!

Bringen Sie den Aufkleber mit Threm Namen und Ihrer Matrikelnummer auf diesem Deckblatt an
und beschriften Sie jedes Aufgabenblatt mit Threm Namen und Matrikelnummer.

Schreiben Sie die Losungen auf die Aufgabenblitter und Riickseiten. Am Ende der Klausur sind
zusétzliche Leerseiten. Fordern Sie zusétzliches Papier bitte nur an, falls Sie den gesamten Platz
aufgebraucht haben.

Die Tackernadel darf nicht gelost werden.
Als Hilfsmittel ist ein beschriebenes A4-Papier erlaubt.

Einlesezeit: 15 min
Bearbeitungszeit: 2 h

Mogliche Punkte Erreichte Punkte
a b c d e DX a b c d e DX

Aufg. 1| 1 1 3 3 1 9

Aufg. 2 3 2 5 - - 10 - -
Aufg. 3 1 1 1 6 - 9 -
Aufg. 4 1 5 2 - - 8 - -
Aufg. 5 1 2 6 — - 9 - -
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Problem 1: Grammatiken/Pumping-Lemma I1+1+3+3+1=9 Punkte

Eine lineare Grammatik ist eine kontextfreie Grammatik mit der zusétzlichen Eigenschaft, dass auf der
rechten Seite jeder Regel hochstens eine Variable vorkommt. Wie immer bei kontextfreien Grammatiken
besteht die linke Seite jeder Regel aus genau einer Variable. Eine lineare Sprache ist eine Sprache, die von
einer linearen Grammatik erzeugt wird.

Wir wollen in dieser Aufgabe die Klasse der linearen Sprachen untersuchen. Dazu betrachten wir zwei
Beispielsprachen:

o [, ={a’ b | 7 € No}. Aus der Vorlesung ist bekannt, dass L; kontextfrei, aber nicht regulér ist.
o Ly ={alb/ckd" | j,k € No}

(a) Geben Sie eine lineare Grammatik fiir Ly an.

(b) Geben Sie eine kontextfreie Grammatik fiir Ly an.

Fiir lineare Sprachen kann folgendes Pumping-Lemma gezeigt werden:

Sei L eine lineare Sprache. Dann existiert eine Zahl n € N, sodass fiir jedes Wort z € L mit |z| > n eine
Darstellung

z = wvwzy mit juvzy|] < n,vx £ e

existiert, bei der auch wv'wz'y € L ist fiir alle i € Ny.

(c) Zeigen Sie (durch explizites Nachrechnen), dass Ly die Aussage des Pumping-Lemmas fiir lineare
Sprachen erfiillt.

(d) Zeigen Sie, dass Lo nicht linear ist.

(e) Wir bezeichnen mit £; die Menge der Sprachen von Chomsky-Typ ¢ und mit Ly;, die Menge der
linearen Sprachen. In welcher Beziehung stehen Lo, L35 und Ly, zueinander? Kreuzen Sie die (einzige)
richtige Wahl an. Begriinden Sie fiir die richtige Wahl kurz beide Inklusionen bzw. (Un-)Gleichheiten.

O L3=Lin €L

=

O L3 C Lin & Lo
O Lin CL3C Ly
U L3 C Liin = L2

Losung:

( ) G = ({avb}v{S}WS? {S — asSh | 5})
(b) Gy = ({avbacvd},{sa X,Y},S, R) mit

&

R={S— XY
X —aXble
Y = cYd | e}

(c) Wihle n = 2. Worter aus Ly der Lénge > 2 haben die Form a’ b? mit j > 1. Wiihle die Zerlegung z =
wowzy mit u =y =¢,v=a, z =b und w = a’~ b/ ~!. Dann gilt |luvzy|] = 2 und vz # e. Fir i € Ny
gilt wiwaly = al tE-Dp 0= ¢ .
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(d) Sei n € N. Wihle das Wort z = a”b"c"d™ mit |z| > n. Dann gilt fiir jede Zerlegung z = wvwzy
mit |uvzy| < n, dass w alle b’s und ¢’s enthalten muss. Aus vz # e folgt, dass vz mindestens
ein a oder d enthilt. Das bedeutet, dass uv?wz?y mindestens ein a oder d mehr enthilt als w, aber
genauso viele b’s und c’s. Also gilt uv?wz?y ¢ Lo.

() L3 < Liin € Lo
Begriindung;:
e L3 C Lyin: Rechtslineare Grammatiken erfiillen alle Eigenschaften von linearen Grammatiken.
o L3 # Lyin: Ly ist nicht regulér, aber nach (??) linear.
e Liin C Lo: Lineare Grammatiken sind als Spezialform von kontextfreien Grammatiken definiert.

Lyin # Lo Lo ist nach (?7?) kontextfrei, aber nach (??) nicht linear.
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Problem 2: Grammatiken/Automaten 3 + 2 + 5 = 10 Punkte

Eine Grammatik G = (X,V, S, R) heiit fast-rechtslinear, falls ihre Regeln folgende Form haben. Regeln
ohne Startsymbol sind rechtslinear, haben also die Form

(7) Y 5wZ|e mitweXundY,Z eV \{S}.

AuBerdem ist genau eine Regel erlaubt, die das Startsymbol auf eine oder mehrere Variablen abbildet.
Diese Regel hat also die Form

(44) S =« mit o € (V\ {S} .

Dabei darf niemals auf das Startsymbol abgebildet werden.

(a) Die Grammatik Gggp = (X,V, S, R) mit ¥ = {0,1}, V = {S, 4, B, C} und folgender Regelmenge ist
fast-rechtslinear.

R={ S§— ACA
A—0B|e
B — 04
C—1C|e

Geben Sie einen endlichen Automaten an, der die Sprache L(Ggsp) erkennt.
Wir zeigen nun, dass fast-rechtslineare Grammatiken genau die reguléren Sprachen erzeugen.

(b) Zeigen Sie, dass jede regulére Sprache von einer fast-rechtslinearen Grammatik erzeugt werden kann.

(c) Sei G eine fast-rechtslineare Grammatik. Geben Sie einen endlichen Automaten an, der L(G) erkennt.

Losung:

(a)

Der Automat besteht aus drei Teilautomaten (zwei Mal der Automat fiir die zweite und dritte
Ableitungsregeln, einmal der fiir die vierte), die entsprechend der ersten Regel mit Epsiloniibergéingen
verbunden sind.

(b) Sei L eine reguldre Sprache. Dann existiert eine rechtslineare Grammatik G = (X,V, S, R) mit
L(G) = L. Wir definieren eine #iquivalente fast-rechtslineare Grammatik G’ = (X,V’, 5", R') wie
folgt. Die Variablenmenge sei V' =V U {S’}, wobei das Startsymbol S’ eine neue Variable ist, die
nicht in V' enthalten ist. Die Regelmenge R’ sei R mit der zusitzlichen Regel S’ — S. Da S’ nie
auf der rechten Seite einer Regel vorkommt, ist G’ fast-rechtslinear. Fiir jede Ableitung S ¢ w
existiert die Ableitung S — S <> w und umgekehrt, daher erzeugen G und G’ die gleiche Sprache.
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(¢) Seinun G = (%,V, S, R) eine fast-rechtslineare Grammatik. Wir betrachten zunéchst die Regel S — «
mit @« = X1...X, aus R. Fiir i = 1,...,n definieren wir die Grammatik G; = (X,V \ {S}, X;, R;),
wobei R; alle Regeln aus R ohne Startsymbol enthélt. Da die einzige Regel in R, die nicht rechtslinear
ist, das Startsymbol enthélt, ist G; rechtslinear. Nach Vorlesung gibt es einen endlichen Automaten A;,
der L(G;) erkennt. Wir verbinden nun die Automaten Ay, ..., A, zu einem Automaten A, der L(G)
erkennt. Der Startzustand von A ist der Startzustand von A; und fiir die akzeptierenden Zustédnde
verwenden wir die akzeptierenden Zustédnde von A,,. Aulerdem fiihren wir fiir ¢ = 1,...,n — 1 einen
e-Ubergang von jedem akzeptierenden Zustand von A; zum Startzustand von A; 1 ein.
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Problem 3: NP-Vollstandigkeit 14+ 141+ 6=9 Punkte

Sei U eine Menge von Variablen und C' eine Menge von Klauseln iiber U. In dieser Aufgabe darf jedes
Literal hochstens einmal pro Klausel vorkommen. Aus der Vorlesung kennen Sie folgende Definition einer
erfiillenden Wahrheitsbelegung.

Eine Wahrheitsbelegung ist erfiillend fiir (U, C'), wenn jede Klausel ein wahres Literal enthélt.
Wir definieren nun einen abgewandelten Erfiillbarkeitsbegriff.

Eine Wahrheitsbelegung ist NAE-erfiillend fiir (U, C'), wenn jede Klausel ein wahres Literal und ein falsches
Literal enthélt.

Wir betrachten das folgende NP-schwere Entscheidungsproblem NOTALLEQUAL (NAE):

NOTALLEQUAL (NAE)

Gegeben: Menge U von Variablen
Menge C von Klauseln iiber U

Frage: Existiert NAE-erfiillende Wahrheitsbelegung fiir (U, C)?

Die folgende Variante von NAE verbietet negierte Variablen in den Klauseln, das heifit fiir jede Variable
u € U darf das Literal u in den Klauseln vorkommen, aber das negierte Literal u darf in keiner Klausel
vorkommen.

MONOTONENOTALLEQUAL (MNAE)

Gegeben: Menge U von Variablen
Menge C von Klauseln iiber U, wobei kein Literal negiert ist

Frage: Existiert NAE-erfiillende Wahrheitsbelegung fiir (U, C)?

(a) Geben Sie eine Losung der folgenden MNAE-Instanz an, indem Sie die angegebene Tabelle ausfiillen.

U={a,b,c,d,e}
C ={(a,d), (b,e),(a,b,c),(b,ecd),(a,ce)}
a b c d e
wahr wahr falsch falsch falsch

(b) Sei U = {u,u'} eine Menge von Variablen. Konstruieren Sie eine Menge C von Klauseln ohne
negierte Literale iiber U, sodass fiir jede NAE-erfiillende Wahrheitsbelegung ¢: U — {wahr, falsch}
gilt:

t(u) = wahr <= t(u') = falsch.

(c) Zeigen Sie, dass MNAE in NP liegt. Geben Sie dazu an, woraus ein Losungsvorschlag fiir eine MNAE-
Instanz (U, C') besteht. Geben Sie auflerdem die Laufzeit der Uberpriifung in Abhéngigkeit von |U]
und |C| an, wobei |M| die Anzahl der Elemente einer Menge M bezeichnet.

(d) Zeigen Sie, dass MONOTONENOTALLEQUAL NP-schwer ist.

Hinweis: Falls Sie Aufgabenteil ?? nicht geldst haben, diirfen Sie die Notation f(u,u’) fir eine
Klauselmenge mit der angegebenen FEigenschaft verwenden.



NAME: MATRIKELNR.: Seite 7

Losung:

(b)
(c)

C = {(u,u)}

Eine Losung einer MNAE-Instanz (U, C') besteht aus einer Wahrheitsbelegung ¢: U — {wahr, falsch}.
Zur Uberpriifung einer Losung iterieren wir iiber alle Klauseln und fiir jede Klausel iiber alle
vorkommenden Literale und priifen, ob in jeder Klausel mindestens ein Literal auf wahr abgebildet
wird und mindestens eines auf falsch. Falls dies fiir eine Klausel nicht der Fall ist, lehnen wir ab,
sonst akzeptieren wir, nachdem alle Klauseln iiberpriift sind. Dabei werten wir ¢ hochstens |C| - |U]|
mal aus, die Uberpriifung ist also polynomiell in der EingabegriBe.

Wir zeigen nun die NP-Schwere mit Hilfe einer polynomiellen Reduktion von NAE zu MNAE. Sei
(U, C) eine NAE-Instanz. Wir konstruieren eine MNAE-Instanz (U’, C') wie folgt. Die Variablenmenge
U’ besteht aus U und einer Kopie von U, d.h. U' = U U {«' | u € U}. Fiir die Klauselmenge C’
verwenden wir die Klauselmenge C, wobei jedes negierte Literal 4 durch u’ ersetzt wird. Zusitzlich
fiigen wir fiir jede Variable v € U die Klausel (u,u’) zu C’ hinzu.

Die Konstruktion von U’ ist in Zeit O(|U]) moglich, die Konstruktion von C” in O(|C| - [U]) fiir das
Andern der Klauselmenge C plus O(|U]) fiir die Konstruktion der zusétzlichen Klauseln. Insgesamt
ist die Reduktion also polynomiell in der Eingabegrofe.

Wir zeigen nun, dass (U, C') genau dann eine Ja-Instanz von NAE ist, wenn (U’,C") eine Ja-Instanz
von MNAE ist.

= Sei t: U — {wahr, falsch} eine NAE-erfiillende Wahrheitsbelegung fiir (U, C'). Wir definieren
eine Wahrheitsbelegung ¢': U’ — {wahr, falsch} durch

P () = t(u) falls u e U
= —t(u) falls u & U.

Wir zeigen, dass ¢’ eine NAE-erfiillende Wahrheitsbelegung fiir (U’, C”) ist. Fiir Klauseln, die
aus C entstanden sind, entspricht die Wahrheitsbelegung ¢’ der Wahrheitsbelegung ¢. Da ¢
NAE-erfiillend fiir (U, C) ist, gilt dies auch fiir die entsprechenden Klauseln in C’. Falls ¢'(u) auf
wahr gesetzt wird, so wird ¢'(u') auf falsch gesetzt und umgekehrt. Also enthalten Klauseln
der Form (u,u’) ein wahres und ein falsches Literal. Wir folgern, dass ¢’ NAE-erfiillend fiir
(U’,C") ist, und somit, dass (U’,C") eine Ja-Instanz von MNAE ist.

<= Sei nun ¢': U’ — {wahr, falsch} eine NAE-erfiillende Wahrheitsbelegung fiir (U’,C") und sei
t die Wahrheitsbelegung ¢’ eingeschriinkt auf U. Wir zeigen, dass ¢t NAE-erfiillend fiir (U, C)
ist. Nach ?? gilt fiir jedes u € U, dass t'(u) = wahr <= t'(v') = falsch. Mit ¢t(u) = ¢'(u)
fir w € U folgt t(u) = wahr <= t'(u’) = falsch, also wird @ mit ¢ zum gleichen Wert
ausgewertet wie u’ mit t’. Die Wahrheitsbelegung der Klauseln in C' entspricht also der fiir C”,
also ist ¢ ebenfalls NAE-erfiillend und (U, C) eine Ja-Instanz.
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Problem 4: Approximation 1+ 5+ 2 = 8 Punkte

Wir betrachten in dieser Aufgabe ein beliebiges Minimierungsproblem II.

(a) Sei {A. | e > 0} ein PTAS fiir II. Zeigen Sie: Fiir jede Konstante € > 0 existiert ein polynomieller
Approximationsalgorithmus mit relativer Glitegarantie 1 + ¢.

Sei nun {A. | € > 0} ein FPTAS fiir IT. Sei auflerdem p ein Polynom, sodass fiir alle Instanzen I von II
gilt: OPT(I) < p(|1)).

(b) Zeigen Sie: Fiir jede Konstante 6 > 0 existiert ein polynomieller Approximationsalgorithmus mit
absoluter Giitegarantie .

(c) Fiir eine Instanz I von II und eine (nicht notwendigerweise optimale) Losung L von I sei w(L) der
Losungswert von L. Wir nehmen nun zusétzlich an, dass es eine Konstante ¢ > 0 gibt, sodass fiir
jede Instanz I von IT und alle Losungen L, L’ von I mit w(L) # w(L') gilt: |w(L) — w(L")| > ¢
Zeigen Sie, dass dann IT € P gilt.

Losung:

(a) Nach Definition ist die Laufzeit von 4. polynomiell in der Eingabegriéfie und ¢ ist eine Konstante.

(b) Betrachte folgenden Algorithmus: Fiir eine gegebene Instanz I, berechne € = §/p(|I]) und fiithre A,
auf I aus. Der Algorithmus ist polynomiell in |I| und 1/e = p(|I])/d, also polynomiell in |I|. Fiir
den Losungswert ergibt sich A.(I) < (14 ¢) OPT(I) = OPT(I) + ¢ OPT(I) < OPT(I) +ep(|I]) =
OPT(I) + 4. Also hat der Algorithmus absolute Giitegarantie 4.

(c) Fiihre den Algorithmus aus (??) fir § = § aus. Dann gilt A.(I) < OPT(I) + § < OPT(I) + c.
Fiir jede Losung L’ von I mit w(L’) > OPT(I) gilt w(L') — OPT(I) > ¢ und damit A.(I) <
OPT(I) + (w(L') — OPT(I)) = w(L'). Also muss A.(I) = OPT(I) gelten, d.h. A, 16st II exakt in
Polynomialzeit.
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Problem 5: Kellerautomaten 1+ 2+ 6 =9 Punkte

Betrachten Sie den Kellerautomaten My = (@1, %, Ty = {Zp, A, B, 0}7.{10, Zy,01) iber dem Eingabealpha-
bet ¥ = {a,b,c, #}, der durch leeren Stack akzeptiert und folgenden Ubergangsgraphen besitzt:

€|Zo*>€
aly— Ay alA—e
b|vy— By b|B—e
cly—=Cxy c|C—e
#ly—
do a1

Das Symbol v steht dabei fiir ein beliebiges Symbol v € T';.

Wie aus der Ubung bekannt, bedeutet die Notation a | B — AB: Beim zugehorigen Zustandsiibergang
wird das Eingabesymbol a gelesen, das oberste Stacksymbol B vom Stack geléscht und AB auf den Stack
gelegt. Dabei ist das linkeste Zeichen (hier also A) das oberste Zeichen auf dem Stack.

(a) Welche Sprache erkennt der Kellerautomat M;?

Im Folgenden betrachten wir 0-1-Kellerautomaten. Das sind nichtdeterministische Kellerautomaten, deren
Stackalphabet T's = {0, 1} nur aus zwei Symbolen besteht. Das initiale Stacksymbol ist 0.

Wir definieren einen 0-1-Kellerautomaten, der die gleiche Sprache wie M erkennt. Dies ist der Au-
tomat My = (Q2,%,Ty = {0,1},¢s,0,02), der ebenfalls durch leeren Stack akzeptiert und folgenden
Ubergangsgraphen besitzt:

alvy—0ly
b|~vy— 10y
clvy—1ly

€] 0—00 A #|lv—n
q0

U )

ely =y

Auch hier steht das Symbol ~ fiir ein beliebiges Symbol v € I's.
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(b)

(¢)

Geben Sie die Zustandsfolge an, die Mo bei der Abarbeitung von w = ab#ba durchlduft. Geben Sie
zusétzlich den Stackinhalt von My an, wenn er zum ersten Mal in den Zustand ¢; iibergeht.

Zeigen Sie, dass nichtdeterministische Kellerautomaten und 0-1-Kellerautomaten gleich méchtig
sind.

Hinweis: Geben Sie dazu unter anderem eine geeignete Kodierung fir die Stacksymbole in T' an und
beschreiben Sie, wie ein 0-1-Kellerautomat ein kodiertes Zeichen auf den Stack schreibt bzw. vom
Stack loscht.

Losung:

(a)
(b)

()

Der Kellerautomat M; erkennt die Spiegelsprache L = {w#w? | w € ¥*}.

Die durchlaufene Zustandsfolge ist qs, o, 90, 90, g1, 4%, ¢*°, @4, 1, 4%, ¢°%, 44, 41, ¢°, ¢°°. Der Stackinhalt
von M, wenn er zum ersten Mal in den Zustand ¢; iibergeht, ist 100100.

Jeder 0-1-Kellerautomat ist auch ein Kellerautomat.

Umgekehrt sei M ein nichtdeterministischer Kellerautomat mit Stackalphabet I" der Grofie k. Wir
konstruieren einen 0-1-Kellerautomaten M’, der dieselbe Sprache wie M erkennt.

Die Symbole eines Stackalphabets der Linge k konnen als Binérstrings der Linge [log, (k)] kodiert
werden, indem wir beispielsweise die Symbole durchnummerieren und die bindre Représentation der
Nummerierung verwenden. Der 0-1-Kellerautomat arbeitet prinzipiell gleich wie M, jedes Symbol
auf dem Stack von M ist allerdings durch [log, (k)] Symbole auf dem Stack von M’ kodiert. Die
Ubergangsfunktion von M’ hiingt also nicht nur vom obersten Symbol des Stacks ab, sondern
von den obersten [log, (k)] Symbolen. Wenn M das oberste Symbol liest, liest M’ stattdessen
in [log, (k)] e-Ubergéingen die obersten [log,(k)] Symbole und speichert dabei die bereits gelesenen
Symbole im aktuellen Zustand. Danach liest M’ das aktuelle Symbol der Eingabe. Legt M ein
Symbol auf den Stack, legt M’ stattdessen die Kodierung des Symbols auf den Stack.

Am Anfang muss es einen e-Ubergang geben, bei dem die Kodierung des initialen Stacksymbols
von M auf den Stack von M’ gelegt wird.

Beispiel:
Aus einem Ubergang 6(qo, a, A) = d(q1, BC) in M wird in M’ die folgende Ubergangssequenz, wenn
wir A mit 01, B mit 10 und C' mit 11 kodieren:

0 1 1011
@ e|l0—e¢ @ ell—e @a|7—> ’y@
N N
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Problem 6: Maschinenmodelle 3+ 2+ 4 =9 Punkte

Die Komplexitétsklasse DTAPE(x) ist definiert als die Menge der Sprachen, die von einer deterministischen
Turingmaschine mit Platzbedarf hochstens x entschieden werden kénnen. Dabei wird angenommen, dass
die Turingmaschine iiber ein separates Arbeitsband (mit eigenem Kopf) verfiigt, auf dem der Platzbedarf
gemessen wird. Auf dem Eingabeband darf nicht geschrieben werden.

Wir betrachten in dieser Aufgabe die Klassen DTAPE(z), bei denen z eine Konstante ist, also nicht von
der Eingabeldnge abhéngt. Der Einfachheit halber diirfen Sie davon ausgehen, dass die = Felder des
Arbeitsbandes, auf denen geschrieben werden darf, entsprechend markiert sind. Die Turingmaschine kann
also erkennen, wenn sie aus dem Bereich hinauslduft, in dem geschrieben werden darf.

Sei ¥ ein beliebiges, aber festes Alphabet. Zu einem Wort w € ¥* bezeichne w’ das gespiegelte Wort.
Wir betrachten folgende Sprache:

L = {uwwu® | u,v € B*, |u| = 2022}

Diese Sprache enthilt also alle Worter, bei denen die ersten 2022 Zeichen gespiegelt den letzten 2022
Zeichen entsprechen, aber nicht mit diesen iiberlappen.

(a) Geben Sie eine deterministische Turingmaschine mit Platzbedarf 2022 an, die L entscheidet und
hochstens 1 Million Zusténde benutzt. Sie miissen nicht begriinden, dass Thre Turingmaschine
hochstens 1 Million Zustédnde benutzt.

(b) Zeigen Sie: L € DTAPE(0).
(c) Zeigen Sie: DTAPE(2022) = DTAPE(0).

Losung:

(a) Priife zunichst, dass die Eingabe mindestens 4044 Zeichen lang ist. Kopiere dazu zunéchst die
ersten 2022 Zeichen der Eingabe auf das Arbeitsband. Sobald das Arbeitsband voll ist, 16sche es
und kopiere die néchste 2022 Zeichen. Falls das Ende der Eingabe erreicht ist, bevor zum zweiten
Mal das Ende des Arbeitsbandes erreicht wird, ist die Eingabe zu kurz und wird abgelehnt.

Ansonsten beginnt die zweite Phase, in der die ersten und letzten 2022 Zeichen verglichen werden:
Kopiere die ersten 2022 Zeichen der Eingabe auf das Arbeitsband. Gehe dann auf dem Eingabeband
zum FEnde der Eingabe und auf dem Arbeitsband zum Anfang des kopierten Worts. Gehe nun
auf dem Eingabeband von rechts nach links und auf dem Arbeitsband von links nach rechts und
vergleiche die Worter Zeichen fiir Zeichen. Wenn zwei Zeichen nicht iibereinstimmen, lehne ab. Wenn
alle Zeichen iibereinstimmen, akzeptiere.

(b) Die Linge der Eingabe kann gepriift werden, indem iiber den Zustand der Turingmaschine bis 4044
gezéhlt wird. Um die Zeichen zu vergleichen, muss sich die Turingmaschine die ersten 2022 Zeichen
im Zustand merken. Das ist moglich, weil es nur konstant viele Zeichen sind.

(¢) DTAPE(0) C DTAPE(2022) ist trivialerweise erfiillt.

DTAPE(2022) C DTAPE(0): Sei M = (Q,X,U,T, 5,0, F) eine Turingmaschine mit Platzbedarf
hochstens 2022. Konstruiere eine Turingmaschine M’ ohne Arbeitsband und L(M) = L(M’).
Kodiere die 2022 Bandzeichen auf dem Arbeitsband von M im Zustand von M’. Zusitzlich muss
im Zustand kodiert werden, auf welchem der 2022 Zeichen der Arbeitskopf von M steht. Insgesamt
ergibt das 2022 - |[T'|?0?2 verschiedene Bandkonfigurationen. Fiir jede mégliche Bandkonfiguration
und jeden Zustand ¢ € Q hat M’ eine Kopie von ¢. Beim Ausfiihren eines Ubergangs muss M’
ausgehend von der im Zustand gespeicherten Bandkonfiguration die nachfolgende Bandkonfiguration
berechnen und in den entsprechenden Zustand iibergehen.
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Problem 7: Entscheidbarkeit 1+ 2+ 3 = 6 Punkte

Sei ¥ = {0,1} ein Alphabet. Aus der Vorlesung wissen Sie, dass das Halteproblem

H = {{(M)#w | M hélt bei Eingabe w}

unentscheidbar ist.

Betrachten Sie nun die folgende Sprache:

Heq = {(M1)#(My) | fiir alle v € B gilt: My hilt auf v <= M, hilt auf v}

Im Folgenden sollen Sie zeigen, dass auch H.q unentscheidbar ist.

(a)

(b)

(c)

Konstruieren Sie eine Turingmaschine A/, sodass fiir jede Turingmaschine M gilt:

(N)Y#(M) € Heq < M hilt auf jeder Eingabe v € X*

Seien M eine Turingmaschine und w € ¥* beliebig, aber fest. Konstruieren Sie eine Turingmaschi-
ne Ny, am mit der folgenden Eigenschaft:

Nuw.m hillt auf jeder Eingabe v € ¥* <= M hilt auf w

Thre Konstruktion muss berechenbar sein.

Zeigen Sie, dass Heq nicht entscheidbar ist. Reduzieren Sie vom Halteproblem. Verwenden Sie nicht
den Satz von Rice!

Losung:

(a)

(b)

Gilt fiir ein Wort (N)#(M) € Heq, haben beide Turingmaschinen das gleiche Halteverhalten. Die
Turingmaschine N, die jede Eingabe verwirft und sofort hilt, hat also die gewiinschten Eigenschaften.

Seien M eine Turingmaschine und w € ¥* gegeben. Sei NV, a4 eine Turingmaschine, die alle Eingaben
verwirft, immer M auf w simuliert und das Akzeptanzverhalten von M iibernimmt. Dann hat AN, a
die gewiinschten Eigenschaften.

Wir nehmen an, dass Heq von einer Turingmaschine M., entschieden wird und konstruieren
daraus eine Turingmaschine My, die das Halteproblem entscheidet. Fiir eine Instanz (M)#w vom
Halteproblem arbeitet M4, wie folgt:

M4, konstruiert eine Turingmaschine N wie in Teilaufgabe (a) und eine Turingmaschine Ny, a wie
in Teilaufgabe (b). Dann simuliert My, die Turingmaschine M, auf der Eingabe (N)#(Noy a).-
My, akzeptiert genau dann, wenn M, akzeptiert.

Aus den vorherigen Teilaufgaben folgt:

(N)Y#Nwm) € Heq L N, hiilt auf jeder Eingabe v € ¥* & M niilt auf w

Damit entscheidet My, das Halteproblem, was aber ein Widerspruch ist. Daher kann M4 nicht
entscheidbar sein.



