Aufgabe 4

Klausur zur Bachelorpriifung
Hohere Mathematik I

Fachrichtungen: biw/ciw/geod/mach/mit/mwt /vt (a) Zeigen Sie lim na™ = 0 fiir jedes a € (0,1).
n—00
(b) Bestimmen Sie alle « € R, fiir die die Reihe
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Aufgabe 1 n=0 (\/E)” +n 2
Gegeben ist die Funktion f: C — C mit konvergiert.
f(z) =¥ — (1 +i)e° +2ie " +i—2.
Aufgabe 5

(a) Uberpriifen Sie, dass mit z = 5i eine Nullstelle von f gegeben ist.
Bestimmen Sie eine Stammfunktion zu f: (=7, %) — R mit

(b) Bestimmen Sie alle Nullstellen von f.
_ cos(tan(®) e
@)= cos?(x) ¢

und berechnen Sie den Grenzwert

lim /‘a f(x)dx.
0

a7,

Aufgabe 2
Die Folge (a,) ist fir ag > —3 rekursiv gegeben durch

ps1=V3+a, —1, neNy.
(a) Zeigen Sie: im Fall ag < 1ist a, € [—1,1] und im Fall ¢y > 1 ist a,, > 1 fiir n € N.
(b) Begriinden Sie, dass die Folge fiir jeden Wert ag > —3 konvergiert.

(c) Berechnen Sie den Grenzwert der Folge fiir ag > —3

Aufgabe 3
Die Funktion f: R — R mit

flx) = 7608]72 fiir © # j:17
x?— T 2

ist auf ganz R stetig differenzierbar.

(a) Bestimmen Sie die Linearisierung g : R — R zu f, d.h.
9(x) = f(xo) + f'(x0)(x — 20) ,

an der Stelle 7o = 7.

(b) Zeigen Sie, dass die Gleichung f(z) = —% eine Losung besitzt.
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Losung zu 1: (a) Wir erhalten mit der Eulerschen Formel

.
—1

f(2 y=¢™ — (1 +1)e? + (i—2) + 2 2

=—1-(1+)i)+(1-2)+2(-i)=-1—-i+14+i—-24+2=0.
(b) Die Substitution w = ¢* liefert
w? — (1 +D)w? + (1 —2)w+2i=0.
Mit der Nullstelle w = ¢'> =i aus Teil (a) ergibt sich mit Polynomdivision

w = (1+w’ + (—2w+2 =(w—i)(w—w-2)

w — iw?
—w? + (i— 2w+ 2i
—w? + iw
—2w +2i
—2w+2i
0
Wir berechnen noch die beiden Nullstellen w = —1 und w = 2 aus w? —w —2 = (w — %)2 - g

Riicksubstitution liefert die Nullstellen:
w=1i ~» z:(g+27m)i
w=-1 ~ z=(l+2n)ri
w=2 ~ z=1In(2)+2mni

fiir jedes n € Z.

Losung zu 2: (a) Wir zeigen die beiden Behauptungen induktiv.
(i) Ist ap € [=3,1], so ist 0 < 3 + ap < 4, und mit der Monotonie der Wurzel ergibt sich
der Induktionsanfang —1 < /3+ay — 1 = a; < 1. Analog folgt aus —1 < a,, < 1 der
Induktionsschritt

“1<V3+a,—1=ay41 <1
fiir n € N.

(ii) Im anderen Fall, ay > 1, ergibt sich sowohl der Induktionsanfang als auch der Induktions-
schritt mit a,, > 1 fiir n € Ny aus

i1 =V3+an—1>Vi—1>1.

(b) Mit der dritten binomischen Formel erhalten wir

_ 34a,—(1+a,)? 2 —a, —a’
V3t a,+ (1 +a,) V3+a,+(1+a,)’

Da der Nenner fiir a, > —1 stets positiv ist, ergibt sich aus der Faktorisierung 2 — a,, — a? =
—(an—1)(ay+2) > 0 im Fall (i) mit a, € [—1, 1] eine monoton steigende Folge und im Fall (ii)

py1 — an = V3 +a, — (1+ay,)
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mit a, > 1 eine monoton fallende Folge. In beiden Féllen liefert das Monotniekriterium mit
der Beschrénkung a, € [—1,1], bzw. a, € [1, a;] im zweiten Fall, die Konvergenz der Folge.

(¢) Aus der Fixpunktgleichung a = v/3+ a — 1 folgt
a>+a—-2=(a—1)(a+2)=0

und somit ist mit dem einzigen Fixpunkt @ = 1 > —1 in beiden Fillen der Grenzwert der
Folge (a,) gegeben.

Losung zu 3: (a) Zunéchst berechnen wir mit der Regel von L'Hospital den Funktionswert
in xy zu

. cosx . —sinz 1
f(z) = lim > = lim =—=.
% 32 — WT =T 2 ™

Die Ableitung zu f fiir  # £7 ist

—(2? - %2) sin(r) — 22 cos(x)

=%

fiw) =

Den Funktionswert f'(%) erhalten wir wiederum mit der Regel von L'Hospital durch

f,(z) _ lim —(2? - "72) sin(z) — 2z cos(x)
I e+ (22 — %2)2
— fim —(2? — = +2) cos(z)
g dx(z? — "72)
= lim (2 - L; +2)sin(z) — 2w cos(a) =1/n".
Ty 4(x2 — T2) + 822
Also ergibt sich
1 1 T
(7(1‘> =7 + ;(IL‘ — 5)

(b) Mit f(0) = —=%, f(7) = —22% und der Abschitzung

w2 372
411
3n2 T 27T~ 4 1 2

liefer der Zwischenwertsatz die Behauptung.

Losung zu 4: (a) Mit a € (0,1) und {/n — 1, n — oo gibt es N > 0 und b € (0, 1), sodass
a/n < b <1 fiirallen > N. Also folgt

na" <bv =0, n—o0.

Alternativ ldsst sich der Grenzwert auch mit der Regel von L’Hospital zeigen durch

lim T lim ;:O
zoo 7T a0 ln(a)aﬂr




(b) Wir betrachten den Grenzwert

e (n+1)a? |$ oz ";rl
(V3 +nt1 2 I e N GV L ‘x e 2| T
e e _z3 Lde™ ()l 2 m 2

2

(/5m+n
fiir n — oo. Dabei nutzen wir
o 14 e (nine? 2=1 firz=0
lim —————— = § |
nooo 14 e T:]' fiir @ £ 0

und mit Teilaufgabe (a)

V5 +n _ lim 1+(\/g)nn 2
VR e (Y ey VT

™
Mit dem Quotientenkriterium erhalten wir Konvergenz der Reihe, wenn
2 T
—lz—<| <1
71" 2 |

gilt, also im Fall # € (0, 7). Ausserdem liefert das Quotientenkriterium Divergenz der Reihe,
wenn z ¢ [0, 7] ist.

Im Fall = 0 ergibt sich fiir die Summanden der Reihe

2 (E)%:#%% n — 0o

varen ) T

1+ e /4 (71')7 1 .
—_— (= ., n— o0,
NARE

und im Fall x =7

2

In beiden Fallen bilden die Summanden keine Nullfolge. Daher divergiert die Reihe in diesen
Fillen und wir erhalten Konvergenz ausschliesslich im Fall z € (0, 7).

Losung zu 5: Mit der Substitution « = tanz und der Ableitung % = ﬁ folgt
ot .
/ Mc_“‘“(m) dr = /cos(u)c_" du.
. cos?(x) .

Zweimal partiell Integrieren fithrt auf
/cos(u)e_" du = sin(u)e™ + /sin(u)e_" du = sin(u)e™ — cos(u)e" — /cos(u)e_" du.
Also erhalten wir nach Riicksubstitution die Stammfunktion

'7cos(tan(ﬂc))c,tan(z) T:1 sin(tan(z)) — cos(tan(z)))e™ @
[ do = 5 (sin(tan(x)) — cos(tan(x) e )

Aus der Beschréinkung | sin(tan(z))—cos(tan(v))| < 2 fiir jedes v € (—7/2, 7/2) und lim,, 7 tan(z) =
+00 folgt weiterhin

lim ’ f(z)dz = lim %(sin(tan(ﬂc)) — cos(tan(x)))e” ) — %(sin(()) —cos(0))e’ = 7
a=% Jo a7
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