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Aufgabe 1

Bestimmen Sie die Betriige der Losungen der Gleichung

(z+1)*=(z—-1)?

in C.
Hinweis: Betrachten Sie w = 25 fiir 2 # 1.
Aufgabe 2

Zeigen Sie die Abschétzungen

In(z*+1) -2 1
— ~ “ < — firj R.
e} <3 iir jedes x €

Aufgabe 3

Gegeben sei die Folge (a,) € R mit
an=Vni+ni+1-n>, neN.

(a) Zeigen Sie Konvergenz der Folge fiir n — oo und berechnen sie ihren Grenzwert.
(b) Bestimmen Sie alle = € R, fiir die die Potenzreihe
00 an
Zn e — 1)
; S —1)

konvergiert.

Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass die Folge (a,/n) monoton fallend ist.
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Aufgabe 4
Gegeben ist die Funktion

f(x)=/ In(1 4 u) du, z> -1,
0
also eine Stammfunktion von In(1 + ).

(a) Zeigen Sie fiir die Ableitungen von f die Darstellung

(=)" (n—2)!

e

firz >—-1 und n>2.

(b) Stellen Sie die Taylorreihe von f im Entwicklungspunkt 24 = 0 auf und zeigen Sie fiir
das Restglied R,,:

Wenn 0<az<1 ist, sogilt lim R,(x)=0.

n—00

(c) Zeigen Sie

sl (_1)n+1 3
1 —————— =3In-.
+Zn(n+1)2" 33

n=1

Aufgabe 5
Bestimmen Sie die Losung des Anfangswertproblems

s

u(z) + 3 (1 +sin(22))? sin(z) /u(z)?, |z| < 3

cos(22)

(z) =12 ————=—
W) 1+ sin(2z)

1
mit u(0) = 3



Losung zu 1: Mit w = % ergibt sich aus der Gleichung die Identitiit w® = 1 mit den drei
Losungen (Einheitswurzeln)

2 a2 1 V3

wy=1, w =ei" = cos(gw) +1sm(§7r) =—5tig
und 3
e A4 1 /3
wy =¢€'3 —cos(37r)+1s1n(37r)_ 5 i

Der Fall w = wy = 1 liefert den Widerspruch z + 1 = z — 1 und fiihrt auf keine Lésung der
Gleichung.

Fiir die anderen beiden Félle berechnen wir

w+1
2=—
w—1
und weiter )
o] = l(w+ D@ -] [lw]?> —w+w — 1]
w — 1P fw =1
Einsetzen der beiden Losungen w; und we mit |wi| = |ws| = 1 und Im(w;) = ? bzw.

Im(ws) = —@ ergibt fiir die beiden Losungen

2|Im(wy,)| 22 1
oo = 2l 2

lwie =1 §4+3 V3

Bem.: Direkter Losungsweg, ohne Substitution: Aus 2% +3224+3z+1=(24+1)* = (z —1)* =
2% — 327 + 3z — 1 folgt 622 + 2 = 0 baw. 2> = —1. Also ergeben sich die beiden Losungen

[ 1
210 = iﬁl mit |zy0| = el

Losung zu 2: Der Ausdruck

In(z*+1) -2

I ===

ist differenzierbar auf R, so dass in lokalen Extremalstellen f’(x) = 0 gilt. Wir berechnen

27 (04 4+ 1) — 423 (In(z* + 1) — 2)

423 (In(z* + 1) — 3)

/ _ ozt - _
flw) = (zt+1)? (x*+ 1)
Aus der Bedingung f’(x) = 0 ergeben sich die kritischen Stellen 2y = 0 oder, aus der Gleichung
3 = In(z* + 1), die Stellen 2,5 = 4++v/¢® — 1 mit den Funktionswerten f(x¢) = —2 und
flae) = &

Weiterhin gilt mit der Regel von L’Hospital

. In(z*+1) -2
lim
z—toc x4+ 1

I A lim —
im = =
ootoo (2t + 1) 423 a—toczt 4+ 1

11818

Also liegt das globale Minimum der Funktion bei # = 0 und globale Maxima bei 215 =
+v/e* — 1. Es ergeben sich die Abschitzungen

—2 = f(z) < f(2) < flwra) = 61_3
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fiir alle z € R.

Lésung zu 3: zu(a): Wir berechnen

4 2 4
e, S e e Sl
vnt+n?+14n?
n®+1
n’-’(\/1+$+$+1)
1+%
= n —
n?(y/14+ 5+ L +1)

, n—oo,

N =

wobei die Konvergenz aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte und den Nullfolgen % und nl—J
folgt.

zu (b): Mit dem Wurzelkriterium ergibt sich der Konvergenzradius r = 1 aus

o/
lim ,"/a—"|x—1|": lim =1 = |z — 1],
n—00 n n—00 W
da lim ¢/n=1und
n—o00
1< 1 oL < lim {/a, < li "1+ =1
_nlg)lo' 2 E_ngrolo an_nlg)lo' 2 €=

gilt. Somit konvergiert die Reihe fiir alle z € (0,2). Die Reihe divergiert fiir # < 0 und fiir
x> 2.

Wir untersuchen noch die Konvergenz an den Stellen = 0 und o = 2. Im ersten Fall ist
. a
_n —1 n
; (1)
konvergent wegen des Leibnizkriteriums, da (a,/n) nach dem Hinweis eine positive, monoton
fallende Nullfolge ist. Im zweiten Fall ist

divergent, da die harmonische Reihe divergiert.

Losung zu 4: (a) Der Beweis erfolgt durch vollstindige Induktion. Der Induktionsanfang ist
der Fall n = 2. Aus der Definition von f folgt

1 (—1)20!

f'(@) =In(1+2), I T

f'(@) =




Dies ist genau die behauptete Formel fiir n = 2.

Fiir den Induktionsschritt setzen wir als Induktionsvoraussetzung voraus, dass die behauptete
Formel fiir ein n > 2 richtig ist. Dann folgt fiir dieses n

Fr(2) = %ﬂn)(m) Yy (n—2) % i +i)n_l
= DWn—gul—” (=D (n - 1)

NS (14a)
Dies ist die behauptete Formel fir n + 1.

Es folgt dass die Formel fiir alle n > 2 richtig ist.
(b) Die Taylorreihe ist

A < pn)
rw) =Y L ey = r0 4 r0a4 Y 8

n=0
Nach der Definition von f und Teil (a) ist
fO)=0,  fO)=W1)=0, [P0 =(=D)"(n-2), n>2.
Somit ist -
Fla) =3 -,
—mnn-1)

Wir betrachten x mit 0 < x < 1. Mit einer Stelle € zwischen xy = 0 und x gilt fiir das Restglied
nach dem Satz von Taylor

Rn( 7f(n+1)(§) - (_1)n+1$n+1

Tt T+ Da(lror

Mit 0 < ¢ <2 < 1 folgt

|I|n+1 Iél 1 520 1
(n+Dnl+e” = m+Dnll+€» — (n+1)n

|Ra(2)| = — 0 (n—o00).

(c) Es ist
) (_1)n+1 B oo (_1)" 1 o1 ) .
1+;m—1+;m<5> —1+2F(§),

Da das Restglied gegen null konvergiert, ist F(x) = f(z) fiir 0 < 2 < 1, also insbesondere fiir
2 = 1/2. Den Funktionswert berechnen wir als

1
5

N W

f <%> _ /01/2 In(14+¢)dt =[(1+¢) In(1+¢) — t](l)/z _ %ln

Somit ist der Reihenwert

Losung zu 5: Es handelt sich um eine Bernoulli’sche Differentialgleichung mit dem Ex-
ponenten A = 2/3. Wir substituieren u(z) = v(x)* mit @ = 1/(1 — A) = 3. Somit ist
o' (2) = 3v(z)*v'(2), und wir erhalten

3o(z)* ' (x) = 12 % v(z)® + 3 (1 +sin(22))® sin(2) v(2)?,
v(z) = % v(x) + (1 +sin(22))? sin(x) .

Die zugehorige homogene lineare Differentialgleichung kann durch Separation gelost werden.
4 2 cos(2
/ GO / 2oos@2) g
v () 1+ sin(2z)
In |vy(2)] = 2In|1 4 sin(22)| + C = In(1 + sin(2z))? + C,

vp(z) = C (1 +sin(22))?.

Zur Bestimmung einer partikuldren Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung
machen wir den Ansatz v,(x) = C(x) (1 + sin(22))?. Dieser fiihrt auf die Gleichung

C'(z)(1 +sin(272))? = (1 +sin(22))® sin(x) .
Somit gilt (mit einem Additionstheorem fiir die Sinus-Funktion
C'(2) = (1 +sin(22)) sin(x) = sin(x) + 2 sin®(x) cos(x) .

Eine Stammfunktion ist 9
C(x) = —cos(z) + 3 sin®(z) .

Durch Riicksubstitution erhalten wir
2 4 3 . 6
u(z) = | C — cos(z) + 3 sin’(2) | (1 +sin(22))° .
Der Anfangswert liefert noch
3 3
= =u(0)=(C-1), d.h. C=§.

Somit ist die Losung des Anfangswertproblems

u(x) = (g — cos(z) + %sin3(1’)>3 (1 +sin(2z))° .
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