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Aufgabe 1

Bestimmen Sie alle komplexen Zahlen z € C, die die folgende Gleichung erfiillen,

(4cos’(z) — 3) e =1i.

Aufgabe 2
Die Folgen (a,) und (b,) in R sind rekursiv gegeben durch a; =1, b; = 2 und

Ap+1 = 2a, + bn )
bn+l = an + an ’

fiir n € N. Weiter ist die Folge (c,) definiert durch ¢, = §=.

(a) Begriinden Sie, warum (a,,) und (b,) divergieren.

(b) Zeigen Sie die Rekursion ¢, y; = 22! und die Abschiitzungen 0 < ¢, < 1 fiir alle n € N.

cnt2

(¢) Ist die Folge (c,) konvergent ? Beweisen Sie ihre Antwort. Wenn ja, berechnen Sie den

Grenzwert lim,, . C,, .

Aufgabe 3

Fiir welche = € R konvergiert die Potenzreihe

(i nQ'—jrl(Qx - 2)3"“) ,

n=0

Aufgabe 4

Berechnen Sie eine Losung u : R>; — R des Anfangswertproblems

mit u(l) =1.

Aufgabe 5
Gegeben ist die Funktion f : R — R mit

Fa) = 22 +ar+b, 2<0,
VL 1+ 2)t, x>0,

mit Parametern a,b € R.

(a) Bestimmen Sie a,b € R so, dass f auf R stetig differenzierbar ist.

(b) Begriinden Sie, dass f mit den Parametern a,b aus Teil (a) im Intervall (—1,1) ein
Maximum besitzt (Hinweis: e ~ 2.7).



Losung zu 1: Einsetzen des Kosinus in die Gleichung ergibt

bzw.
ele + e—bz —1— ie—llz =0.

Setzen wir u = ¢, s0 ergibt sich die quadratische Gleichung

w—u+(1—i)=0.

u—1 2——§+i
2) 7 4

Wir berechnen die Wurzeln der rechten Seite. Mit dem Ansatz (z +iy)? = —2 +i ergeben sich
aus Real- und Imaginérteil die beiden Gleichungen

Quadratische Ergidnzung fiihrt auf

20y =1, 2*—y*=-°.

Einsetzen der ersten Gleichung in die zweite liefert die reelle quadratische Gleichung y* — %yz —

1 =0, und wir berechnen die Losungen y* = 1 oder 4> = —1. Da y reell ist, kommt nur die

1
erste Losung in Betracht. Also sind (2 +1iy) = £(3 +1) die beiden méglichen Wurzeln und wir

erhalten
u=1+1 oder wu=—i.

Mit z = a + ib ergeben sich somit Losungen der Gleichung durch

—i

—% (g o _ 2z
e (cos(2a) + isin(2a)) = e = { .y

Im ersten Fall ergibt sich e~

=|—i| =1 und 2a = arg(—i) = ¥ + 2mn baw.
3
b=0 und a= Z+n T.neL.

Im zweiten Fall erhalten wir aus ™ = |1 +i| = v/2 und 2a = arg(1 +1) = T + 27n bzw.

b:—%ln(\/i):—iln@) und a:(é+n)7r. nek.

Damit haben wir alle Losungen der Gleichung

3 1 i
2= <Z+n)7r oder z= (g-i-n)ﬂ—zln@)

mit n € Z bestimmt.
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Losung zu 2: zu (a) Um Divergenz der Folgen zu sehen lisst sich das Minorantenkriterium
nutzen, indem wir induktiv a,, b, > 2"! zeigen. Mit a; = 1 und b; = 2 ist ein Induktionsan-
fang gegeben. Mit der Induktionsannahme a,,, b, > 2" ! ist durch

(nyp1 = 2ay + b, > 20, >2-2""1=2"

und analog fiir b, der Induktionsschritt gegeben.

zu (b) Auch diese Aussage zeigen wir induktiv. Mit ¢; = #* = 3 € [0,1] ist der Induktionsan-
fang offensichtlich. Fiir einen Induktionsschritt berechnen wir die Rekursionsformel

Qpir 20, +b, 222+ 1 2, +1

bopr  Gn42b, 42 T +2

Cnt+1 =

wobei b, # 0 wegen Teilaufgabe (a) gilt. Machen wir nun die Indutkionsannahme, dass ¢, €
[0,1] gilt. so folgt offensichtlich ¢,41 > 0 und aus ¢, — 1 < 0 ergibt sich 2¢, — ¢, +1 -2 <0

bzw. 2¢, + 1 < ¢, + 2. Also ist
2, +1 <1

Cnt1 =
" ¢, +2

Insgesamt erhalten wir durch die Induktion 0 < ¢, < 1 fiir alle n € N.

Alternative zur Abschitzung in der Induktion: Betrachten wir die rationale Funktion mit

f(z) = 25 auf dem Intervall [0,1], so ergibt sich mit der Ableitung f'(z) = ﬁ > 0,

dass f monton steigend ist. Damit folgt 3 = f(0) < f(x) < f(1) = 1 und wir erhalten in der
obigen Induktion aus ¢, € [0, 1] auch ¢,y € [0,1].

zu (¢) Mit dem Montoniekriterium ergibt sich Konvergenz der Folge (c,), wenn wir noch
Monotonie zeigen, da die Folge nach Teil (b) beschréinkt ist. Die Folge ist monoton steigend,
was aus ,
2¢, — 1 —cp(cn +2) _ 1-¢ >0
cp, + 2 C,+2

Cnt1 — Cp =

folgt.

Den Grenzwert ¢ = lim,,_,~, ¢, berechnen wir aus der Fixpunktgleichung

2c+1
CcC =

—_ =2— =
12 bzw. clc+2)—(2c+1)=c*-1=0

und erhalten ¢ =1, da ¢, > 0 und somit auch ¢ > 0 gilt.

Losung zu 3: Wir konnen etwa das Quotientenkriterium nutzen. Betrachten wir

(n:$%+1 22 — 23+ _n+1 n*+1

= 2 — 2P
|2 — 2P n el
1. 1+%
=1+ -)—525 20 -2
U+ Dy e =2

=8z -1, n—oc.

Das Quotientenkriterium greift, wenn der letzte Ausdruck kleiner Eins, also wenn |z — 1] <

gilt. Somit ist der Konvergenzradius r = 1 und die Potenzreihe konvergiert fiir x € (3, 3).
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Ausserdem ist die Reihe divergent fiir = ¢ [3, 3.

Fiir die Randpunkte = 1 und 2 = 2 erhalten wir die Reihen

> n 31 | > 1 n
<§n7+1(_1) +>__<nz;n+i(_l))

bzw.

( > n 1
Z (1>3n+1> _ (Z ) .
2 1
onttl —n+,
Mit ﬁ € [#_1, L] fiir n > 0 ergibt sich mit dem Leibnizkriterium Konvergenz im ersten Fall.
Im zweiten Fall ist die Reihe divergent, da die divergente harmonische Reihe, 37, #1 =
>, L1 eine Minorante liefert.

n=2n’

Insgesamt folgt, dass die Reihe fiir « € [1, %) konvergiert und sonst divergiert.
Losung zu 4: Es handelt sich um eine Bernoulli Differentialgleichung. Wir substituieren
1
v(z) = (u(z))? und erhalten aus
1, 1 e”
— 2 —uz2 — — =90
2u u + qu B)

die lineare Differentialgleichung

() + %v(x) - % =0.

Wir 16sen zunéchst die zugehorige homogene Differentialgleichung

Integration dieser separblen DGL ergibt

In(jve(z)]) = —In(|z]) + ¢, baw. v0(1)=§.

Fiir Losungen der inhomogenen lincaren Differentialgleichung machen wir den Ansatz v(x) =
()% und erhalten nach Einsetzen in die Gleichung

Partielle Integration fiihrt auf

11 . 1
c(r) =5 /xeldx: 3" -

1 T 1 @ .
5 /e dz—i(lfl)e +k.

2

Also bekommen wir
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Mit der Anfangsbedingung (1) = § gilt v(1) = 3, und wir erhalten k = 1. Insgesamt ergibt

sich die Losung
1 1 1
=-((1=2)e"+=
o) =5 (- D+ 1)

u(@) = i ((1 - %)e” + 1>2 .

und somit ist

x

Bem.: Die ebenso maglich Substitution mit v(z) = —y/u(x) fithrt analog auf dieselbe Losung.

Loésung zu 5: Fir 2 > 0 und fiir x < 0 bestehen beide Zweige aus Kombinationen stetig
differenzierbarer Funktionen, und somit ist die Funktion in Stellen @ # 0 stetig differenzierbar.
Weiterhin gilt

In(14a

lim (1+2)7= lim ¢ =e;
z—0,2>0

denn mit der Regel von L’Hospital ist

lim In(1+z)
z—0 x

und die exp-Funktion ist stetig. Also gilt lim,~q .0 f(z) = €. Mit lim, 0 4<0(—22%+az+b) = b
folgt b=e.

Fiir die Ableitung der Funktion mit = > 0 gilt

Fla) = ™52 <l - 0;( f>+h;<)1 + f>)

Mit zweimaliger Anwendung der Regel von L’Hospital erhalten wir den Grenzwert

oz —(14+z)m(l4+2) . —-In(l+x) -1 1
lim = lim — = lim = ——.
@0 22(1+z) @—=0 2z + 322 2—=0 (1 +2)(2 4 62) 2
Also folgt lim, 0450 f'(2) = —5 . Auf dem Zweig mit 2 < 0ist lim, ,0.2<0 f'(2) = lim, o —4a+
a = a. Die Funktion ist somit stetig differenzierbar auf R, wenn wir a = —§ und b = e setzen.

zu (b) Mit Teilaufgabe (a) ist f auf dem kompakten Intervall [—1, 1] insbesondere stetig. Also
besitzt f eine Maximalstelle Zpax € [—1,1]. Damit f(-1) =3e—2<e, f(1) =c"?=2<e
und f(0) = e an den Randpunkten z = —1 und = = 1 kein Maximum der Funktion ist, folgt

Zmax € (—1,1) liegt im Inneren des Intervalls.



