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Aufgabe 1

Bestimmen Sie alle Losungen z € C der Gleichung

(6 — 4i) cos(z) = —ie” sin(z) — 5+ 61 + (3 — 2i) e7*.

Aufgabe 2

Gegeben sind Parameter «, 8 € R und die Funktion f: (—m,7) — R mit

exp(@—%), :I?E(—Tl’,%)\{o},
fo) = exp (7%) — exp (cos(2z)), T € (g,ﬂ') ,
z=0,
B, r=3.

a) Begriinden Sie, dass f auf (-7, 7 ,E fiir jede Wahl von «, 8 stetig ist.
B den Sie, d f 0 3

(b) Kann man « und 8 so wihlen, dass f in den Stellen 0 oder g stetig ist? Geben Sie diese
Wahl ggf. an.

Aufgabe 3
Gegeben ist die Funktion f : [0,00) — R mit
1 (x+2)3
-1 x>2
F(z) = { (108) n( -2 ) 7o
e’ 0<x<2.
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Zeigen Sie:

fle)y>1 fiir alle 2 > 0.
Aufgabe 4
Die Funktion 9
= _ e R\ {3
f@)= g TeR\(),
lisst sich auf einem Intervall (—r,r) als Potenzreihe darstellen:
f(a:):Za"a:”, x| < 7.
n=0

2
(a) Zeigen Sie: ap =1, a; = = und

2 1
an+2=§an+l_§an7 n €Ny,

n+1

3n

sowie die explizite Darstellung a,, = fiir alle n € N.

(b) Fiir welche = € R konvergiert die Potenzreihe?

(¢) Bestimmen Sie den Wert von f3%2%(0). (Potenzen von 3 und Fakultiten miissen nicht
néher berechnet werden.)

Aufgabe 5
Bestimmen Sie die Losung des Anfangswerproblems

~ 2u(z) 1

wle) = 1+ 22 te (14 2x) (u(a))”

1
mit u(l) = 3



Losung zu 1: Wir setzen die Darstellungen der trigonometrischen Funktionen durch die
Exponentialfunktion in die Gleichung ein und erhalten

(3—2i) (" +e) = f%eil (€% —e ) =54+ 6i+ (3—2i)e™".
Der Term (3 —2i) e hebt sich auf beiden Seiten weg. Wir multiplizieren noch mit 2e!* durch,
(6 — 4i) e®* = —e'* (¥ — 1) — (10 — 12i) €.
Wir substituieren w = ¢'* und bringen alles auf eine Seite,
w4+ (6 —4)w + (9 — 12)w=0.

Da die Exponentialfunktion keine Nullstellen besitzt, kann w = 0 ausgeschlossen werden.
Somit verbleibt eine quadratische Gleichung,

w4+ (6 —4)w+9—-121=0,
die wir durch quadratisches Ergénzen 16sen,
(w+3-21)2=B-2)2-94+121=9 121 —4 -9+ 12i = —4,

bzw. w = —3 + 21 £ 2. Also haben wir die beiden Losungen, die wir in Polarkoordinaten
darstellen:

w; =—-3=3¢e",
Wy = —34+4i= 5eiarccos(—3/5) .
Damit kénnen wir riicksubstituieren und die Losungen aus w = ¢'* bestimmen:

z=—-iln(3)+ (2n+ 1) oder z= —iln(5) + arccos(—3/5) + 2nw, nez.

Losung zu 2: (a) Alle auftretenden Funktionen sind stetig und die Nenner haben auf der
Menge (—m,7) \ {O, g} keine Nullstellen. Somit ist f als Komposition stetiger Funktionen
selbst stetig.

(b) Wir betrachten zundchst & = 0. Wir untersuchen, ob der folgende Grenzwert existiert:

lim ex; ! L =exp ( lim L L
a5 P sin(z) 2/ P sin(z) x))’

da die Exponentialfunktion stetig ist. Dazu wenden wir die Regel von L’Hospital an:

— i o

lim ( —— L)y lim < §1n(x) =
250 \sin(z) @ =0 2 sin(z)

Somit ist f durch die Wahl aw = 0 an der Stelle = 0 stetig.

1
lim cos(x)

L sin(z)
- =1i
a=0 sin(x) + x cos(x)

20 2 cos(x) — xsin(z)
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Nun betrachten wir & = /2. Es gilt

. . 1 1 2
Jim, f(@) = lim exp (m - ;> = exp (1 - ;) :

z<T/2
lim f(z)= lim |e 2 —exp (cos(22))| =e 2 —exp(—1)
z—m//’z '_z—lm/’z P\ *PACOS\ET)) | =X\~ % P '
>7/2

Diese Grenzwerte sind nicht gleich, denn

Also ist f in @ = 7/2 fiir keine Wahl von S stetig.

Losung zu 3: Wir betrachten die Intervalle [0, 2] und (2, 00) separat.

Auf [0,2] ist die Funktion streng monoton wachsend und nimmt daher ihren kleinsten Funk-
tionswert am linken Rand an. Dieser ist f(0) = 1. Somit ist die Ungleichung fiir alle 2 € [0, 2]
erfiillt.

Auf (2, 00) betrachten wir zunéchst das Verhalten in der Nihe der Intervallgrenzen. Es gilt

f(r):m@ In(z+2) —In(z —2)) — 0o (z—2),
sowie ' )
o) = iy (21 + 2 #1035 ) = @ o0).

Somit gibt es Zahlen a, b mit 2 < a < bund f(z) > 2 fiir 2 € (2,00) \ (a,b).

Es reicht also aus, das abgeschlossene, beschrinkte Intervall [a,b] zu betrachten. Als stetige
Funktion nimmt f hier sein Minimum an. Kandidaten dafiir sind die Randpunkte a, b, sowie
alle Stellen  mit f/(z) = 0. Wir bestimmen die Ableitung mit Ketten und Quotientenregel:

1 =2 3(@+2)?*(x—2)— (v +2)* 3(x—2)—(x+2) 2x —8

I = g o (@2 T (08 (-2 (x+2)

Dic Forderung f/(z) = 0 fithrt auf = 4. Es ist

1 6°
= ey ™ (?) =1

Da f(a), f(b) > 2 > 1, muss es sich bei x = 4 um die Minimalstelle handeln. Es folgt

fl@)>f@)=1 firallexz € [a,b],

und damit auch fir alle > 0.

In(108) (22 — 4)°



Losung zu 4: (a) Aus der Darstellung als Potenzreihe folgt

9:(x—3)22anx":(x2—6£+9)2anx"

n=0 n=0
o0 o0 o0
= E a, 2" — E 6a, 2" + E 9a, z".
n=0 n=0 n=0

Mit Indexverschiebungen ergibt sich

oo o0 oo
9= E Apo 2" — E 6a, 12" + E 9a, 2"
n=2 n=1 n=0

= Z (an—2 — 6 a,_1 +9a,) " — 6apx + 9a12 + 9aq .

n=2

Wir fiihren einen Koeffizientenvergleich durch und erhalten:

= 9ayg — (10=17
2
0=9(11—6(10=9(11—6 = alzg,
2 1
0=a,2—6a,1+9a, - anzgan_l—gan_27 n>2

Dies ist die rekursive Darstellung der a,,, die zu zeigen war.

Die Korrektheit der expliziten Darstellung beweisen wir durch vollsténdige Induktion. Fiir
n=0gilt ap =1 = (1+0)/3% Ferner ist fiir n = 1 ebenfalls a; = 2/3 = (1+1)/3". Damit ist
der Induktionsanfang erbracht.

Als Induktionsvoraussetzung nehmen wir an, dass die Darstellung a, = (n +1)/3" fr n und
n + 1 richtig ist. Dann folgt mit der Rekursionsvorschrift
1 wv2n+2 1n+1 1 n+3

an+2:§an+1_§an——§3n7_§ 3n :W(Q(n“rQ)—(n“rl))iW

Damit ist auch der Induktionsschritt erbracht.
(b) Wir wenden das Quotientenkriterium an:

(p 41 l,n+1 n+2 |1’,| o |.l?| !

li <1.
5 aen+l 3 3

n—00

Ap ™

Die Potenzreihe konvergiert also absolut fiir € (—3, 3) und divergiert fiir 2 € R\ (—3,3). Es
bleibt, die Randpunkte zu untersuchen. Wir erhalten fiir + = £3 die Reihen

(i(n + 1)) bzw. (i(—l)” (n+ 1)) .

In beiden Féllen konvergieren die Reihenglieder nicht gegen null, die Reihen sind also divergent.
Somit konvergiert die Potenzreihe nur fiir € (-3, 3).

(c) Da f als Potenzreihe mit Entwicklungspunkt xp = 0 dargestellt werden kann, stimmt
diese Darstellung mit der Taylor-Reihe im Entwicklungspunkt ¢ = 0 iiberein. Somit ist a,, =
F0(0)/nl. Also folgt

2023 +1 2024

2023 —
FE92)(0) = 20231 - —mm = gam
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Losung zu 5: Es handelt sich um eine Bernoulli’sche Differentialgleich mit Exponent o = 2.
Die Substitution u(x) = v(x)* mit A = 1/(1 — «) = —1 fithrt auf

1,2 1 1
T ()2 V(@) = 1+ 22 v(z) + 22 (1 +2z) v(2)?’

bzw. auf die inhomogene lineare Differentialgleichung

V(x) = —Lv(at) -
T 1422 2?2 (1+2z)’

Wir 16sen zunéhst die zugehorige homogene lineare Differentialgleich durch Separation:

2 A
_—1+21:7J/Z(I) < /mdx——/

x>0.

dx .

! —
unle) = 1422

Wir substituieren links w = v, (2), rechts z = 1 4 2z und erhalten (beachte @ > 0, also z > 1)
. 1 .
Injw|=-lnz+C=mI-+C,
z

bzw. nach Anwendung der Exponentialfunktion und Riicksubstitution die allgemeine Losung
_C
T2+l
Wir bestimmen nun eine Losung der inhomogenen linearen Differentialgleich durch den Ansatz
vp(z) = C(z)/(22 + 1) (Variation der Konstanten). Die Ableitung ist
4
2
- Ol 20
r 204+1  (2z41)2

v () z>0.

Eingesctzt in dic Differentialgleichung crhalten wir
C'lz)  2C() _  2C(x) 1
20+1  (2z+1)2°  (1+22)2 22(1+22)’

oder 1
Eine Stammfunktion ist C(z) = 1/z, wodurch wir die partikulére Losung
1

UP(I)=m7 x>0,

der inhomogenen lincaren Differentialgleichung gefunden haben. Die allgemeine Losung ist
also

14+ Cx
U(l’) = m , x>0.
Die Anfangsbedingung u(1) = 1/2 fiihrt auf v(1) = 2. Dies liefert die Gleichung
1+C
2_—1.3, oder C'=5.
Wir fithren noch die Riicksubstitution durch und erhalten die Losung
_r(2x41)
u(x) = T x>0,

des Anfangswertproblems fiir die Bernoulli’sche Differentialgleichung.



