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Aufgabe 1

Rekursiv ist die Folge (an)nen gegeben durch

1 1
n - n it =1.
Qnt1 1 (na + 1) mit a;

(a) Zeigen Sie 2 < a, <1 fiir alle n € N.
(b) Beweisen Sie, dass die Folge konvergiert.

(c) Begriinden Sie, dass es sich um eine Nullfolge handelt. Zeigen Sie dazu zunichst die
Darstellung

und dann die Abschétzung

k
1 1
p = — g -+
n<j1]

S| =
o~

> ;)s vl fwi<k<n.

j=k+1

Aufgabe 2

Bestimmen Sie alle Losungen z € C der Gleichung

-

3 4
tan(z) = FTE
5

Aufgabe 3

(a) Berechnen Sie den Grenzwert lim _wsin(@) .
20 1 — cos(z)
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(b) Zeigen Sie, fiir welchen Wert ¢ € R die Funktion f : (—27,27) — R mit

sy = { YFT0 = coe).a € (o 2m (0}

(-
z=0,

stetig ist. Hinweis: Teilaufgabe (a) ldsst sich verwenden.

(¢) Gibt es im Intervall (0,27) eine Losung der Gleichung

Vo In (1 — cos(z)) = % ?

Begriinden Sie Thre Antwort.

Aufgabe 4
Gegeben ist die Funktion f : (0,4) — R mit

und den Ableitungen

F (@) = (n—1) ((4 jx)n n (=)~

), z € (0,4), neN.

xn

Stellen Sie die Taylorreihe zu f um den Entwicklungspunkt xy = 2 auf, und berechnen Sie den
Konvergenzradius dieser Reihe. Fiir welche reellen Zahlen x € R konvergiert die Reihe.

Aufgabe 5
Bestimmen Sie im Intervall (0, 1] die Losung zum Anfangswertproblem

In(2?)




Losung zu 1: zu (a): Wir zeigen die Schranken durch vollstindige Induktion. Mit a; =1 €
{1} ist ein Induktionsanfang gegeben.

Nehmen wir nun an, dass a, € [1,1] ist, so folgt

Wm 1 no1, 111 1
T T 412 Tn+ln (n+1)? n+l n+l) " n+1’

Weiterhin gilt

n 1 n 1 nn+1)+1 nn+1)+n+1
Upy1 = a, + 5 < + = B = A =1.
n+1 (n+1)2 " n+1 (n+1)? (n+1)2 (n+1)2
Also ergibt sich n%l < ayy1 < 1 und die Induktion ist abgeschlossen.
zu (b): Aus
_n + -1 + 1
(pt1 Up = n+ lan (n I 1)2 ap = n+ 1"Ln (n n 1)2

_ 1 L A B
“n+l\n+l n) nnh+1)
folgt, dass die Folge streng monoton fillt. Zusammen mit der Beschriinktheit aus Teil (a)

liefert das Monotoniekriterium Konvergenz von (a,).

iy 1

zu (c): Die Behauptung a, = = =1 5 zeigen wir induktiv. Der Induktionsanfang mit a; = 1

ist offensichtlich erfiillt. Der Induktionsschritt ergibt sich aus

n+1
1

1 1 1 "1 1 1
= (v ) = (;j+n+1) et

Nun erhalten wir fiir jedes k < n die angegebene Abschitzung aus

/1 &1 1 (<& 1({ &1 E n
g E)HE) S

=1 j=h+1 j=1 Jj=h+1

Bezeichnen wir den Grenzwert mit a = lim,,_,o @,, S0 ist

. . k
a=lima,<lm (—4+-)]=~—.
n—00 n—00 n

Da diese Abschétzung fiir jedes £ € N gilt, ergibt sich a = 0.

Losung zu 2: Mit den Euler Formeln erhalten wir

eiz _e—iz B eiz +e—iz (§ B é)

2% 2 5 5

Eine Substitution u = e'* fiihrt auf die quadratische Gleichung

i (24 2
u 1_1<5 51)(u +1)
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bzw. 4 3; 9 4 3:5\(1 .3
T4 31T 1,9 0
5 5 25 T 25

Mit 2,y € R und u = 2 + iy ergeben sich aus u? = 22 — 3 + 2izy = 3i die beiden Gleichungen
2? = y? und 22y = 3 mit den Losungen z = y = :I:\/g. Also ist u = :I:\/g(l +1i).
Mit Polarkoordinatendarstellung erhalten wir die beiden Moglichkeiten
A O
u=3 (cos (Z) +isin (Z)) ud u=-v3 (cos (Z> + isin (Z)) .

Setzen wir z = a + ib, so folgen aus u = ¢ = e~*(cos(a) + isin(a)) die Gleichungen

e?=v3 und a:%+7rn

fiir n € Z . Damit sind die Losungen der Gleichung gegeben durch die Menge

{z:%—i—frnfiln(\/g):neZ}.

Losung zu 3: zu (a) Da sowohl jeweils Zéhler und Nenner in ¢ = 0 den Wert Null haben,
lasst sich die Regel von L'Hospital zweimal anwenden. Es ergibt sich

lim xsin(z) ~lim sin(z) + z cos(x) ~lim 2 cos(x) — asin(x)

=2.
=01 — cos(x) =0 sin(z) 20 cos(z)

zu (b) Die Funktion ist stetig, wenn der Grenzwert lim, o f(2) = ¢ gilt, da die Funktion in
den Intervallen (—27,0) und (0, 27) als Produkt stetiger Funktionen stetig ist.

Fiir den Fall # > 0 nutzen wir nochmal die Regel von L’Hospital und bekommen mit dem
Grenzwert aus Teil (a)

liII(l) VrzIn(1l — cos(z)) = lﬂn(l) M

Ve

= —2lim sin(z) = —2lim(y/2) lim _wsin()

220 275(1 — cos(x)) 20 20 (1 — cos(z)) =0

Analog folgt der Grenzwert fiir < 0. Somit ist die Funktion stetig, wenn ¢ = 0 gesetzt wird.
zu (c): Es gilt
1
f(m) = VmIn(1 — cos(r)) = /7 In(2) > In(2) > 3
denn 4 > ¢ impliziert 2 > (/¢ und somit In(2) > 1, da sowohl /z als auch In(z) auf Ry
monoton steigend sind.

Damit und mit f(0) = 0 liefert der Zwischenwertsatz, dass es eine Losung der Gleichung
VZIn(1 — cos(z)) = 1 gibt.



Losung zu 4:

Fiir die Taylorreihe um 2y = 2 gilt mit f

% en) s
70 = Y Loy = 3 R e oyt -

—

2)=0

n=0 n' n=1
= (2k)!
=3 G (2 ) (g e
k=0 :
= 1 1
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=
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o

Um den Konvergenzradius zu ermitteln, betrachten wir

305 g (@ — 2)%8 _ @kt 1|£_2|2 . l|l,_2|2
Ak @—2% | T @2k+9) 1 1

fiir k — oo. Das Quotientenkriterium liefert fiir absolute Konvergenz die Bedingung 411|a:72|2 <
1 bzw. | — 2| < 2. Insgesamt ergibt sich der Konvergenzradius r = 2.

Somit konvergiert die Reihe absolut im Intervall (0, 4), und sie ist divergent fiir « ¢ [0, 4]. Fiir
die beiden Randpunkte = 0 und = = 4 ergibt sich

> 1 1 i1 ) =1
(Z(2k+1)4k($2)k+>_<:F2kz%2k+1>'

k=0

Die Abschiitzung

Yoo 1 1 13
> - = -3 fiirjedes NN
§2k+1_2§k+1 2;1;’ ur jedes ¥ € N,

impliziert Divergenz der Taylorreihe in den beiden Randpunkten aufgrund der Divergenz der
harmonischen Reihe.

Losung zu 5: Es handelt sich um eine separable Differentialgleichung, die wir trennen kénnen
zu
V(@) v() = —2* In(2?) .

Eine Stammfunktion auf der linken Seite erhalten wir durch Substitution:
1
/v’(f)b(f) dr = /vdv = 51;2(1),

Bemerkung: Alternativ ldsst sich die DGL als Bernoulli DGL auffassen. Mit dem Ansatz
u(z) = (v(x))? ergibt sich o/(z) = —22° In(z2) und die folgende Integration liefert u bzw. v2.

Wir berechnen mit einer Subsitution v = 22 und partieller Integration

_ /ﬁ In(2?) do = —% /uln(u) du

S LS N B
= 2[2uln(u) 2/uudu}

u? (1 —2In(u)) +¢ = éx“ (1-2In(2%) +c

| =
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alle Stammfunktionen mit Integrationskonstanten ¢ € R. Insgesamt erhalten wir formal die
allgemeinen Losungen

v(z) = :I:\/ix“(l —2In(2?)) + 2c.

Aus der Bedingung v(1) = % ergibt sich ¢ = 0 und das positive Vorzeichen fiir die gesuchte

Losung .
v(x) = 37V (1 —21In(2?)).



