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1 Grundbegriffe

1.1 Die Mengenschreibweise

Die Grundbegriffe der Mengenschreibweise und der Zahlbereiche mit den Grundrechenarten setzen
wir als bekannt voraus. Zur Wiederholung bieten sich die einschléigigen Schulbiicher oder eines der
Lehrbiicher zur Hoheren Mathematik an.

Eine Menge kann explizit durch auflisten ihrer Elemente oder durch eine charakterisierende
Beschreibung angegeben werden, z.B. M = {A,0,0} oder M = {A : A Dreieck}. Insbesondere
ist () die leere Menge.

Schreibweise: Wir schreiben x € M, wenn z ein Element aus M ist, anderenfalls = & M.

Beispiele 1.1

Die folgenden Notationen fiir Zahlbereiche werden benutzt:

N = {1,2,3,...} = {n:n natiirliche Zahl}
= {...,-2,-1,0,1,2,...} = {n:n ganze Zahl}

7
a :
Q = {E s a,bel, b;é()} = {x : x rationale Zahl}
R

= {z: x reelle Zahl} .

Die Definition der reellen Zahlen liegt nicht auf der Hand. Wir

I OO " <1 i1 o) doru

Es wird vorausgesetzt, dass Sie mit den iiblichen Rechenoperationen +, —, -, / in den Zahlbereichen
und der Bruchrechnung gut vertraut sind. Auch ein elementarer Umgang mit Relationen wie ,,=*,
<“ <4 L >“und ,>% in den Zahlbereichen wird vorausgesetzt.

7 ) —
Beziehungen zwischen Mengen:

Eine Menge A heifit Teilmenge von einer Menge B, wenn jedes Element von A in B liegt, in
Zeichen: A C B oder B2 A. Wenn A C B und B C A gilt, sind die beiden Mengen gleich, A = B.

Durchschnitt, Vereinigung und (Mengen-)Differenz sind erklart durch E
2 &

ANB = {zx:zxz€Aundz € B}  Durchschnitt von A und B
AUB = {x:x € Aoderx e B} Vereinigung von A und B
A\B = {reA:x¢ B} Differenz oder Restmenge

AND
\\J
und erfiillen unter anderem folgende Eigenschaften: \>@\B @%U B

ANG = 0, AUD = A,

ANB = BNA, AUB = BUA (Kommutativgesetze),

(ANB)NC = An(BNC), (AUB)UC = AU(BUC) (Assoziativgesetze),
AN(BUC) = (ANB)U(ANC),

Au(BnNnC) = (AuB)N(AuUC) (Distributivgesetze) .

Mit den Ungleichungen ergeben sich fiir uns wichtige Teilmengen in den reellen Zahlen.
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Beispiele 1.2 Generell versteht man unter einem Intervall I C R eine ,zusammenhdingende
Teilmenge von R. Wir unterscheiden offene Intervalle

(a,b) ={reR:a<zxz<b} CR,
und abgeschlossene Intervalle,
[a,b] ={reR:a<zx<b}CR

zu a,b € R. Fir offenen Intervalle findet sich auch die Notation |a,b|= (a,b). Auch halboffene
Intervalle etwa (0,1] = {z € R : 0 < x < 1} werden manchmal betrachtet. Dariiberhinaus un-
terscheiden wir zwischen diesen beschrdnkten Intervallen und unbeschrankten Intervallen wie
la,00) ={z €R:z > a} CR oder (—oo,b) ={z € R:z < b} CR oder auch (—00,0) = R.

1.2 Das Summenzeichen

Seien n € N und aq, ..., a, reelle Zahlen. Dann setzen wir
n
Zaj = a; + a + --- + a,.
=

I heif3t _ und kann selbstverstandlich auch mit
bezeichnet werden. Der Laufindex . Unter dem Summenzeichen wird
der _, iiber dem Summenzeichen der Endwert. Es ist etwa:

n+1
E ar = a9 + a1 + a + ay + - + ap, + apy1.
k=—2

TBeispiel 1.3 Wir betrachten a; = j2. Dann gilt fiir die Summe

~ 2 1

P = 14449416+ 40" = s+ 1)@+ 1)
j=1

(Beweis mittels vollsténdiger Induktion s.u.).

N

Allgemein gelten folgende Rechenregeln mit dem Summenzeichen:

Summenzeichen mit selbem Start und

n

n
und )\ E a] =] E ()\a/‘]) A Beim Multiplizieren
mit einer Zahl kann
y y y _]=1 diese Ausgeklammert

J=1

werden

Man beachte, dass bei diesen Regeln die Laufindizes denselben Bereich durchlaufen, hier also von
1 bis n. Wenn das nicht der Fall ist, miissen die Bereiche erst auf einen gemeinsamen Bereich

reduziert werden, etwa:

n n+1 n n n
Z(Ij + Zb] = Z(Ij + b() + bn+1 + Zb] = bo + bn+1 + Z((I]+b])
j=1 j=0 j=1 j=1 J=1
Oft ist es hilfreich, Indizes zu verschieben. Beispiel:
4 n n+4 n+s
j=1 j=5 j=s+1
[ )
Whe 80"0'“ 4


Summenzeichen mit selbem Start und
Lauf können addiert und als ein Summen-
zeichen Geschrieben werden

Beim Multiplizieren
mit einer Zahl kann
diese Ausgeklammert
werden


Wir schreiben manchmal die Indexverschiebung iiber das Gleichheitszeichen. Im folgenden Beispiel
ist k£ der neue Index, der mittels £k = 7 + s mit dem alten zusammenhéngt:

n n+s n+s
k=j+s
E a; = E Qpe_g — E Aj—s -
7j=1 k=1+s j=14+s

Zuletzt haben wir den Laufindex k wieder durch j ersetzt. Es ist ja egal, wie wir den Laufindex
bezeichnen.

Beispiele 1.4 (a) Wir berechnen > j=1+2+---+mn:

j=1
Xn:j = i(nﬂ—j’) = Xn:(nﬂ—j),
j=1 j'=1 j=1
also . . . .
23 i =Y i+ Y (n+tl—j) =D (n+1) = nn+1)
j=1 j=1 j=1 j=1

Damit haben wir die Formel erhalten:

dj= %n(nJrl).

J=1

(b) Wir leiten die geometrische Summenformel her:

m 1— qm+1
n=0
Es ist namlich
m m m+1 m+1
n n k=n+1 n
¢y a" =Y " TED Y =)
n=0 n=0 k=1 n=1
Subtraktion von ) ¢" liefert:
n=0
m m m+41
-0 ¢ = > ¢ - > d
n=0 n=0 n=1
_ <1+an>_ <an+qm+1>:1_qm+l’
n=1 n=1
also
m 1 — gmtl
Zq" = q .| falls ¢ # 1.
n=0 1- q

Firg=1gilt Y ¢"=> 1=m+1
n=0 n=0



Produkte:

Das Produktzeichen wird ganz &hnlich wie das Summenzeichen benutzt (ist nur ldngst nicht so
wichtig wie das Summenzeichen):

Ha]‘ = Q1-Q9"""Qp.
j=1
7.B. ist die Fakultat definiert durch 0! := 1 und
= []; firneN.
j=1

Wichtig sind die Binomialkoeffizienten: (g) ;=1 und

n\ n-(n—1)-.. (n—k+ i n+1—j B n!
(k) o 1-2-...- = 11 Kl (n—k)!

Jj=1

fir k € {1,...,n}. Nebenbei, der Binomialkoeffizient liefert die Anzahl an Moglichkeiten k& Objekte
aus n Objekten auszuwihlen.

Satz 1.5 Firn e Nund k=0,...,n—1 gt die Formel:

()« () = i)

Beweis: Wir benutzen die Definition und bringen die Briiche auf den gemeinsamen Hauptnenner:

<Z> + <kil) - k!(nn!— B (k+1)!(Z!—k—1)!

n!
Do [T+ (=R

B (n+1)! _ (n+1
Kk +D)!(n—k)! <k:+1>'

Jetzt stellen wir uns Zahlen vor, die durch zwei Indizes ¢ und j nummeriert werden. Dies konnen
z.B. Kosten sein, die die Maschine Nr. ¢ am Tag Nr. j erzeugt. Es seien also a;; gewisse Zahlen,
t=1,...,n,und j = 1,...,m. Dann setzen wir:

Doppelsummen:

apn + ap + -+ +  aim
"X + a1 + Qo + -+ + a9y
DD = - - -
i=1 j=1 . : :
+ ap + ot A -
Beispiel 1.6
Haben wir Zahlen aq,...,a, und by, ...,b,, gegeben, so ist
(Sa)-(0) - X Xan
i=1 j=1 i=1 j=1

6



Ausgeschrieben sieht dies komplizierter aus:

(a1 + -+ ap) - (by+ -+ bp)
= (a1by + -+ a1by,) + (agby + -+ - + agby,) + -+ -+ (apby + - - + anby,) -

1.3 Beweismethoden

In diesem Abschnitt gehen wir auf einige Beweismethoden ein. Die bisherigen Beweise in Ab-
schnitt 1.2 waren direkt. Jetzt bringen wir ein Beispiel fiir einen indirekten Beweis. Wir nehmen
das Gegenteil der Behauptung an und fiihren dies zu einem Widerspruch.

Satz 1.7 Wenn das Quadrat p* einer natiirlichen Zahl gerade ist, so ist auch p selbst gerade.

Beweis: Annahme, p sei ungerade. Dann hat p die Form p = 2m — 1 fiir eine natiirliche Zahl m.
Damit ist p> = (2m—1)? = 4m? —4m+1 = 2(2m? —2m) + 1, und dies ist eine ungerade Zahl. Dies
steht im Widerspruch zur Voraussetzung, dass p? gerade ist. Daher ist unsere Annahme falsch und
p gerade. a

Bei dem folgenden Beispiel ist uns kein anderer als ein indirekter Beweis bekannt.

Satz 1.8 /2 ist keine rationale Zahl (ist also irrational).

Beweis: Annahme, v/2 ist rational. Dann existieren p,q € N mit /2 = g. Durch eventuelles

Kiirzen konnen wir erreichen, dass p und ¢ teilerfremd sind. Aus der Gleichung folgt 2 = Z—z, also

p? = 2¢%, d.h. p? ist gerade. Wie im letzten Satz gezeigt wurde, ist dann auch p gerade, hat also
die Form p = 2n fiir ein n € N. Daher ist 2¢®> = p?> = 4n%. Durch 2 kiirzen ergibt ¢*> = 2n?, d.h.
q* ist gerade. Der letzte Satz besagt, dass dann auch ¢ gerade ist. Dies steht im Wiederspruch
dazu, dass p und ¢ als teilerfremd vorausgesetzt wurden. Damit ist die Annahme widerlegt und die

Behauptung bewiesen. a

Besonders wichtig ist das Beweisverfahren der vollstdndigen Induktion: Dies wird ange-
wandt, wenn eine Aussage A(n) fir alle ganzen Zahlen n = ng,ng + 1,n9 + 2, ... beginnend mit
einem ng € Z bewiesen werden soll. Das Verfahren besteht aus zwei Teilen:

1. Schritt (Induktionsanfang): Ausgehend von den Voraussetzungen der Aufgabenstellung, zei-
ge die Aussage fiir das kleinste n, fiir das die Behauptung gelten soll. Beweise also A (ny).
Dies ist i.a. einfach.

2. Schritt (Induktionsschritt): Nehme an, die Aussage A(n) sei fiir ein n > ng richtig. Beweise
unter dieser Annahme die Aussage A(n + 1), also fiir die néachste natiirliche Zahl.

Dann gilt die Behauptung fiir alle ganzen Zahlen n > ng; denn wegen des Induktionsanfangs gilt
A(ng) und mit dem Induktionsschritt folgt, dass die Aussage A(ng + 1) richtig ist. Aber wenn
A(ng + 1) richtig ist folgt wiederum mit dem Induktionsschritt, dass A(ng + 2) gilt, usw.

Beispiel 1.9 Mit vollstdndiger Induktion zeigen wir die Formel

- 1
Zf — 6n(n +1)(2n+1) fiir jedes n € N.
=1



Induktionsanfang: Sei n = 1. Dann steht links 1 und rechts %-1-2-3 = 1. Also ist die Behauptung
richtig fiir ng = 1.

Induktionsschritt: Sei die Behauptung richtig fiir ein n > 1. Unter dieser Voraussetzung zeigen
wir die Behauptung fiir n + 1: Es ist

:leé — gﬂ + (n+1)? = %n(n+1)(2n+1) + (n+41)?
— %(n+1)[n(2n+1)+6(n+1)] - %(n+1)(2n2+7n+6)
= Lt D 2)@n+9).

Also gilt die Behauptung auch fiir n 4+ 1. Nun schliefen wir so: Da die Behauptung fiir n = 1 gilt,
so auch fiir n = 2, also auch fiir n = 3, etc., also fiir alle natiirlichen Zahlen.

Satz 1.10 Die Menge M habe n Elemente. Dann gibt es genau 2" Teilmengen von M.

Beweis: Wir nummerieren die Elemente der Menge, d.h. M,, = {a4,...,a,}.

Induktionsanfang: Sei n = 1. Die Menge M; = {a;} hat die beiden Teilmengen () und M, also
2 = 2! Teilmengen. Daher ist die Behauptung richtig fiir n = 1.

Induktionsschritt: Sei die Behauptung richtig fiir ein n € N. Betrachte dann die Menge

My = M, U{ap} mit M, ={ay,...,a,}.

Die Menge aller Teilmengen von M, konnen wir in zwei Klassen C; und Cs unterteilen: C; besteht
aus den Teilmengen von M,, 1, die a,1 enthalten, Cy aus den Teilmengen, die a,, 1 nicht enthalten.
Die beiden Klassen haben gleich viele Elemente (weshalb 7), die Klasse Cy ist gerade die Menge
aller Teilmengen von M,,. Daher ist nach Induktionsvoraussetzung die Anzahl der Mengen in C;
und in C, jeweils 27, daher die Gesamtheit 2 - 2" = 2"! und die Behauptung ist auch fiir n + 1
bewiesen. a

Als néchstes zeigen wir die allgemeine Binomische Formel:

Satz 1.11 Fiir alle a,b € R und n € N gilt:

(a+b)" = (Z) at ok
0

k=

Beweis: Induktionsanfang: Sei n = 1. Auf beiden Seiten steht a + b.

Induktionsschritt: Sei die Behauptung richtig fiir ein n > 0. Unter dieser Annahme ist
(a+b)"™" = (a+b)"(a+b) = (a+b)"a + (a+b)"b
_ — (n k41 pn—k — (n k pn+1—k
—Z(k)a b +kzzo(k)ab

k=0
Indexverschiebung in der 1. Summe &' = k + 1:



n+1 n
_ n ) K pnt+l—k' <”) kpn+l—k
= g a® b + a®b
<k:’ —1 — k

k=1
& n n kin+l1—k n n+1 n n+1
= b b
|G @) () ()
= ~ J ——
:<”']€H) nach Satz 1.5 =1 =1
_ - n + 1 ak bn—l—l—k + n + 1 an+1 + n+ 1 bn—l—l
— k n+1 0
B =1 =1
n+1
_ Z n+1 ok prtik
k
k=0
Daher gilt die Behauptung auch fiir n + 1. Also ist die Behauptung fiir alle n € N gezeigt. a

Satz 1.12 (Bernoullische Ungleichung)

Fiir jedes h € R mit h > —1 und alle n € N gilt: (I+h)" > 1+nh.

Beweis durch vollstandige Induktion nach n:
Fiir n = 1 ist die Behauptung sicher richtig, es gilt sogar Gleichheit.

Sei die Behauptung jetzt fiir ein n > 1 richtig. Dann ist mit der Induktionsvoraussetzung

(1+h)"t = 1+n)"(1+h) > (1+nh)(1+h) = 1+nh+h+nh> > 1+ (n+1)h.

>0

Damit ist die Behauptung auch fiir n + 1 gezeigt. (Wo wird die Voraussetzung h > —1 benétigt?)
O

Abschiitzungen, wie im aufgezeigten Beweis, sind hiufig erforderlich. Es erfordert einige Ubung,
um auch in einfachen Situationen zu sehen, wie sinnvoll(!) abgeschitzt werden kann. Ein Rezept
kann hier nicht angeboten werden. Letztendlich basieren die Abschéatzungen auf den Anordnungs-
axiomen der reellen Zahlen R, d.h. es gelten fiir a, b, c € R die Regeln

e Trichotomie: entweder ist a < b, a = b oder a > b

o Transitivitdt: mit ¢ < b und b < ¢ gilt auch a < ¢

e Monotonie bzgl. der Addition: mit a < b gilt a+c<b—+c.

e Monotonie bzgl. Muliplikation mait positiven Zahlen: mit a < b und ¢ > 0 gilt ac < be.

Bei der ersten Abschétzung im Beweis haben wir genutzt, dass die durch die Annahme gegebene
Ungleichung (14 k)" > (1 + nh) bei Multiplikation mit der positiven Zahl 1 + h erhalten bleibt,
also die Monotonie bzgl. Multiplikation.

Bei der zweiten Abschitzung wird die Monotonie der Addition verwendet. Aus nh? > 0 ergibt sich
1+ nh+h+nh?> > 1+ (n+1)h, da auf beiden Seiten der Ungleichung dieselbe Zahl (n + 1)h
addiert wurde.



Beispiele 1.13

(a) Bei Summen koénnen wir Abschitzungen gewinnen, indem wir alle Summanden durch den
kleinsten oder durch den gréfiten Summanden abschétzen. So ist etwa

n:\1_|_1_|_..._|_1 < Zj = 14+24+---4+n < n+n+---+n < n2
n:Irnal J=1 n:rrnal

fiir n € N.

(b) Bei der folgende Abschitzung wird benutzt, dass fiir jede natiirliche Zahl k& > 2 gilt: 1%2 <
. Sei n > 2. Dann ist

"1 1
Do = 1t
k=1

1
k(k—1)

k=2
- 1 - 1 1
< ”;m_n‘”;{m‘ﬂ
"1 "1
= 1 - _ —
A D i B

In der ersten Summe machen wir die Indexverschiebung &' = k£ — 1 und ersetzen im Ergebnis
wieder k' durch k. Dann erhalten wir

Z% <1+
k=1

(¢) Man bestimme alle x € R, die der folgenden Ungleichung geniigen:

z+1
xr—1

Da wir den Bruch weghbekommen mdochten, miissen wir mit z — 1 multiplizieren. Hier miissen
wir das Vorzeichen von x — 1 beachten!

1. Fall: x > 1. Dann erhalten wir die dquivalente Ungleichung x +1 > 2(z — 1) = 2z — 2, also
r < 3.

2. Fall: z < 1. Dann erhalten wir die dquivalente Ungleichung =+ 1 < 2(x —1) = 2z — 2, also
x > 3. Da es kein x gibt mit x < 1 und zugleich x > 3, so tritt dieser 2. Fall nicht auf. Daher
ist die Losungsmenge dieser Ungleichung gegeben durch das halboffene Intervall (1, 3].

Eine weitere wichtige Ungleichung, die bei Abschitzungen oft genutzt wird, tritt beim Rechnen
mit dem Betrag

a flira>0
la| =

—a fir a <0,

einer reellen Zahl a € R auf. Ganz wichtig: Wir interpretieren den Betrag |a| als den Abstand
von a zu 0 und allgemeiner |a — b| als den Abstand von a zu b!

Ganz héufig werden wir die Dreiecksungleichung benutzen:
la+b] < l|a|+ b, a,beR.

10



Aus dieser erhilt man eine zweite Version der Dreiecksungleichung; denn aus
la| =|la—b+b] <la—0b]+1b] bzw. |b=1|b—a+a|l<|a—"0b]+|al

folgt
a0 > |la| — o] |.

Beispiel 1.14

(a) Mit den Dreiecksungleichungen erhalten wir Abschitzungen wie z.B.
1 1
- <
3 7 |2—1z

<1 fuirze(-1,1),

da wegen |z| <1 gilt
1 =2|-1 < 12|—z] < |2—2] < 24z] < 3
und der Kehrwert aufgrund der Monotonie bzgl. Multiplikation die Ungleichungen umkehrt.

(b) Man bestimme alle x € R, die der folgenden Betragsungleichung geniigen:
|3z — 6] < z+2

Wir machen eine Fallunterscheidung:

1. Fall: z 4+ 2 < 0. Dann hat die Ungleichung keine Losung, weil die linke Seite nicht negativ
sein kann.

2.Fal: 4+2>0. Wegen {y e R: Jy| <a}={yeR:y <aund —y <a} (fir a > 0) so
ist die Betragsungleichung dquivalent zu

3t —6<z+2 und —(3z—-6)<z+2

d.h. 2z < 8und 4z > 4, d.h. z <4 und = > 1. Also ist die Losungsmenge gegeben durch das
Intervall [1,4].

1.4 Die komplexen Zahlen

Héufig ist es niitzlich, den Zahlbereich R der reellen Zahlen zu erweitern. Unser Ziel ist es (unter
anderem), quadratische Gleichungen der Form z? + az + b = 0 fiir alle Werte von a und b zu lésen.
Fiir a = 0 und b > 0 z.B. besitzt diese Gleichung in R keine Losung. Wir fiigen (,adjungieren)
dazu eine geeignete neue Grofle zu den reellen Zahlen hinzu. Diese bezeichnet man meistens mit ¢
(die Elektroingenieure mit j) und nennt sie imagindre Einheit.

Definition 1.15 (komplexe Zahlen)
Wir bezeichnen mit C die Menge aller formalen Ausdriicke der Form a + ib, wobet a,b in R
liegen, also
C = {z=(a+1ib):a,beR}.
Zwei komplexe Zahlen uw = (a+1b), v = (c+1id) sind genau dann gleich, wenn a = ¢ und b = d gilt.

Fiir z = (a +ib) heifit a der Realteil und b der Imaginirteil von z € C mit den Bezeichnungen
a=Rez und b=1Imz=.

Auf C fiihren wir eine Addition und eine Multiplikation ein durch

(a+1ib) + (c+1id) = (a+c) +i(b+d), a,bc,deR,
(a+1b) - (c+1id) = (ac—0bd) +1i(bc+ad), a,bc,deR.

11



Dadurch wird (C, +, -) ein Kérper mit 0 = (0+40) und 1 = (1+40) als Null- bzw. Einselement.
Dies bedeutet, dass die folgenden Rechengesetze gelten, die wir schon von den reellen und rationalen
Zahlen kennen:

Eigenschaften der Addition:
(K1) (u+v)+w=u+ (v+w) fir alle u,v,w € C (Assoziativgesetz)
(K2) Es gilt: u+0 =0+ u = u fiir alle u € C (Existenz eines Nullelements)

(K3) Zu jedem z = (a +ib) € Cist —= = (—a + i(—b)) € C sein ,Negatives®, d.h. z 4+ (—=) =
(=)+2=0

(K4) u+ v =v+ u fir alle u,v € C (Kommutativgesetz)
Eigenschaften der Multiplikation:

(K5) (wv)w = u(vw) fur alle u,v,w € C (Assoziativgesetz)

(K6) Es gilt 21 = 1z = z fur alle z € C (Existenz eines Einselements)

(K7) Zu jedem z € C, z # 0, existiert ein 27! € C mit 227! = 27!z = 1 (Existenz eines inversen
Elements der Multiplikation). Fiir 2 = (a + ib) € C\{0} ist 2! € C gegeben durch

1 a L —b
a2+b2 a2+b2'

(K8) uv = vu fir alle u,v € C (Kommutativgesetz)
Eigenschaften der Verkettung von Addition und Multiplikation (Distributivgesetze):
(K9) u(v+ w) = (uv) + (uw) fir alle u,v,w € C

(K10) (u+v)w = (uw) + (vw) fir alle u,v,w € C

Schreibweisen und Notationen: Komplexe Zahlen werden meistens mit Buchstaben am hinteren
Ende des Alphabets bezeichnet, also u, v, w, z, reelle Zahlen dagegen mit Buchstaben im vorderen
Teil, also a, b, c, d, aber auch x und y.

Wir schreiben auch a — ib := a + i(—b) und a + bi := a + ib.
Jede reelle Zahl a € R wird durch a + 70 eine komplexe Zahl. Die reellen Zahlen sind also genau
die komplexen Zahlen, deren Imaginérteil Null ist. Wir schreiben nach wie vor a € R statt a + 10,

fassen aber ab jetzt die reellen Zahlen als Teilmenge von C auf. Dies bedeutet, dass wir R mit dem
, Leilkorper” R := {a +1i0:a€ R} ,identifizieren®.

Weiter schreiben wir ia statt (0 + ia) und a + i statt (a 4 i1). Das Null- und Einselement in C
wird nach wie vor mit 0 bzw. 1 bezeichnet. Es ist also 0 = 0+1¢0 und 1 = 1+ 40 und @ = 0 + ¢1.
Mit diesen Vereinbarungen erhalten wir also als Spezialfille die Addition und Multiplikation einer
komplexen Zahl z = a + b € C mit einer reellen Zahl ¢ € R:

(a+1ib) + ¢ = (a+c)+ib und (a+1ib) - ¢ = (ac)+i(bc),

etwa (3+2i)(4—i) =12+ 2+ 8i — 3i = 14 + 5i, i = —1, u.s.w.
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Beispiel 1.16

Es lassen sich nun quadratische Gleichungen mit Koeffizienten u,v € C durch quadratische

Erginzung losen:

0=2"+2uz+v=(2+u?+ v — u?,

Dies ist gleichbedeutend mit (2 + u)? = u? — v.
Betrachten wir zunéchst den Spezialfall, dass die Koeffizienten u, v € R reell sind. Eine Fallunter-
scheidung liefert:

(a) u? —v > 0: Wir erhalten die beiden reellen Losungen: 219 = —u £ Vu? — v.
(b) u? — v = 0: Wir erhalten eine reelle Losung 2; = —u.

(c) u? —v < 0: Wir schreiben u? — v = (v — u?) und erhalten die beiden komplexen Losungen:

2192 = —u £ ivv—u?

Im allgemeinen Fall mit komplexen Zahlen u,v setzen wir w = z + u und haben die Gleichung
w? = u? — v zu lésen. Wir zerlegen w = a + ib in Realteil @ und Imaginérteil b. Dann ist

w? = a2 —b + 2iab.

Durch einen Vergleich der Real- und Imaginérteile aus der quadratischen Ergénzung lesen wir die
zwei reellen Gleichungen

a>— b = Re(u’—v)
1
ab = —Im(u*—0)
2
ab. Dies sind zwei nichtlineare Gleichungen in den Unbekannten a und b. Wenn wir diese Gleichun-

gen losen kénnen, erhalten wir w = a + b und daraus z = w — u.
Wir verdeutlichen das Vorgehen an einem Zahlenbeispiel: Betrachten Sie die quadratische Gleichung

3—i\> (3 —4)2 3—1i\’ 3
2 o i 90— a9 _ . 9.
0=2"—(3—i)z+4—3i <z 5 ) +4 -3 1 z 5 +2 5L

Wir setzen wieder w = z — 23* und zerlegen w = a + b mit a = Re(w) und b = Im(w). Dann

geht die Gleichung iiber in w? = a? — 0* + 2iab = —2 + %z’, und ein Vergleich des Real- und des
Imaginérteils liefert die beiden Gleichungen

3
a’— b =-2 und Qabzé.

Losen wir die zweite Gleichung nach b = % auf (beachte: wegen der zweiten Gleichung ist a # 0)
und setzen dies in die erste ein, so folgt

9
Y42 - = =0
a + 2a 16

mit den Losungen > = —1 £ 2. Da a € R und somit a® positiv ist, kommt nur die Lésung

a> = =1+ 2 = 1 in Frage, und wir erhalten fiir den Realteil die beiden Moglichkeiten a = +3.
Mit a berechnen wir b, und es ergeben sich die gesuchten beiden Losungen z = w + % der

urspriinglichen quadratischen Gleichung zu z = 2+ ¢ oder z = 1 — 2i.
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Achtung: Das Symbol /- verwenden wir nur fiir Wurzeln aus nicht-negativen reellen Zahlen. Das
Symbol y/—1 benutzen wir nicht, weil wir nicht wissen, welche Wurzel +i oder —i sinnvoll ist (siehe
Bemerkung zu Satz 4.29).

Bekanntlich kénnen wir die reellen Zahlen

auf der Zahlengeraden veranschaulichen.

Die Menge C der komplexen Zahlen kann als

Punkteebene aufgefafit werden und heifit die b
komplexe Zahlenebene. Jeder komplexen

Zahl z = a + ib entspricht also genau ein x—Achse
Punkt (a|b) der Ebene mit den Koordinaten a

a und b. Dies ist die Darstellung der komple-

xen Zahl z in kartesischen Koordinaten.

Eine andere Moglichkeit ist die Beschreibung y—Achse

in Polarkoordinaten r und ¢, wobei r der
Abstand zum Ursprung 0 und ¢ der Winkel
zur z-Achse (mathematisch positiv, d.h. ent-
gegen dem Uhrzeigersinn) sei. Dafiir schrei-
ben wir voriibergehend: z ~ (r£yp).

y—Achse
z~ (alb)

2z~ (rdy)

% x—Achse

Diese Darstellung in Polarkoordinaten ist nicht eindeutig moglich:
21 =25 <= (11 =reund @; = ¢y + 2mm fiir beliebiges m € Z ).
Der Winkel ¢ L}t sich angeben in Grad oder Bogenmaf (360° = 27). r heifit Betrag (oder Modul)
von z, in Zeichen r = |z|, und ¢ heifit Argument (oder Phase) von z.
Der komplexe Betrag ist vertréglich mit dem reellen Betrag, d.h. |a + 0| = |a| fiir a € R.

Vereinbarung: Wir bezeichnen das Argument von z, welches in (—m, 7] liegt, mit Argz und
nennen Arg z den Hauptwert des Arguments.

Die Zahlen bi auf der y-Achse heilen imaginéire Zahlen.

Hat man die komplexe Zahl z in Polarkoordinaten r und ¢ gegeben, so rechnen wir die kartesischen
Koordinaten aus:

z = rcosy + irsing,
also Re z = rcosp und Im z = rsin . Hier benutzen wir also schon Sinus und Kosinus.

Ist umgekehrt z in kartesischen Koordinaten, z = a + ib, gegeben, so ist
lz| = r = Va®+b2.

Als néichstes wollen wir das Argument ¢ = Arg z € (—m, 7] bestimmen. Nach Definition des Kosinus
ist cosp = a/r = a/va?+ b%. Diese Zahl liegt im Intervall [—1,1]. Die Kosinusfunktion cos :
[0, 7] = [—1, +1] ist streng monoton fallend, hat also eine , Umkehrfunktion“, den Arcuskosinus

arccos : [—1,+1] — [0, 7] (wie wir in Kapitel 3 noch sehen werden). Daher ist ¢ = arccos(a/r). Da
dies immer in [0, 7] liegt, erhalten wir auf diese Weise nur alle komplexen Zahlen mit b > 0. Da
auch cos(—¢) = a/r gilt, so erhalten wir ¢ = — arccos(a/r) fiir b < 0. Zusammengenommen haben

wir fiir den Hauptwert ¢ des Arguments einer komplexen Zahl z = a + b # O:

arccos\/afw, b>0,
Argz = p =
_ a
arceos ==, b<0.
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Beispiele:
Arg(1+2i) = arccos(—=) ~ 1.1071 ~ 63.435°,

V5
Arg(—2+1i) = arccos(=2) ~ 2.6779 & 153.43°,

>

S

=
5
oS

1—1) = —arccos:/—% = —3m/4 & —135°,

(

(

Arg(—3) = arccos(—1) = 7 £ 180°,
Arg(i) = arccos(0) = 7/2,

rg(—i) = —arccos(0) = —m/2.

>

Wir wollen jetzt die Addition und die Multiplikation geometrisch veranschaulichen. Seien u =
a+ib=r(cosp+isinp) und v = c+id = s(cos ) +isin1)) zwei komplexe Zahlen in kartesischen-
und Polarkoordinaten. Dann ergibt sich mit den Rechenregeln:

u+v = (a+c)+i(b+d) und wv = rs[cos(p+ 1) +isin(p + )] .

Hier wurden die Additionstheoreme cos ¢ cosy — sin g sinyy = cos(¢ + 1) und cos ¢ siny +
sinp cos® = sin(p + 1) benutzt. Die Herleitung von Additionstheoremen werden wir in Kapitel
4 betrachten.

In Worten: Der Real- bzw. Imaginérteil von u-+wv ist gleich der Summe der Real- bzw. Imaginérteile
von u und v. Der Betrag von u-v ist gleich dem Produkt der Betrége von v und v, und das Argument
von u - v ist gleich der Summe der Argumente von u und v. Achtung: Fiir die Hauptwerte der
Argumente muss man aufpassen. Liegt die Summe der Argumente von u und v auflerhalb des
Intervalls (—, 7], so muss man 27 addieren (wenn kleiner als —7) bzw subtrahieren (wenn grofler
oder gleich 7), damit man in das Intervall (—7, 7| kommt.

Fiir die Addition ergidnze man
die Strecken Ou und Ov zu einem
Parallelogramm. Der vierte Eck-

punkt ist dann u + v.
u+v

Die Multiplikation ist eine v
Drehstreckung: Der Vektor u wird
um v gedreht und dann um den
Faktor s gestreckt.

Fiir die Division komplexer Zahlen benotigen wir:

Definition 1.17 Sei z = a +ib € C. Dann heifit Z = a — ib € C das (komplex) konjugierte
Element zu z.

Anschaulich bedeutet Z die Spiegelung von z an der reellen Achse. In Polarkoordinaten ist Z =
rcos p — isin ¢] = r[cos(—p) + isin(—¢)] fiir z = r(cosp + isinp).

Wir listen einige Eigenschaften des konjugierten Elements auf:
(a) zeR<=2=7%,
(b) z =z,

() zZi =77 ud 2z +2=7+7,
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() 2z = [2]> = (Rez)?+ (Im2)2.

Achtung: Es ist |z|* # 22 fiir alle z € C\ R.

Bei der Division komplexer Zahlen in kartesischen Koordinaten erweitern wir immer mit dem
Konjugierten des Nenners:

U uv uv ReuRev+ImuImuv i RevImu — ReuImuv

_ = - = — = 7 -

v v |v|? (Rev)? 4+ (Imw)? (Rev)? 4 (Imw)?
= Re?u/v) = Im?u/v)

Beispiel: v =1+ 2i, v = 3 + 4. Dann ist

w142 (1+20B-1) 1 11
s = 311 Gieop 0Tz =g+

Wie grof§ ist der Betrag von u + v?
luto)? = (wxo)(@x7) = [uf’ + ju]* £ [uv + vt
= |ul* + |v|* £ 2Re(uD).

Mit |u| = VI +4 =5, |v| = vV9+1=+10 und Re(uv) = Re((1 4 2i)(3 — 1)) = Re(5 + 5i) = 5

verifizieren wir |u + v|? = 25 = |4 + 3i|?.

Satz 1.18 FEs gilt |[Rez| < |z|, |Imz| < |z| fir alle z € C und die Dreiecksungleichungen

lu+v] < |ul + | und Ju—v|] > |ju|=|v|| firalleu,veC.

Beweis: Fiir z = a+ibist |Rez| = |a] < va? 4 b? = |z| und genauso |Im z| = |b] < va? 4+ 1? = |z]|.

Damit ist auch

24 ) 4+ 2Re(u®) < |uf + |v]* + 2 |u7)

2 2
+ ol + 2 ful Jo] = (ful+ o))"

utof” = Jul

= uf”
Da die Quadratwurzel die Relation nicht verdndert (Monotonie der Wurzel), folgt die erste Version
der Dreiecksungleichung.

Weiter ergibt sich |u| = |(u—v)+v| < |u—v| + |v|, also |u] — |v| < Ju —v|. Genauso folgt
durch Vertauschung von u und v die Ungleichung |v| — |u| < |v — u|. Also gilt auch wie im Reellen
die zweite Variante der Dreiecksungleichung, | |v| — |u|| < |v — ul. O

Wenn wir mehr als einen Summanden haben, so gilt die Dreiecksungleichung natiirlich auch in der

Form
n n
Dz < D lal.
k=1 k=1

Dies kann man leicht durch vollstdndige Induktion nach n zeigen.
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2 Folgen und Konvergenz

2.1 Beschriankte und konvergente Zahlenfolgen

Definition 2.1 (Folge)

Sei X eine Menge von Objekten (z.B. Zahlen, Vektoren, Matrizen, Funktionen, Warter). Fine
Folge (x,)2, in der Menge X ist eine Abbildung v : N — X, die jeder natiirlichen Zahl n € N
ein Objekt x, := x(n) € X zuordnet.

Der Index n kann selbstversténdlich auch i (oder anders) heiflen und kann ab 0 oder jeder anderen
ganzen Zahl laufen. Statt (z,)5%, verwenden wir auch die Schreibweisen (z,,),, oder sogar nur (z,,),
falls klar ist, welches Symbol den Index bezeichnet.

Beispiele:
(a) x, = (14+2)", n €N, (explizite Definition),

(b) zo=1, 21 =1, 2p1 =2, + 51, n=1,2,..., (rekursive Definition),
(¢) = z,neN, (Folge von Summen von Zahlen, also selbst eine Zahlenfolge),
k=1

(d) fu(t) =sin(nt), t € [0,27], n € N, (Folge von Funktionen).

Wir wollen die anschaulichen Vorstellungen von ,,beschrankten Folgen“ und , konvergenten Folgen*
préazisieren und beschrinken uns zunéchst auf Zahlenfolgen.

Definition 2.2 (beschrinkte Folge, konvergente Folge)

(a) Eine Folge (x,), in C heifst beschrankt, falls es eine Zahl r > 0 gibt mit |z,| < r fir alle
n.

(b) FEine Folge (z,), in C heifst konvergent, wenn ein Grenzwert, d.h. eine Zahl x € C,
existiert mit der folgenden Eigenschaft:

Zu jeder Zahl € > 0 existiert ein N € N mit
|z, —x| < e firallen> N.

Euxistiert kein solches x € C, so heifit die Folge divergent.

Bezeichnung: Wir schreiben x = lim z,, oder x, — x (n — 00).
n—oo

Bemerkungen:

(a) Fiir die Konvergenz muss gesichert werden, dass es zu jedem ¢ > 0 ein N € N gibt, so dass
der ,Folgenschwanz“ ab N den Abstand hochstens € zum Grenzwert hat. Die Zahl N héangt
von € ab, also N = N,, und wird i.a. grofler, je kleiner € gewéhlt wird.

(b) (i) Besitzt eine reelle Folge (z,), keine obere Schranke r, d.h. zu jedem r € R gibt es ein n
mit x,, > r, so heifit (x,), nach oben unbeschrinkt.
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(ii) Wir schreiben lim z, = oo und sagen ,,(x,), strebt gegen unendlich, falls es zu
n—oo

jedem R > 0 ein N € N gibt mit x,, > R fiir alle n > N. In der Literatur findet man
hierfiir gelegentlich auch den Begriff uneigentlich konvergent.

Wir schreiben somit etwa lim 2" = oco. Genauso werden nach unten unbeschrinkte Folgen
n—oo

erkldrt und solche, die gegen —oo streben.

(c) Diese Begriffe lassen sich auch auf andere Objekte etwa Folgen von Vektoren oder Folgen von
Funktionen iibertragen, die uns spéter noch begegnen werden.

(d) Eine Folge (z,), konvergiert genau dann gegen x, wenn die Folge (|xn — :L‘|)n gegen Null
konvergiert. Dies sieht man sofort aus der Definition! Folgen, die gegen Null konvergieren,
heiflen Nullfolgen.

Beispiele 2.3

(a) Sei c € C eine beliebige Konstante und x,, = ¢ fiir n € N. Dann ist (z,,), eine Nullfolge, d.h.
konvergiert gegen 0 € C, d.h.

Beweis: Sei ¢ > 0 beliebig vorgegeben. Wihle dann N € N so grof}, dass N > |¢| /e. Fiir
jedes n > N gilt dann: |z, — 0] = |c¢|/n < || /N < e. Dies beweist z, — 0 fiir n — co.
O

(b) Sei r = p/q € Q eine rationale, positive Zahl, also p,q € N. Dann konvergiert die Folge
x, = 1/n" = 1/~3/nP gegen 0, also

. 1
lim = 0.
n—00 /P

Beweis: Sei € > 0. Wihle N € N mit N > 1/3/e%. Fiir n > N ist dann

1 1
< < €.

V" YN

Bevor wir weitere Beispiele besprechen, wiederholen wir die wichtige Bernoullische Ungleichung
(Satz 1.12): Fiir jedes h > —1 und alle n € N gilt: (1+h)" > 1+4+nh.

|Tn| =

Beispiele 2.4

(a) Fiir jedes a > 0 gilt | lim /a = 1|.

n—oo

Beweis: Sei x,, := /a und zunichst ¢ > 1. Dann ist auch die n—te Wurzel z,, > 1 und
daher mit der Bernoullischen Ungleichung;:

n

a =ap = [1+ (@, —1)]" > 1+ n(z, —1).

Sei jetzt € > 0 beliebig. Wihle N € N mit N > (a — 1)/e. Dann ist mit der eben gezeigten
Ungleichung
a—1 a—1
<
n ~— N
fiir alle n > N. Damit ist die Behauptung gezeigt.

|z, —1] = 2, —1 <

< €
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Sei jetzt a < 1. Dann ist x, < 1 und, da 1/a > 1, nach dem eben Bewiesenen 1/x, =
Y/1/a — 1, n — oco. Wir schétzen jetzt ab:

1
1— —
x

n

<h-1

T — 1] =[]
Ty

Sei jetzt ¢ > 0. Wahle dann N € N, so dass ’1 - i < ¢ fir n > N. Dann ist auch

|z, — 1| < e fiir n > N, und auch dieser Fall ist erledigt. O

(b) Fiir jedes a € C mit |a| < 1 gilt: lim a” = 0.| Die Folge (a")nen heifit geometrische

n—o0

Folge.

Beweis: Wir wenden wieder die Bernoullische Ungleichung in etwas trickreicher Weise an
(beachte |a| < 1):

1 1 1-— " 1-—
—Z—n:(1+ |a|)21—|—n o]
|a”| |al |al |al
und daher
el
STt Tl E ) S a(—a)
Zuz—:>0wéihleNENmitN2ﬁ.Damnfolgt |a”|§ﬁ§eﬁirn2]\ﬁ O

Mit den Beweisen zu den folgenden Sétzen kénnen wir den Konvergenzbegriff weiter iiben.

Satz 2.5 Ist die Folge (x,,), in C konvergent, so ist der Grenzwert eindeutig bestimmt. Mit anderen
Worten: Gilt x,, — = und x,, — y fir n — oo, so ist v = y.

Beweis: Wegen der Konvergenz von (x,,), gegen x und gegen y existieren zu jedem ¢ > 0 Zahlen
N, M € N mit
|z, — x| < gfﬁrnzN und |z, —y| < gfﬁrnZM.

Mit der Dreiecksungleichung folgt fiir alle n > max{N, M}
[z —yl = [(@—zn) + (@ —y)| < [z —20] + |za—yl < €.

Da diese Ungleichung fiir jeden Wert € > 0 gilt, ist z = y. a

Satz 2.6 Jede konvergente Folge ist beschrdnkt.

Beweis: Sei z,, — z fiir n — oo. Fiir ¢ = 1 existiert nach Definition der Konvergenz ein N € N
mit |z, — x| <1 fir alle n > N. Aus der Dreiecksungleichung folgt also fiir alle n > N, dass

20| = [(zp —2) + 2| < fon—2] + [o] <1+ [2].
Setze nun R := max{1 + |z|,|z1],...,|zy-1|}. Dann gilt |z,| < R fiir alle n € N. O

Hier konnen wir das Beispiel 2.4 (b) fortfithren:
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Beispiel 2.7 Ist a € C und |a| > 1, so divergiert die geometrische Folge (a")oo , denn sie ist

nicht beschrénkt. Mit der Bernoullischen Ungleichung gilt ndmlich
ja"| = (1+(jal =1))" = 1 + n(la - 1),
und der rechte Ausdruck ist wegen |a| — 1 > 0 sicher unbeschrénkt (Widerspruchsbeweis!).

Wir wollen ein weiteres Beispiel fiir eine divergente Folge untersuchen.

Beispiel 2.8 Die Folge |z, = (—=1)"|, n € N, divergiert.

Beweis durch Widerspruch: Angenommen, x, — x fiir n — oco. Dann wiirde es zu € = 1/2 ein
N € N geben mit |z, — x| < 1/2 fiir alle n > N. Sei nun n > N eine gerade Zahl. Dann ist n + 1
ungerade und daher

2 = |on —anal = (w0 —2) + (# —20pd)| <lon—2] + |2 —20a] < 1,

und dies ist sicher ein Widerspruch. O

Fiir viele Konvergenzuntersuchungen kann die Differenz |z, — x| durch eine schon bekannte Null-
folge abgeschitzt werden (s. Beispiel 2.4 (b)). Der folgende wichtige Satz belegt, dass eine solche
Abschatzung fiir einen Konvergenzbeweis ausreicht.

Satz 2.9 (Majorantenkriterium)

Sei (yn)n eine Nullfolge. Sei ferner (z,), eine Folge in C sowie x € C und ¢ > 0 und ng € N mit
der Figenschaft
|z, — x| < clyn| fiir allen > ng.

Dann konvergiert (x,,), gegen .

Beweis: Sei € > 0 beliebig. Da (y,), eine Nullfolge ist, existiert ein N € N mit |y, | < ¢/c fiir alle
n > N. Fiir n > max{N,ng} folgt dann |z, — z| < c|y,| < e. O

Als Anwendung betrachten wir das folgende Beispiel:

Beispiel 2.10 Fiir jedes a € C gilt

Dies bedeutet, dass die Fakultédt n!  schneller gegen unendlich strebt® als jede Potenz a™.
Beweis: Wir halten a € C fest und wéhlen p € N mit p > |a|. Fiir n € N, n > p+ 1, gilt dann:

|a]” o]
n! p-D'p-(p+1)-...-n

~
n—p—+1 Faktoren

o 2 ()]
(p—1Dtprrtt  (p—1)! \p

Die geometrische Folge (|a| /p)" konvergiert gegen 0 (s. Bsp. 2.4), also auch die Folge (|a,|/(n!))nen.
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Der néchste Satz folgt direkt aus dem Majorantenkriterium.

Satz 2.11 (Einschlieffungskriterium)

Fiir drei reelle Folgen (x,)n, (Yn)n, (2n)n gelte z, <y, < z, fir alle ,hinreichend grofien n“ (d.h.
fiir alle n > nq fir ein ng € N). Auflerdem konvergiere sowohl (x,), als auch (z,), gegen den
selben Grenzwert y. Dann gilt lim y,, = y.

n—oo

Beweis: Wir schétzen den Fehler |y, — y| ab:
und daher |y, — y| < |z, — y| + |2, — y|. Das Majorantenkriterium liefert die Konvergenz. O

Allgemeines Vorgehen zur Konvergenzuntersuchung: Ist z ,Kandidat® fiir den Grenzwert von
(1 )n, so forme man den Ausdruck |z, — x| solange um, bis er durch eine bekannte Nullfolge nach
oben abgeschitzen werden kann. Nach dem Majorantenkriterium ist dann die Konvergenz x,, — x
gezeigt. Das Handwerkszeug fiir diese Abschéitzungen ist fast immer die Dreiecksungleichung.

Wie erhélt man einen Kandidaten fiir den Grenzwert? Ein allgemeines Rezept dafiir gibt es
nicht. Bei gewissen Typen von Folgen gibt es aber Methoden:

(i) Bei einer rekursiven Definition ersetze x, und z,; etc. durch x und l6se nach x auf. Dies ist
jedoch kein Konvergenzbeweis!

(ii) Bei rationalen Ausdriicken dividiere durch die ,fithrenden* Terme.

Bevor wir dies an Beispielen illustrieren, brauchen wir noch gewisse Rechenregeln fiir konvergente
Folgen.

Satz 2.12 (Rechenregeln)

Es seien (xp)n, (Yn)n konvergente Folgen in C mit x = lim z, und y = lim y,,.
n—oo n—oo

(a) Dann konvergieren die Folgen (x, £ yn)n und (yny)n und es ist

lim (z, £y,) = oxy, lim(y,2,) = yo.
n—oo

n—oo

(b) Fallsy # 0, so gibt es N € N mit y,, # 0 fir alle n > N, und es gilt

L T, T
lim — = —.

(c) Ist (xy,), konvergente Folge in R und es gibt eine Konstante ¢ € R mit x,, < ¢ fir allen € N,

so gilt auch fiir den Grenzwert lim z, < c. Man beachte, dass auch im Fall x, < c fir alle
n—o0

n € N im allgemeinen nur lim z, < ¢ folgt.
n—o0

Beweis von Teil (b): Wegen y, — y und y # 0 existiert ein N € N mit |y, —y| < % ly| fiir alle
n > N. Fiir diese n > N ist dann mit der zweiten Dreiecksungleichung

1 1
lynl = ly =W —wa)l = [yl — ly—wal = |yl — §\y| = §\y| > 0.
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Daher ist die Folge (,/yn)n>n wohldefiniert. Ferner ist

— = = /= < — |y(z,—2)+ (y — yn) 7|
Yo Y ] |y ly[?
2z, —x 2\x| |Yn —
| 2 ||y2 yl
|y] |y]

Nach Teil (a) konvergiert der rechte Ausdruck gegen 0. Aus dem Majorantenkriterium folgt dann
die Behauptung.

Beweis zu Teil (c¢): Wir setzen wieder x = lim,, o Z,. Zu jedem € > 0 lésst sich n € N wihlen mit
| — x,| < e. Somit ergibt sich

r=x,+x—T, <xp+|r—x,] <c+e.

Da diese Ungleichung fiir jeden Wert ¢ > 0 gilt, folgt x < c. Fiir die weitere Bemerkung betrachte
zum Beispiel x,, =1 — % mit x, < 1 fiir jedes n € N und lim,, ., z, = 1. O

Beispiele 2.12

3n+1 + on

(a) =

3 +1 1+

— 3 firn — oco.

n

~/

w

+

~—~

Wl |wiN
SN—"

3

~—

(b) 3n?+1Tn +3 34+ 17/n+ 3/n? 3 .
= — — firn— oco.
2n? — 13n + 2 2 —13/n+2/n? 2

n
(c) T, = —— — 1 firn— oo,
n?+1

denn durch Erweiterung ist mit der 3. Binomischen Formel

‘n—\/n2+1} _ 1 <
Vel Vi o

|z, — 1] =

S|

8 8
d — -1 = < — 0 fi .
(d) vn+ vn N Y e S —— ir n — 0o

(e) Die Folge (a,), sei rekursiv definiert: a; = 2, a,11 = % (an + %) fiir n € N. Setzt man fiir a,

und @, jeweils a ein und 16st nach a auf, so kommt als Grenzwert nur ++/2 in Frage. Da mit
ay auch alle weiteren Folgenglieder nicht negativ sind, so gilt das auch fiir den Grenzwert a. Also
kommt nur @ = ++/2 in Frage. Dies ist aber kein Beweis dafiir, dass die Folge wirklich gegen v/2
konvergiert. Im néchsten Abschnitt werden wir die Konvergenz klaren.

-, n € N, konvergiert sicher nicht, da sie unbe-
schriinkt ist (weshalb?). Trotzdem kann man den Grenzwert ,ausrechnen®: Aus a = a* folgt a = 0
oder a = 1. Beides ist aber falsch, da die Folge nicht konvergiert. Dieses Beispiel motiviert die
Notwendigkeit eines theoretischen Konvergenzbeweises.

(f) Die rekursiv definierte Folge a1 = 5, a,41 = a?
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2.2 Teilfolgen und das Monotoniekriterium

Bisher haben wir nur die Konvergenz von sehr einfachen Folgen explizit mit der Definition (oder
dem Majorantenkriterium) nachgewiesen. Dies klappt natiirlich nur, wenn wir den Grenzwert ken-
nen (oder vermuten). Dies ist aber eher selten der Fall. Viel hdufiger wird ein unbekannter Wert mit
Hilfe einer Folge angenéhert (etwa durch einen Algorithmus im Rechner). Als Beispiel betrachten
wir etwa eine Folge von Summen.

:cn:zl n € N.

~_37
=17

Wir benétigen also Kriterien, die uns die Konvergenz sichern, ohne dass wir den Grenzwert kennen.

Definition 2.13 (Teilfolge, Hiufungspunkt)
Sei (x,), eine beliebige (komplexe) Zahlenfolge.

(a) Als Teilfolge von (x,,), werden Folgen der Form x,,, Tp,, Tns, ... bezeichnet, wobei ny < ny <
ng < --- aufsteigende natiirliche Zahlen sind. Wir notieren dies kurz mit

(xnk)zil C (p)pey -

(b) x € C heifit Haufungspunkt von (x,,),, wenn es eine Teilfolge (x,,)52, C (x,)52, gibt mit
Ty, — X fiir k — oo.

Beispiel 2.14 Als Standardbeispiel dient die Folge (x,,), mit x,, = (—1)", n € N. Diese ist nicht
konvergent (siche Beispiel 2.8 oben), besitzt aber die beiden konvergenten Teilfolgen mit xs, = 1
und x9, 1 = —1. Daher besitzt die divergente Folge (z,), die beiden Haufungspunkte +1 und —1.

Ganz wichtig in Hinblick auf Konvergenzkriterien ist der folgende Satz.

Satz 2.15 (Bolzano—Weierstraf)
Jede beschriankte Zahlenfolge (x,,), besitzt einen Haufungspunkt, d.h. eine konvergente Teilfolge.

Bemerkung: Dieser Satz ist eng verkniipft mit der Definition der reellen Zahlen als Erweiterung
der rationalen Zahlen. Im Q gilt er ndmlich nicht: Die Folge z,,, = % (xn + l), neN, =1,

Tn

konvergiert gegen /2 (siche unten). Sie ist daher beschrinkt, besitzt aber in Q keinen Hiufungs-
punkt, denn sie konvergiert gegen eine nicht-rationale Zahl. Wir nehmen diesen Satz als Axiom
(dann ist er kein Satz mehr, der zu beweisen ist). Ansonsten miifiten wir ein anderes Vollstédndig-
keitsaxiom der reellen Zahlen annehmen und diesen Satz damit beweisen. Haufig wird etwa die
Existenz von Suprema beschréankter Mengen oder der Durchschnittssatz bei Intervallschachtelungen
vorausgesetzt. Wir gehen anders vor und beweisen den Durchschnittssatz unter Annahme des Satz
von Bolzano-Weierstraf.

Satz 2.16 (Durchschnittssatz)

Sei I; CR, j € N, eine Folge von nichtleeren Intervallen der Form I; = [aj, b;] mit [y D I D I3 D
Iy O ---. Dann gibt es (mindestens) einen gemeinsamen Punkt & € ﬂ{lj 1J € N}.
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Beweis: Aus jedem Intervall I; wéahlen wir uns einen Punkt z; aus, also z; € I fiir alle j € N.
Wegen der Inklusionseigenschaft der Intervalle ist z;, € I; fiir alle & > j. Insbesondere ist die Folge
(x;) beschrénkt, besitzt also nach dem Satz von Bolzano-Weierstral eine konvergente Teilfolge
xj, — Z. Aus z;, € I, fiir alle j, > m und der Abgeschlossenheit von I,,, folgt fiir & — oo, dass
auch = € I,,,. Da dies fiir jedes m gilt, ist & € ﬂ{[m tm e N}. O

Ganz einfach ist der Beweis zum folgenden Satz:

Satz 2.17

(a) Konvergiert (z,), gegen x, so auch jede Teilfolge, und x ist der einzige Héiufungspunkt von

(b) Sei (x,), eine beschrinkte Folge mit einem, aber auch nur einem einzigen Hdaufungspunkt
x (d.h. jede konvergente Teilfolge strebt gegen dieses x). Dann konvergiert die ganze Folge
gegen x.

Mit dem Satz von Bolzano-Weierstraf 148t sich nun ein einfaches und sehr niitzliches Konvergenz-
kriterium zeigen. Dazu fiihren wir den Begriff der Monotonie ein.

Definition 2.18 (Monotonie)

Die reelle Zahlenfolge (), heifst monoton wachsend (bzw. monoton fallend ), falls x,,.1 > z,
fir allen (bzw. x,1 < x, fir allen). Wenn x,41 > 2, bzw. x,41 < x, fir allen € N gilt, sprechen
wir von strenger Monotonie.

Den folgenden Satz werden wir haufig benutzen, insbesondere immer dann, wenn wir den Grenzwert
nicht kennen.

Satz 2.19 (Monotoniekriterium)

Jede reelle, beschrinkte und monotone Folge konvergiert.

Beweis: Wir beschrénken uns auf den Fall einer monoton wachsenden Folge. Sei also (z,,),, monoton
wachsend, d.h. z, ;1 > z, fiir alle n. Da nach Voraussetzung die Menge {:cn 'n e N} beschrankt
ist, existiert nach dem Satz 2.15 von Bolzano-Weierstraf eine Teilfolge (x,, )ren, die gegen ein x
konvergiert. Wir zeigen, dass sogar die ganze Folge gegen x konvergiert. Sei € > 0 beliebig. Dann
existiert ein k£ € N mit |z, — x| < e. Da die Folge (x,,),, monoton wachsend ist, so ist z > x,, fiir
alle m und daher

0<z—z, < x—x, < cfirallem > n;.

k

Setzen wir N := ny, so folgt die Behauptung. a

Beispiele 2.20

(a) Jetzt kénnen wir die Konvergenz der rekursiv definierten Folge z,,11 = % (2, + 2/z,), n € N,
fiir beliebigen Anfangswert z; > 0 zeigen:

Zuniichst sehen wir induktiv, dass z,, > 0 fiir alle n € N gilt. Als nichstes zeigen wir z2 > 2 fiir
alle n > 2:
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Aus der Definitionsgleichung folgt durch Multiplikation mit 2x,, dass 2z, r,.1 = 22 + 2, d.h.

(:L‘n—:L‘n+1)2—l‘ — 2 fiir alle n > 1, also 22 — 2 > 0 fiir alle n > 2.
Jetzt ist
1/2 2 — 12 <0
.Tn - .Tn = - ——xn = < ,
1 2 \z, 2x,

d.h. die Folge (z,), ist monoton fallend und nach unten durch 0 beschrénkt, also konvergent. Der
Grenzwert ist z = \/5, wie oben berechnet wurde. Aulerdem gilt

}!En+1—\/§’: 1 _>L
o - VAP 20 2VE

Die Eigenschaft \xnﬂ — | < ¢|z, — |? fiir n € N bei konvergenten Folgen mit einer Konstanten
¢ > 0, hier etwa ¢ = nennt man quadratische Konvergenz . Sie bedeutet anschaulich, dass
sich in jedem Schritt (ﬂe Anzahl der korrekten Dezimalstellen im wesentlichen verdoppelt. Dies ist
eine sehr schnelle Konvergenz!

(b) Auch diese Folge haben wir schon vorgestellt:

1 n
T, = (1+—) , neN.
n

Mit der binomischen Formel erhalten wir

1\" “/n\ 1
L= (1+=) =1 -
k=1

Da fiir £ > 1 die Abschétzung

<n)1 Lnn=1)...(o—k+1) _ 1 _ 1

k)nk k! no...n = kT 2kl
N———
k mal
gilt, folgt mit der geometrischen Summe
k=1 2

fir alle n € N, d.h. (z,), ist nach oben beschrankt. Wir zeigen, dass sie monoton steigend ist und
betrachten dazu den Quotienten

n+1
1+ 1
Tn+1 _ ( n 1) — (1+_) (1—|—h)n+1 mit
Tn (1+ﬁ) n
1+h—1+"—+1 a4+ +n -1 oy
L+1 7 nm+ D)+ (n+1) (n+1)* =

Die Bernoullische Ungleichung liefert

s (e - (2) 53 -

Also ist x,41 > x, fiir alle n € N. Aus Satz 2.19 folgt die Konvergenz der Folge. (Ihr Grenzwert
ist die Eulersche Zahl e, wie spéter gezeigt wird.)
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3 Funktionen und Stetigkeit

3.1 Der Funktionsbegriff

Funktionen sind schon aus der Schule bekannt — jedenfalls Funktionen einer reellen Verdnderlichen.
Wir betrachten im ersten Semester im wesentlichen Funktionen in einer (komplexen) Verénderlichen
und werden spéter die Begriffe auf vektorwertige Funktionen in mehreren Variablen erweitern.

Definition 3.1 (Funktion einer Verdnderlichen)

Fine Funktion st eine Vorschrift, die jedem x € D C C genau einy € W C C zuordnet. Wir
schreiben f: D — W und y = f(z) oder

f:D — W
z = f(2)

Die Menge D heifit Definitionsmenge. Die Menge W wird Wertemenge genannt. Spezieller
heifit die Menge aller Funktionswerte,

f(D)={f(zx)eW:2e D} CW,

das Bild von f. Der Fall reeller Argumente bzw. reellwertiger Funktionen ist durch die Forderung
D CR bzw. W =R in der Definition enthalten.

Beispiele 3.2

(a) Die Funktion f : R — R sei definiert durch f(z) = 2? + 2ax + b, * € R, wobei a,b € R
Parameter seien. Wegen f(x) = (z + a)? + b — a? ist [b — a?, 00) das Bild.

(b) Hier sei f : Rsg — R definiert durch f(xz) = \/z, x > 0, wobei natiirlich wie iiblich das
Symbol /- die positive Wurzel bezeichne. Dann ist Rsq Definitionsmenge und das Bild.

Wie veranschaulicht man sich Funktionen? In diesem Zusammenhang ist der Graph einer Funktion
wichtig.

Definition 3.3 (Graph einer Funktion)
Sei f:C DO D — C eine Funktion. Dann heifst

Graph(f) = {(z,f(z)) eCxC:z € D}

der Graph der Funktion. Der Graph ist somit eine Teilmenge von C x C = {(u,v) : u,v € C}.

Fiir reellwertige Funktionen einer reellen Verdnderlichen, also f : D C R — R, ist der Graph
eine Teilmenge von R x R, und dieser lasst sich wie gewohnt skizzieren.
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f(x) = x2 f(x) =1/2 x°—x—1

35 1 0.5
3 0
25} 1 0.5
27 -1
15} 1 1.5
1 2
0.5} 1 25
2 -1 0 1 2 -3, -1 0 1 2

Die Mengen-Schreibweise

Ax B={(x,y):x € Ay e B},

um geordnete Paare (z,y) mit x € A und y € B anzugeben, ist {iblich und wird direktes Produkt
der Mengen A und B genannt.

Fiir die Veranschaulichung von komplexen Funktionen f : D C C — C koénnen wir nicht den
Graphen skizzieren, da dieser ja in C x C, also in einem vier-dimensionalen Raum (iiber R) liegt.
Daher beschreibt man Abbildungen von C in sich auf andere Weise, z.B. wie gewisse Mengen von C
abgebildet werden. Wir gehen einige Funktionen durch und benutzen dabei natiirlich Eigenschaften
der komplexen Zahlen aus Abschnitt 1.4:

Beispiele 3.4

(a) Sei u € C fest gewahlt, u # 0, und f : C — C sei definiert durch f(z) = uz, z € C. Dieses f
bedeutet eine Drehstreckung, d.h. z wird um |u| gestreckt und um Argu gedreht.

(b) Mit k € N sei f(z) := 2*, 2 € C. In Polarkoordinaten ist z = r(cos ¢ + i sin ¢), also
f(z) = 2 = r¥[cos(kyp) + isin(ke)] .

Liegt also z auf dem Kreis vom Radius r > 0 und Zentrum 0, so liegt f(z) auf dem Kreis vom Radius
r*. Der Halbstrahl von 0 ausgehend mit dem Winkel ¢ zur positiven reellen Halbachse wird auf den
Halbstrahl mit Winkel kg abgebildet. Fir k = 2 wird die Viertelebene {z € C: Rez > 0, Im z > 0}
yaufgeklappt® in die Halbebene {z € C : Im z > 0}, und die Halbebene {z € C : Rez > 0} wird
auf die ,,geschlitzte“ Ebene C\{z € C: Rez € (—00,0],Im z = 0} abgebildet.

(c) Jetzt betrachten wir f(z) = 1, z € C\ {0}. Erweitern mit z liefert f(z) = z/ |2|*. In Polarko-
ordinaten z = r(cos ¢ + isin p) ist daher:

1 Z 1 - 1 .
o= # = ;[cosgo—zsmgp} = ;[COS(—QO)+’LSII](—Q0)].

Die komplexe Zahl z # 0 wird also durch f am Einheitskreis ,,gespiegelt“ und anschlieBend an der
reellen Achse gespiegelt. Diese Abbildung f(z) = % hat eine interessante Eigenschaft:

Kreise, die nicht durch 0 gehen, werden auf Kreise abgebildet, die ebenfalls nicht durch 0 gehen.
Dies sieht man so: Die Menge aller z € C mit |z — z9| = R beschreibt einen Kreis mit Radius

R > 0 und Mittelpunkt zy € C. Er geht nicht durch 0, wenn |zy| # R vorausgesetzt wird. Sei
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u= f(z) =1/z Dann ist z = 1/u, und wir formen die Gleichung |1 — z0’2 = R? #quivalent um:

2

1
‘——zo =R — [1-uzl’ = |u*R?
u

— 1 + |[u*|=f — 2Re(uz) = R*|ul
— 1 + (\zO\Q—RQ) lul> — 2Re(uz) = 0
|20/° 1

= (|ZO|2 N R2)2 - |ZO|2 _ R2

A

|20 — R?
R2

(|Zo‘2 B R2)2 .

u

Diese letzte Gleichung bedeutet, dass u = 1/z auf dem Kreis mit Radius ﬁ und Mittelpunkt
zol“—

—s2— liegt.

20
20" —R
Geraden, die nicht durch 0 gehen, werden ebenfalls in Kreise abgebildet. Wir konnen Geraden in C
in der Normalenform durch die Gleichung Re (E z) = = beschreiben, denn mit z = z +iy, z,y € R,
und v = a +ib, a,b € R, ist v = Re (Uz) = az + by bzw. y = —%x + I (fiir b # 0), und dies ist
die aus der Schule bekannte Darstellung. Fiir v # 0 geht die Gerade nicht durch 0. Mit u = 1/z
ist wieder Re (E/ u) = 7y dquivalent zu

Re(W/u) = v <= Re(v7) = vlul* <= |ul> — 2Re <%ﬂ) =0

Dies beschreibt einen Kreis mit Radius % und Mittelpunkt % Dieser geht durch 0.

Besonders wichtige Funktionen sind die Polynome (genauer: Polynomfunktionen):

pa) = Saat, wec,
k=0

auf die wir ausfiihrlicher eingehen wollen. Die a;, € C heiflen Koeffizienten von p, und n heifit der
Grad von p (falls a,, # 0). Es gilt p(0) = ag, d.h. es gilt bei dieser Notation von Polynomfunktionen
die Konvention, den im allgemeinen nicht definierten Ausdruck 0° gleich 1 zu interpretieren. Eine
Zahl & € C heiit Nullstelle von p, wenn p(z) = 0 ist. Die Diskussion der Nullstellen von linearen
(d.h. n = 1) und quadratischen Polynomen (d.h. n = 2) mit reellen Koeffizienten sind aus der
Schule bekannt. Auch fiir kubische (d.h. n = 3) Polynome und Polynome 4. Ordnung gibt es noch
Nullstellenformeln, die aber ziemlich kompliziert und fiir uns nicht wichtig sind.

Wesentlich ist, dass wir im Fall einer Nullstelle £ € C eines Polynoms p dieses durch das lineare
Polynom (x — i) ,teilen® konnen.

Satz 3.5 Sei & € C Nullstelle eines Polynoms p, d.h. p(&) = 0, und p habe den Grad n. Dann
kann p in der Form

p(z) = (:E—:i")q(x), r € C,

geschrieben werden, wobei q ein Polynom vom Grad n — 1 ist.
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Bevor wir diesen Satz beweisen, machen wir folgende Voriiberlegung;:

Ist p ein Polynom vom Grad n und z € C, so gibt es by, ..., b, mit

p(z) = Zak:pk = Zbg(x—fc)e.
k=0 =0

Dies nennen wir die Entwicklung von p um den Entwicklungspunkt z.

Beweis: Wir betrachten z = (x — ) + & und benutzen die binomische Formel,

n n k n k
k k
) =Y a((e—8) + i) = Y a Y (E) (i)t = 3% (6) 0 B (- 3)"
k=0 k=0 £=0 k=0 (=0
Definieren wir zur Abkiirzung
ay g e — 1), fir0<(<k,
Dy, = / - =
0, fir £ > k,
so gilt
p) = 3> Die = Dis
k=0 £=0 =0 k=0
n n k/‘ n
= ak<£> @ —2) =) bz —2),
=0 k=t =0
wenn wir by = Y, _, ay (lz) #FC fiir £ = 0,...,n setzen. O

Beweis von Satz 3.5: Wir entwickeln p um die Nullstelle z:

pla) = Y bplx — @)~

Dann ist 0 = p(&) = > ) _, bi(Z — &)* = by. Also erhalten wir

n n—1 n—1
ple) = Y belw—2)* = ) bpale— ) = (2 —2)) bz —2)*.
k=1 k=0 k=0

J/

= 4(a)
O
Durch fortgesetzte Anwendung dieses Abdividierens erhalten wir
p(z) = (x—m1)...(x —x,)¢(x) mit einem Polynom ¢ vom Grad n —m, (3.1)
wobei x1, ..., x, Nullstellen von p sind. Dies lasst sich fortfithren, bis keine Nullstellen von p mehr

iibrig sind — unabhéangig davon, ob wir als Grundkorper die reellen oder komplexen Zahlen nehmen.
Wir haben insbesondere gezeigt:

Satz 3.6 Jedes Polynom vom Grad n > 1 hat héchstens n Nullstellen.
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In C konnen wir dies sogar bis m = n fortfiithren. Dies ist der Inhalt des folgenden herausragenden
Ergebnisses:

Satz 3.7 (Fundamentalsatz der Algebra)

Sei p(x) = 2" + ap_12" 1 + -+ + ayx + ag ein Polynom n—ten Grades in x € C, wobei a; € C,
j=0,...,n—1. Dann existieren Nullstellen x1, ..., x, € C (nicht unbedingt alle verschieden), und
es gilt p(z) = (x — 1) ... (x — ).

Der erste Beweis dieses Satzes stammt von Carl Friedrich Gaufl und ist eine seiner herausragenden
Leistungen. Einen Beweis werden wir spéter nachholen, wenn wir den Begriff der Stetigkeit ein-
gefiithrt haben. Beachte: Der Satz gilt nicht im Reellen, d.h. wenn iiberall C durch R ersetzt wird!
Als Beispiel kann man p(z) = 2% + 1, z € R, nehmen.

Aufler Polynomfunktionen gibt es natiirlich noch viele andere Funktionen. Wir werden spéter etwa
noch die Exponentialfunktion und die Klasse der trigonometrischen Funktionen einfithren. Aus
zwei gegebenen Funktionen f und ¢ mit passenden Definitionsmengen entstehen durch die iiblichen
Verkniipfungen neue Funktionen. Etwa definieren wir f+g¢ : D — C durch (f+g)(z) = f(x)+g(2)
fiir alle z € D. Genauso lassen sich Differenzen und Produkte betrachten. Bei der Division f/g :
D — C muss die Definitionsmenge mindestens um die Nullstellen von g auf D = {z € D : g(x) # 0}
verkleinert werden.

Sind p, ¢ Polynome, so sind auch p + ¢ und p - ¢ wiederum Polynome. Im allgemeinen ist aber p/q
mit ¢ # 0 kein Polynom, sondern eine rationale Funktion.

Eine weitere Verkniipfung von Funktionen ist grundlegend, die Komposition bzw. Verkettung von
Funktionen. Die Verkettung ist definiert durch

(go f)(x)=g(f(x)),

d.h. es wird zunéchst f ausgefiihrt, und dann auf das Ergebnis g angewandt. Man beachte, go f #
f og ! Dies sollte man sich an einem Beispiel klar machen.
Die Komposition einer Funktion mit ihrer , Umkehrfunktion“ spielt eine besondere Rolle.

Definition 3.8 Sei f : C 2 D — W C C eine Funktion. EFine Funktion g : C DO W — D C C
heifst Umkehrfunktion, wenn

g(f(x)) =x fiurallex € D und f(g(y)) =y firaleyeW (3.2)

gilt. Wir verwenden die Notation g = f~1.

Achtung: f~! bedeutet hier die Umkehrfunktion, also Umkehrung bzgl. der Verkettung, und nicht
die Funktion % mit %(x) = ﬁ = (f(z))7, die Inversion bzgl. der Multiplikation.

Beispiel: Die Umkehrfunktion zu f(x) = 22 fiir * > 0 ist g(x) = v/z. Beachte, dass fiir D = R und
W = Ry keine Umkehrfunktion zu f(z) = z? existiert, da es zu jedem = € f(D) zwei Urbilder,
+y/x gibt. Wir konnen also keine Funktion definieren, die fiir alle z € R die Eigenschaften (3.2)
erfiillt. Anschaulich ergibt sich die Umkehrfunktion zu einer reellen Funktion, durch Spiegelung
des Graphen an der Winkelhalbierenden (sieche Abbildungen am Ende von Kapitel 4).
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Besitzt eine Funktion f eine Umkehrfunktion g, so sind Gleichungen der Form f(z) = y durch
z = g(f(z)) = g(y) nach z auflésbar. In diesem Zusammenhang mit der Umkehrbarkeit von
Abbildungen /Funktionen nutzt man hiufig drei Begriffe:

e Eine Funktion f : D — C heifit injektiv, wenn fiir z,y € D aus f(x) = f(y) die Gleichheit
x = y folgt.

e Eine Funktion f : D — W heifit surjektiv, wenn zu jedem y € W ein x € D existiert mit

f(z) =y.
e Eine Funktion f: D — W, die sowohl injektiv als auch surjektiv ist, heifit bijektiv
Damit gilt fiir Funktionen f und g:
° g(f(x)) = g fiir alle x € D = f injektiv,
o f(g(y)) = y fiir alle y € W = f surjektiv,
e g(f(z)) = afiiralle z € D und f(g(y)) = y fiir alle y € W <= f bijektiv.

Letzteres besagt, dass f genau dann bijektiv ist, wenn f eine Umkehrfunktion besitzt. Jede Abbil-
dung f: D — f(D) ist auf dem Bild natiirlich surjektiv! Das heifit, dass jede injektive Abbildung
f: D — f(D) eine Umkehrfunktion f~!: f(D) — D besitzt. Die Definitionsmenge der Umkehr-
funktion ist genau das Bild von f.

Beim obigen Beispiel der Normalparabel, d.h. f(z) = 22, ist somit die Funktion f : Ry — Rxg
bijektiv. Betrachten wir aber f : R — R, so ist f zwar surjektiv, aber nicht injektiv; denn es gilt
etwa f(2) = f(—2), aber 2 # —2. Andererseits ist f : R>o — R zwar injektiv, aber nicht surjektiv,
da es zu y = —2 kein Urbild = € R gibt. Um die Begriffe klar zu trennen, iiberlegen Sie sich, auf
welchen Intervallen die Funktion f: I — J mit f(z) = |z — 1| — 1 diese Eigenschaften aufweist.

In Analogie zu den Begriffen fiir reelle Folgen nennen wir eine Funktion f : R > D — R monoton
wachsend (bzw. monoton fallend), falls fiir z < y stets f(z) < f(y) (bzw. f(z) > f(y)) gilt.
Wir sprechen von strenger Monotonie, wenn diese Bedingungen mit echten Ungleichungszeichen
erfiillt sind. Mit diesem Begriff konnen wir eine Aussage iiber die Existenz einer Umkehrfunktion
formulieren.

Satz 3.9 Sei f : R D I — f(I) C R streng monoton wachsend oder streng monoton fallend auf
einem Intervall I. Dann besitzt f eine Umkehrfunktion f=1: f(I) — I auf f(I). Diese ist ebenfalls
streng monoton wachsend bzw. streng monoton fallend.

Beweis: Wegen f(I) = {f(z) : * € I} gibt es zu jedem y € f(I) mindestens ein z € I mit
y = f(z). Wir miissen zeigen, dass es nicht mehr als ein z mit dieser Eigenschaft gibt. Wenn
es aber z; und xs gibt mit x; # x9 und f(z1) = f(x2) = y, so muss z; < zy oder x5 < 1
gelten, also wegen der strengen Monotonie f(z1) < f(z2) oder f(zs) < f(z1). In jedem Fall ist
dies ein Widerspruch. Also gibt es zu jedem y € f(I) genau ein x mit y = f(x) und wir definieren
f~'(y) = x. Die strenge Monotonie von f~! zu zeigen, verbleibt als Ubung. a

31



3.2 Stetigkeit

Der Begriff der Stetigkeit lédsst sich auf verschiedene Weisen einfiihren. Da wir die Konvergenz von
Folgen ausfiihrlich besprochen haben, benutzen wir Folgen fiir die Definition.

Definition 3.10 (Stetigkeit)

Fine Funktion f: C 2 D — C heifst im Punkt & € D stetig, wenn fir alle Folgen (xy) in D mit
x — &, k — oo, stets auch f(xy) — f(2), k — oo, gilt. f heifit stetig auf D, wenn f in jedem
Punkt & € D stetig ist.

Veranschaulicht bedeutet Stetigkeit von f : R — R, dass der Graph keine ,,Spriinge“ hat.

Beispiel 3.11 (a) f: C = R, f(x) = |z|, x € C, ist stetig in jedem Punkt. Dies erkennt man aus
der 2. Dreiecksungleichung | f(z) — f(2)| = ||z| — |#|| < |& — 2, indem man hier fiir z die gegen &
konvergente Folge ) einsetzt.

(b) Polynome p : C — C von der Form p(z) = > a;2/, x € C, sind stetig auf C. Dies folgt
j=0

aus den Regeln fiir den Umgang mit konvergenten i’olgen: Summe, Produkt und Vielfaches von
konvergenten Folgen sind wieder konvergent!

(C)f:R_)R’f(x):{ 0, fallszeQ,

ist in keinem Punkt stetig. Z.B. kann man zu einem

1, fallszeR\Q,
irrationalen Punkt & € R\ Q eine Folge (x}) rationaler Zahlen finden, die gegen & konvergiert.
Dann konvergieren die Funktionswerte f(x;) =0 gegen 0 und nicht gegen f(z) = 1.

(d) f(x) := y/z ist auf D := [0, 00) stetig (insbesondere auch am Randpunkt & = 0 der Definiti-
onsmenge). Um dies zu zeigen, sei (xy) eine Folge nichtnegativer Zahlen mit x; — 2.

1. Fall: * = 0. Dann ist |\/x} — \/E‘ = /z; und diese Folge konvergiert gegen 0, da (z) gegen
Null konvergiert (einfacher Beweis mit € und N € N).

2. Fall: £ > 0. Dann ist mit der 3. binomischen Formel

o =2 _ ok — 2

V- Vil = e = s

Bemerkungen:

e Eine komplexwertige Funktion f : C O D — C ist genau dann stetig, wenn Real- und
Imaginérteil Ref : C 2 D — Rund Imf : C O D — R stetig sind. Dies folgt aus der
Beobachtung, dass eine Folge (z;) komplexer Zahlen genau dann gegen Z € C konvergiert,
wenn sowohl Real- als auch Imaginérteile konvergieren: Rezy — ReZ und Imz, — Im 2,
k — oo.

e Der Begriff der Stetigkeit einer Funktion hingt insbesondere von der Definitionsmenge ab.
So ist eine abschnittsweise gegebene Funktion wie f : R\ {0} — R mit

0, firz <0
f(x)—{ x+1, firz>0

nach Definition stetig. Definieren wir aber f auf ganz R, indem wir noch den Wert f(0) =0
hinzunehmen, so ist f : R — R unstetig.
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Manchmal lésst sich eine Definitionsliicke bei einer Funktion sinnvoll, d.h. stetig, ergénzen,

wie etwa bei
0, firz <0
f(x)_{:c, fir z > 0.

durch f(0) = 0. Allgemein definiert man: Eine stetige Funktion f : C O D\ {Z} — C heif}t
stetig erginzbar oder stetig fortsetzbar, wenn es ein ¢ € C gibt, so dass die Funktion

g: D — C mit ) A
g(z):{ f(z), firze D\{z},

c, flirz = 2.

stetig ist. Was muss man also tun, um dieses ¢ zu bestimmen (falls es existiert)? Man muss
fiir eine beliebige (!) Folge z, — 2 mit z;, # 2 zeigen, dass die Bildfolge (f(zx)) . kon-
vergiert und der Grenzwert nicht von der gewéhlten Folge (zj), abhéngt. Dann setzt man
¢ =limy_o f(28)-

Satz 3.12 (Regeln)

Sind f,g:C D D — C stetig in & € D, so auch f+g, f-g, f und f/g (letzteres nur auf Mengen
mit g(x) # 0 fir alle x € D).

Benutzt wird dabei:

Lemma 3.13 Ist g: C O D — C stetig in & € D und g(z) # 0, so gibt es € > 0 mit g(x) # 0 fir
allex e DN{zeC:|z—2| <e}.

Beweis: Wir fiihren einen indirekten Beweis. Wire die Aussage falsch, so wiirde es zu jedem
e > 0ein x € D geben mit |z — | < ¢ und g(z) = 0. Wihle nun speziell nacheinander ¢ = 1/k

fir £k = 1,2,..., und benenne das zugehérige x mit xy. Dann ist xz; € D, |z — 2| < 1/k und
g(xg) = 0 fiir alle & € N. Daher konvergiert (z3) gegen Z, und aus der Stetigkeit von ¢ in & folgt
0= g(zx) — g(2), also g(z) = 0, ein Widerspruch. O

Damit sind alle rationalen Funktionen, also Funktionen der Form f(z) = p(z)/q(x), wobei p und
g Polynome sind, stetig in allen Punkten Z, an denen ¢(&) # 0 ist.

Auch die Komposition von zwei stetigen Funktionen ist wieder stetig.

Satz 3.14 Sei f : C D D — C stetigin & € D und g : C D f(D) — C stetig in f(Z). Dann ist
auch go f: C D> D — C stetig in .

Der Beweis folgt sofort aus der Definition: Wenn z, — 2, dann wegen der Stetigkeit von f auch
f(z) — f(z) und wegen der Stetigkeit von g schlieBlich g(f(xzx)) — g(f(2)). O

Eine Zwischenstufe auf dem Weg zur Differenzierbarkeit ist die Lipschitz-Stetigkeit, die sich bei
reellen Funktionen schon veranschaulichen 14sst.
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Definition 3.15 (Lipschitz-Stetigkeit)
Fine Funktion f: D C C — C heifst lipschitz-stetig auf D, falls es ¢ > 0 gibt mit

lf(x) = fly)| < clr—y| firalez,yeD.

Die Konstante ¢ heifst Lipschitzkonstante.

Anschaulich bedeutet die Lipschitz-Stetigkeit einer Funktion f : D C R — R, dass alle Sekan-
tensteigungen (vom Betrag her) nicht grofler als eine feste Zahl ¢ > 0 sind. Ganz einfach ist der
Beweis des folgenden Satzes.

Satz 3.16 Jede auf D lipschitz-stetige Funktion ist stetig.

Beweis: Sei x € D und (zy,) eine gegen = konvergente Folge in D. Die Konvergenz der Bilder von
f folgt direkt aus der Lipschitzbedingung |f(zx) — f(z)| < ¢ |xx — x| — 0 fiir £ — oc. O

Wir sehen also, dass Lipschitz-Stetigkeit eine stédrkere Eigenschaft als Stetigkeit ist.

Beispiele 3.17

(a) Sei f : [a,0] € R — R definiert durch f(x) = 22, x € [a,b]. Dann ist |f(z) — f(y)| =
@+ 9)( — )] < (ol + g |2 — 9] < 2max{jal , b} | — | fiir alle 2,y € [a, b]. Hier ist die
Lipschitzkonstante also gegeben durch ¢ = 2max{|a|, |b|}.

(b) Auf ganz R hingegen ist die Funktion mit f(z) = x? nicht lipschitz-stetig: Dazu betrachten
wir den Betrag des Quotienten (die Sekantensteigung) |f(x) — f(y)|/ |z —y| = |z + y|. Ist
dieser Ausdruck beschrinkt fiir alle z,y € R? Natiirlich nicht, denn wir kénnen z.B. z = 0
und yi = k betrachten. Dann ist |f(x) — f(yx)| / |x — yx| = k — oc.

(c) Die Funktion x + 1/z ist auf D = K[0,1] \ {0} C C nicht lipschitz-stetig.! Wir betrachten

wieder
)= )]
[z —y| 2yl

Hier kénnen wir z.B. x = 1 und y; = 1/k nehmen. Fiir diese Wahl ist

|f(x) = f(ye)| / |2 — yu| = k — o0,

fir x,y € K1[0,1] \ {0} .

Die folgende &dquivalente Formulierung der Stetigkeit kommt ohne den Begriff der konvergenten
Folge aus und wird deshalb oft benutzt.

Hier sei K0,1] die abgeschlossene Kreisscheibe um 0 mit Radius 1.
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Satz 3.18 und Definition (¢ — 0 Charakterisierung, Funktionslimes )

FEine Funktion f: D C C — C ist genau dann in & € D stetig, wenn es zu jedem £ > 0 ein § > 0
gibt (abhingig von f, & und ) mit

‘f(:c)—f(:f:)‘ < e firalexeD mit|lx—z| < 9.

Wir schreiben dafir wieder lim f(x) = f(Z). Etwas allgemeiner definieren wir den Funktionsli-
T—T

mes lim f(x) = r durch:
T—T

Zu jedem £ > 0 gibt es § > 0 mit
|f(x)—r| < e firale z€D mit |[2—z| < dundzx#1z.

Der Funktionslimes r = lim,_,; f(x) existiert genau dann, wenn r der Grenzwert von (f(xk)))keN
aller konvergenten Folgen (xy)gen mit xx — T fiir k — oo und xy # & fir jedes k € N ist.

Beweis: (a) f erfiille die ¢ — §—Bedingung. Wir miissen die Stetigkeit von f in Z zeigen. Sei (xk)
in D mit xj, — 2. Zu zeigen ist f(z)) — f(&). Sei e > 0. Dann existiert d > 0 mit | f(Z) — f(2)| < e
fir |2 — z| < 0. Wihle N € N so grof, dass | — x| < 0 fiir alle £ > N. Fiir diese k > N gilt dann
auch auch }f(:ck) — f(a?)‘ <e.

(b) Sei f stetig in . Zu zeigen ist die € — d—Bedingung. Wir fiihren einen indirekten Beweis: Sei
diese Bedingung verletzt. Dann existiert ein € > 0 und zu jedem ¢ > 0 ein z € D mit |2 — x| < 0,
aber | f(2) — f(z)| > e. Wir wéhlen nun nacheinander § = 1/k, k = 1,2,.... Dann gibt es also zu
jedem k € N ein zx € D mit |& — )| < 4 und |f (1) — f(&)] > €. Also konvergiert (z;) gegen &,
aber f(xk) nicht gegen f().

Den Teil iiber den Funktionslimes beweist man genauso. a

Bemerkungen:

(a) Eine Funktion f ist also genau dann stetig in einer Stelle Z, wenn lim, ,; f(z) = f(2) =
f(lim,_,; x) gilt, d.h. f und lim diirfen vertauscht werden.

(b) Die ¢ — § Charakterisierung ist wie bei der Konvergenz: Zu jedem ¢ > 0 existiert 6 > 0 mit
.... Wird ¢ kleiner, so i.a. auch 9. Die Grofle 6 héngt dabei i.a. von ¢, dem Punkt £ € D und
natiirlich auch von f ab.

(c) Lésst sich 6 unabhingig von & wéahlen, so heifit f gleichméBig stetig auf D.

(d) Analog zur Definition des Funktionslimes definieren wir auch r = lim f(x) wenn der Grenz-
T—r00

wert fiir alle Folgen (x)) mit z;, — oo existiert und alle diese Grenzwerte mit r tibereinstim-
men, oder — in dquivalenter Form —, wenn es zu jedem € > 0 ein M > 0 gibt mit |f(z)—r| < e
fir all x > M. Genauso definiert man lim f(z).

T—r—00

(e) Man findet fiir reellwertige Funktionen auch die Notation lim f(z) = oo, die bedeutet,
T—T0

dass in kleinen Umgebungen von z, alle Funktionswerte von f jede vorgegebene Schranke
iibersteigen. Trotz der Notation geht es hier aber nicht um einen Konvergenzbegriff, sondern
um eine gewisse Form der Divergenz.
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3.3 Eigenschaften reeller stetiger Funktionen

In diesem Abschnitt betrachten wir reellwertige stetige Funktionen f : I — R auf Intervallen
D = I C R. Wir haben bereits offene, abgeschlossene, beschrinkte und unbeschréinkte Intervalle
betrachtet. Die auftretenden Begriffe (beschrankt, offen und abgeschlossen) definieren wir allgemein
fiir Teilmengen M reeller Zahlen und halten fest, was das Maximum und das Minimum einer Menge
M ist.

Definition 3.19 (a) ¢ > 0 heiffit obere Schranke (untere Schranke) einer Menge M C R,
wenn ¢ > x (¢ < M) fir jedes x € M gilt.

(b) M C R heifit beschriankt, wenn es eine Zahl ¢ > 0 gibt mit |z| < ¢ fiir alle Zahlen x € M.
(¢) Die Menge M C R heifit offen, wenn es zu jedem x € M eine > 0 gibt mit (v—e,z+¢) C M.

(d) Die Menge M C R heifit abgeschlossen, wenn fiir jede Folge (xy), die in M liegt und gegen
ein x € R konvergiert, auch der Grenzwert x zu M gehort, d.h. limy_ ..oz, =2 € M.

(e) m € M heifft Maximum (bzw. Minimum) von M, falls x < m fir alle x € M (bzwx > m
fir alle x € M).

Nicht fiir jede beschrinkte Menge existieren Maximum oder Minimum. Man betrachte z.B. das
offene Intervall M = (0,1) C R, das weder Maximum noch Minimum besitzt; denn die Zahlen 1
und 0 liegen nicht in M! Hier spielen die beschrankten und abgeschlossenen Teilmengen, etwa die
Intervalle [a, b], eine entscheidene Rolle. Teilmengen reeller Zahlen, die die beiden Eigenschaften
beschrankt und abgeschlossen aufweisen, nennt man ,, kompakt® .

Lemma 3.20 Ist M C R eine nichtleere, beschrinkte und abgeschlossene (also kompakte) Teil-
menge von R, so existieren x,x_ € M mit

ry = maxM wund z_ = minM.

Beweis: Wir konstruieren zwei Folgen (z,), in M und (y,), in R rekursiv: Sei ;7 € M beliebig
und y; € R eine obere Schranke von M, d.h. insbesondere y; > x7. Sei ¢ der Punkt in der Mitte
zwischen y; und zq, also ¢ = %[yl + xl}. Nun konnen zwei Fille eintreten:

.Fall: ¢ ist obere Schranke von M. Setze dann y, := ¢ und x5 = x7. In diesem Fall gilt yo — 29 =
sl — =),
.Fall: ¢ ist keine obere Schranke von M. Dann gibt es o € M mit x5 > c¢. Setze ys = y;. In diesem

Fall gilt yo — 29 <y —c = %[yl—:cl].

In jedem Fall gilt also 0 < yy — 25 < %[yl — xl] und ys < ¥y, 2 > x1. So fahren wir fort: Wir
setzen ¢ = 1 [y + ], machen die Fallunterscheidung, u.s.w. Damit haben wir zwei Folgen (z,),
in M und (y,), in R konstruiert, so dass (x,) monoton steigend und (y,,) monoton fallend ist und
so, dass alle y,, obere Schranken von M sind und
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gilt fiir allen = 1,2, 3, .. .. Aus dieser Gleichung folgt sofort, wenn wir sie mehrmals hintereinander
anwenden:

1 n—1
0 < ypn—an < (5) [yl—:cl} fir allen=1,2,3,...,

und daher y,, — z,, — 0, n — 0o. Da beide Folgen (z,) und (y,) monoton und beschrénkt sind, so
sind sie konvergent, d.h. x,, — z, n — oo, und z, € M. Wegen vy,, — x,, — 0 folgt auch y,, — ..
Wir zeigen, dass dieses v, € M ein Maximum ist, d.h. dass x; > x fiir jedes x € M. Sei x € M
beliebig. Da y,, eine obere Schranke ist, gilt fiir alle n:

0
_)

und fiir n — oo folgt, dass x < x, ist. Fiir die Existenz des Minimums argumentieren wir analog.
O

Satz 3.21 Sei D C R beschrinkt und abgeschlossen (also kompakt) und f : D — R stetig. Dann
ist das Bild f(D) ={f(z) : x € D} C R ebenfalls beschrinkt und abgeschlossen in R (also ebenfalls
kompakt), und es existieren Mazimum und Minimum von f(D). Das heifit, es gibt v, x_ € D mit

f(zy) = max{f(x):x € D} wund f(x_) = min{f(z): 2z € D},

d.h. f(x_) < f(x) < f(xy) fir alle x € D. Ohne die drei Eigenschaften ,Abgeschlossenheit von
D*“ ,Beschrinktheit von D“ und ,Stetigkeit von f“ stimmt die Aussage im Allgemeinen nicht
mehr.

Beweis: Angenommen, f(D) sei nicht beschriankt. Z.B. sei f(D) nicht nach oben beschrénkt. Dann
gibt es eine Folge (zx) in D mit f(xy) — oo fiir & — co. Da D kompakt ist, existiert nach dem
Satz von Bolzano-Weierstrafl (Satz 2.15) eine konvergente Teilfolge zx, — =, j — oo, und der
Grenzwert z liegt in der abgeschlossenen Menge D. Aus der Stetigkeit von f folgt f (:L‘kj) — f(z),
ein Widerspruch zu f(zy,) — co. Also ist f(D) beschréinkt. Der Beweis der Abgeschlossenheit geht
ganz dhnlich und verbleibt als Ubung. a

Als wichtige Konsequenz ergibt sich nun der Zwischenwertsatz.

Satz 3.22 (Zwischenwertsatz von Bolzano)
Sei f:[a,b] = R stetig und v € R mit

min{f(z):a <z <b} < v < max{f(z):a <z <b}.

Dann gibt es (mindestens) ein & € [a,b] mit f(z) = 7.

Beweis: Da [a,b] C R kompakt ist, gibt es z,,x_ € [a,b] mit f(z_) = min{f(z) : a < z < b},
sowie f(xy) = max{f(z) : a < o < b} (Satz 3.21). Wir unterscheiden nun drei Fille, z_ = z,
r_ < xy, x_ > ;. Im ersten Fall x_ = x, ist f konstant, daher f(z_) = v = f(z;) und
T =x_ = x, leistet das Gewiinschte.

Sei nun z_ < xy. Wir definieren A := {z € [z_,z,] : f(z) < 7} C [a,b]. Dann ist A eine
nichtleere (da z_ € A) beschénkte Teilmenge von [a, b]. Wir zeigen nun, dass A auch abgeschlossen,
also kompakt, ist. Dazu betrachte eine Folge (x,) in A, die gegen Z € [a, b] konvergiert. Dann ist

37



f(x,) < v fir alle n € N und wegen der Stetigkeit von f folgt f(z,) — f(&). Deshalb ist auch
f(@) <#,dh. € A. Also ist A kompakt.

Aus Lemma 3.20 ergibt sich nun weiter, dass ein & € A existiert mit £ > x fir alle x € A. Wir
wissen f(z) <+, da & € A ist. Nun definieren wir die Folge z,, = & + 1/n. Dann konvergiert (z,)
gegenz. Wegen x, ¢ A ist x, € [x_,x,] fiir grofe n. Wegen z,, > & und der Maximalitit von &
ist z,, ¢ A. Dies bedeutet f(x,) > . Die Stetigkeit von f impliziert lim,, .. f(z,) = f(Z), also
f(&) > ~. Zusammen mit der ersten Ungleichung folgt f(z) = ~.

Im dritten Fall z_ > x, setzt man A = {x € [x,z_]: f(x) > ~v} und verfihrt genauso. O

Der Zwischenwertsatz gibt uns die Moglichkeit, die Existenz von Nullstellen einer stetigen Funktion
zu klaren und deren Lage einzugrenzen.

Korollar 3.23 (Nulistellensatz) Sei f : R D [a,b] — R stetig und f(a) - f(b) < 0. Dann gibt es
(mindestens) eine Nullstelle von f in (a,b).

Beispiel: Jedes Polynom ungeraden Grades besitzt eine Nullstelle in R. Dies erkennen wir aus dem

Nullstellensatz; denn sei p ein Polynom ungeraden Grades n mit positivem héchstem Koeffizienten

a, > 0. Dann ist lim p(z) = +oo und lim p(z) = —oo, also p(—a) p(a) < 0 fiir hinreichend grofle
T—00 T——00

a > 0.

Bisher haben wir die Umkehrfunktionen noch nicht bzgl. der Stetigkeit diskutiert. Mit dem Zwi-
schenwertsatz ergibt sich ein iiberraschender Zusammenhang zwischen Monotonie und Stetigkeit
(vgl. auch Satz 3.9):

Satz 3.24 Die Funktion f : I — R sei auf dem Intervall I streng monoton wachsend oder fallend.
Dann ist die Umkehrfunktion f=': f(I) — I streng monoton wachsend bzw. fallend und stetig.

Beweis: Sei f streng monoton wachsend und yo = f(z9) € f(I). Der Nachweis, dass auch f~!
streng monoton wachsend ist, wurde in Beweis zu Satz 3.9 gefiihrt.

Wir zeigen die Stetigkeit von f~!. Fiir eine Folge (y,,) C f(I) mit y, — yo, n — 0. Ist 29 € I im
Inneren des Intervalls I so wiahlen wir € > 0 hinreichend klein, sodass (xg — €, 29 +¢) C I gilt. Da
f streng monoton wachsend ist, folgt

flzo—e) < f(xo) =yo < flzxo+¢).

Ist nun N € N hinreichend gro8, so dass y, € (f(zo —€), f(xo + ¢)) fir n > N gilt. Nach dem
Zwischenwertsatz ist y, € f(I) fiir jedes n > N und wir definieren z,, = f~!(y,). Mit der Monotonie
der Umkehrfunktion ergibt sich

FH (o =€) < fHya) < 7 (f(wo + )

bzw. g — e < x, < ¢ + € fiir jedes n > N. Da diese Einschachtelung fiir jeden hinreichend klein
gewithlten Wert ¢ gilt, folgt f~1(y,) = 2, — xo = f (o), d.h. f~1 ist stetig in 3. Im Fall, dass
xo auf dem Rand von [ liegt betrachten wir entsprechend einseitige Folgen mit y,, > yo und z
statt zo — ¢ oder v, < yo und xy statt xg + €. O

Nachtrag Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra (Satz 3.7):

Die Funktion f(z) := |p(z)|, x € C, ist stetig und reellwertig. Wir zeigen zuerst die Existenz eines
Minimums zy € C von f auf C und danach, dass f(zg) = 0 ist.
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n—1
Ohne Einschrinkung kénnen wir a,, = 1 annehmen, d.h. p,(z) = 2"+ " a,z* . Wir setzen weiterhin
k=0

n—1
C= max{l, /2f(0),2>° |ak\}. Fiir |z| > C ist dann
k=0

n—1 n—1
n n n 1 a
fo) = e a2 e - Y e
k=0 [l =5 1=l
n—1
1 1 1
> "1 - — >z|" |1 — =| = = |z|" > f(0).
> ol [ : |ak|] >la 1= 3] = Sl = 50
k=0
Daher brauchen wir auf der Suche nach einem Minimum nur die Kreisscheibe K[0,C] = {z €

C : |z| < C} zu betrachten. Diese ist beschrankt und abgeschlossen. Die Abgeschlossenheit einer
Menge definiert man fiir Mengen in C genauso wie fiir Mengen in R. Der Satz 3.21 gilt analog auch
fiir beschrénkte, abgeschlossene Mengen in C, Also gibt es eine Minimalstelle zy € K[0,C] C C
der stetigen Funktion f auf der beschrinkten, abgeschlossenen Kreisscheibe K0, C|. Wir setzen
g(x) = f(x + o) = |p(x + x0)|, € C. Dann ist z = 0 Minimalstelle von g.

Wir fiihren einen indirekten Beweis, um ¢(0) = 0 zu zeigen. Angenommen, ¢(0) > 0, d.h. p(x¢) # 0.
Das Polynom p(x + xy) vom Grad n kénnen wir in der Form schreiben

p(x+x0) = by + bpa™ + bppa™ + oo 4+ b,

wobeim € {1,...,n} der kleinste Index ist mit b,, # 0. AuBlerdem ist by = p(zo) # 0. Die Gleichung
bo + bpz™ = 0, d.h. 2™ = —by/by,, hat eine Losung z, wie wir in Abschnitt 1.4 gesehen haben.
Insbesondere folgt m < n; denn wir hatten ja angenommen, dass p(z + xg) keine Nullstellen hat.
Fiir € > 0 ist dann

9(e2)? = |plez+zo)|° = [bo+ b ™2™ +byprr €™ 4 4 b, 5"2"}2
=7b()€m
b by i

= |B*]1 — ™ [1 — b(jl&tzm“ — e = b—oe”mz”]

— ool (1+&|[---]* =2 Re[---]) .
Da m < n gilt, ist fur hinreichend kleine ¢ > 0 in der letzten Abschéitzung Rel---] > % und
I[---]] <2, also

2 < 2 2m _ m\ _ 2 _oom(1 _ m 2 _ 2
g(2)” < |bol” (1 +4e ™) |bo|™ [1 —e™(1 —4€e™)] < |bo] g(0),
>0

d.h. g(ez) < ¢g(0), und dies ist ein Widerspruch, da 0 Minimalstelle von g ist. O
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4 Reihen

In diesem Kapitel wollen wir erkliaren, was die Addition unendlich vieler Zahlen aq,as,as, ... be-
deutet. Das folgende Beispiel zeigt, dass man sich ohne eine genaue Definition in Widerspriiche
verstricken kann.

Beispiel 4.1 Wir wollen die Zahlen a; = (—1)**1/k fiir k = 1,2,3, ... addieren. Wir nennen den
Wert s und addieren dann s/2:

_ _ 1 1 _1 1 _1 1 _1 1 1 1 1 1 1
s= 1 —5 +3 1 13 s 17 s 19 0 ti 12 13 14
1o 1 _1 1 _1 1 _ 1 1
28 = 2 1 +5 8 +15 12 +1
3o — 1 _1 1 1 _1 1 1 _1 1
s = 1 +3 s 13 +3 1 1o 17 s T1i3

Die letzte Reihe scheint wieder s zu sein, denn alle Glieder kommen vor — allerdings in verdnderter
Reihenfolge! Wire der rechte Ausdruck ebenfalls s, so wiirde aus 3s/2 = s ja s = 0 folgen und dies
kann nicht sein, denn mit der Klammerung

1+1 1+1 1+1 1+
S = [ - — — - — — - — —
2 3 4 5 6 7 8
N—— ——" N—— N——
=1/2 >0 >0 >0

folgt s > 1/2 > 0.

An diesem Beispiel sehen wir, dass es i.A. bei unendlichen Reihen — im Gegensatz zu endlichen
Summen — auf die Reihenfolge der Summation ankommt.

4.1 Definition und Beispiele

Um die Zahlen ay, as, az, u.s.w. zu addieren, bilden wir ja nacheinander die (endlichen) Summen
ai, a1 +as, a1 +as+as, u.s.w. Damit wird eine neue Folge definiert, die Folge der ,, Partialsummen*:

Definition 4.2 (Reihe)

Sei (ay,) eine (reelle oder komplexe) Zahlenfolge. Die endlichen Summen
Sp = Zak e C, n=12,...,
k=1

heifien Partialsummen und die Folge (s,,), der Partialsummen heifft (unendliche) Reihe mit
den Gliedern ay.

n

Wir schreiben statt (E ak) kiirzer nur (E ak) .
n=1 k=1

k=1

Der Summationsindex k kann selbstverstandlich auch anders bezeichnet werden und ab 0 oder
jeder anderen ganzen Zahl beginnen.

[e.°]

Eine Reihe (E ak> heiffit beschrinkt (bzw. monoton oder konvergent oder divergent),
k=1
wenn die Folge der Partialsummen (s,,),, beschriankt (bzw. monoton, konvergent, divergent) ist. Ist

o
<Z ak> konvergent, so bezeichnen wir den Grenzwert mit
k=1
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k=1 k=1
Man beachte den Unterschied in der Bezeichnung;: (E ak) bezeichnet die Reihe, also die Folge
k=1

der Partialsummen, und io: ap € C ihren Grenzwert, falls sie konvergiert. Wir wiederholen die
Definition der Konvergen;::1

Die Reihe <§ ak) konvergiert genau dann gegen ein s € C, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein N € N
gibt mit =

Zak — 35| < e firallen>N.

k=1

Beispiele 4.3

(a) Die geometrische Reihe <Z qk) mit ¢ € C konvergiert fiir |¢| <1, und es ist Y ¢* = .
k=0

Sie strebt gegen oo fiir ¢ € R, ¢ 271, und divergiert fiir alle anderen Werte.

Beweis: Wir kénnen die Partialsummen explizit ausrechnen: Ist ¢ # 1, so ist
Sp = zn:qk = L—q — ¢t -1
- 1—gq g—1 "~

Ist |g| < 1, so konvergiert (¢") gegen Null, also s,, — 1/(1 — ¢q). Ist ¢ € R mit ¢ > 1, so strebt (¢")
gegen oo. Fiir ¢ = 1 ist s,, = n+ 1, und dies strebt auch gegen oco. Fiir ¢ ¢ R und |g| > 1, verweisen

wir auf Beispiel 4.6 unten. a
(b) Die harmonische Reihe (E %) strebt gegen oo, und allgemeiner:
k=1

o0

(c) Die allgemeine harmonische Reihe (Z ka) konvergiert fiir « > 1 und strebt gegen oo fiir
k=1

a < 1.

Beweis mit dem Verdichtungskriterium: Sei zunichst o > 1. Wir betrachten zunéchst nur
Partialsummen Sy~ fiir 2—er Potenzen und fassen die Summanden geeignet zusammen. Wir stellen
es zunéchst am Beispiel dar:

R T L i
oo 20 3o 4o 5e 82 9a 167 -
\/' N ~ / N ~ 7 - ~~ -
1 Glied 2 Glieder 4 Glieder 8 Glieder

Jede eckige Klammer wird jetzt durch ihr grofites Element abgeschitzt. Dies fiihren wir jetzt
allgemein durch und schreiben

2N1 N [2m-t
52N21+;@:1+Z[Zm

Wir haben also k = 2,...,2" in die Form k = 2™! + j zerlegt mit einem m € {1,..., N} und
je{l,...,2m 1} Sei jetzt n € N. Dann wéhlen wir N € N mit n < 2V. Wegen der Positivitéit
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der Summanden ist dann

N [2m-t 1 N
S, < Sev <1 + Z[ 2(m_1)a] =1+ Y 2tmhi-e

Also ist die Folge (.5,), beschriankt. Da sie auch monoton steigend ist, so konvergiert sie nach dem
Monotoniekriterium.

Fir o <1 schéatzen wir anders herum ab:

'2m71

N 1 N J2mt 1
SQN = 1+ mzl _jzl W > 1+ mzl Lzl (2m—1+2m—1)a]
NO[E 1« m(1—a) Ly l—a)m
= 1+ Zl Zl S =1+ B 212 =1+ ) 21(2 )
m=1 [ j= m= m=

und dieser Ausdruck strebt gegen oo, da 217 > 1.

(d) Die Exponentialreihe <Z %) konvergiert, und der Grenzwert Y . wird mit e (Eulersche
k=0 k=0
Zahl) bezeichnet. Weiter unten werden wir sie noch verallgemeinern.

Beweis: Zunichst erkennen wir wieder die Monotonie der Reihe. Dann gilt k! > 2*! fiir alle
k=0,1,2,... (Beweis durch vollstindige Induktion). Damit ist

"1 "1\ "1\ F > /1\" 2
w=Yus2(5) =22(3) =22() -
k=0 k=0 k=0

k=0

Daher ist die Folge (s,) auch beschrankt und somit konvergent.

4.2 Konvergenzkriterien fiir Reihen

Wir haben eine ganze Reihe von Konvergenzkriterien fiir Folgen kennengelernt. Diese wenden wir
jetzt auf die Folge der Partialsummen an und erhalten direkt den folgenden Satz:
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Satz 4.4 (Ubertragung der Folgenkriterien auf Reihen)
(a) Linearitit:

Konvergieren (E ak) und (E bk) und ist A € C, so konvergieren auch (E(ak j:bk)) und
> ()\ak)) , und es ist
k=1
Z(akibk) = Zak + Zbk’ Z()\ak) = )\Zak
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
(b) Monotoniekriterium:
FEs seien ay, reell und ay > 0 fir alle k > ky. Die Reihe | > ak) konvergiert, falls die Folge der
k=1

Partialsummen beschrinkt ist, d.h. falls es ¢ > 0 gibt mit

Zak < ¢ fir allen.

k=1
(¢) Majorantenkriterium:

Sind (Z ak) und (E bk) Reihen reeller Zahlen mit 0 < ay < by, fiir alle k. Dann gilt:
k=1

k=1
(i) Konvergiert <Z bk), so auch (Z ak) und Y ap < by.

k=1 k=1 k=1 k=1
(i1) Strebt (E ak) gegen 0o, so auch <Z bk).

k=1 k=1

Satz 4.5 Fulls (Z ak> konvergiert, so:

k=1

(a) ist (ay) eine Nullfolge. (Die Umkehrung gilt aber nicht, man betrachte nur die harmonische
Reihe (Z %) /)
k=1

(b) existiert ein ¢ > 0 mit |>_,_, ai| < ¢ fir alle n.

Beweis: (a) Sei s, = Y a; und s, — s, n — oo. Dann konvergiert a,, = s, — s,_1 gegen s —s = 0
k=1

fiir n — oo. Damit ist der Beweis schon beendet. Teil (b) folgt sofort aus Satz 2.6 (jede konvergente

Folge ist beschriankt). O

Beispiel 4.6 Wir betrachten noch einmal die geometrische Folge von Beispiel 4.3 (a). Fiir ¢ € C
mit |g| > 1 gilt |¢¥| > 1 fiir alle k € N. Also kann die geometrische Reihe (Z qk) nach dem
k=0

letzten Satz fiir |g| > 1 nicht konvergieren.
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Wichtig ist auch das folgende Kriterium:

Satz 4.7 (Leibniz - Kriterium)

Sei (ar)r € R eine reelle, positive und monoton fallende Nullfolge. Dann konvergiert die alter-

nierende Reihe | > (—1)*lay |. Fiir die n—te Partialsumme s, und den Grenzwert s gilt die
k=1
Fehlerabschdtzung:

ls —sn] < apy1, néeN.

Brechen wir also bei der Berechnung der Reihe bei a, ab, so ist der Fehler hichstens so grofs, wie
der erste nicht beriicksichtigte Summand a4 1.

Beweis: Wir betrachten die Teilfolgen von (s,), die aus geraden Indizes n und aus ungeraden
Indizes bestehen. Es ist Sopi0—Som = Gomi1 —0omao > 0und Somi1 —Som-1 = —Qom+0omi1 <
0, also ist (sZm) monoton wachsend und (52m+1) monoton fallend. Aulerdem gilt

Som41 — Som = Ggme1 = 0. (4.1)
Hieraus folgt die Ungleichungskette
Sg < o0 < Some2 < Som S Somtr S Some1 S oc- SSt

Also sind (SQm) und (32m+1) nicht nur monoton, sondern auch beschriankt, also konvergent. Mit
Som — s und s9,, 11 — § folgt aus (4.1), dass s—s’ = 0 wegen ag,,+1 — 0. Damit ist die Konvergenz
der gesamten Folge (s,) gezeigt.

Aus der Ungleichungskette folgt ss,, < s < So,,41 und daher [sy, — s| < Somi1 — Som = Aomtt-
AuBlerdem ist wegen So,i0 < 8 < Sopma1 auch [Sopi1 — S| < Somi1 — Somio = Aomaa2. Dies bedeutet
aber gerade, dass |s, — s| < a4 fiir alle n € N. a

Als Beispiel dient natiirlich die alternierende harmonische Reihe <Z (1;“), welche im Gegen-
k=1

o0

satz zur harmonische Reihe (E %) konvergiert.

k=1
Am Beispiel 4.1 haben wir gesehen, dass es i.A. bei unendlichen Reihen auf die Reihenfolge der
Summation ankommt. Dies ist natiirlich unschon. Bei einer verstéarkten Bedingung an die Konver-
genz kann dieses Problem nicht auftreten. Daher ist die folgende Definition wichtig:

[e.e]

Definition 4.8 FEine (reelle oder kompleze) Reihe (Z ak) heifst absolut konvergent, wenn die
k=1

reelle Reihe mit nicht-negativen Gliedern (Z \ak\) konvergiert.
k=1
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Satz 4.9 (a) Falls eine Reihe (Z ak) absolut konvergiert, so konvergiert sie auch im gewéhn-
k=1
lichen Sinn. Absolute Konvergenz ist also stirker als normale Konvergenz.

(b) Falls die Reihe (E ak) absolut konvergiert, kann die Reihenfolge der Summation beliebig
k=1
vertauscht werden, ohne dass sich der Grenzwert dndert.

Beweis: (a) Wir zeigen dies nur fiir reelle Koeffizienten!. Dazu zerlegen wir a;, in die Differenz
von zwei nichtnegativen Zahlen: ay = af — a; mit af = max{ax,0} und a; = max{—a,0}. Dann

ist
n n n
E a = E af — E ay, .
k=1 k=1 1

Die beiden Summen auf der rechten Seite haben jeweils nichtnegative Summanden, sind also mo-
noton wachsend. Auflerdem gilt fiir alle n:

n n 00
24 < D lal < ) la,
k=1 k=1 k=1

da die letzten Partialsummen wegen der absoluten Konvergenz der Reihe durch den Grenzwert
beschréankt sind. Daher konvergieren die Reihen

() = ()

und daher auch die Differenz (E ak).
k=1

(b) Eine Umordnung von N wird durch eine bijektive Abbildung ¢ : N — N beschrieben. Dies
bedeutet, dass es zu jedem k € N genau ein ¢(k) € N gibt mit (k) # ¢(j), falls k # j (d.h. die
Abbildung ist injektiv), und umgekehrt, dass es zu jedem n € N ein k € N gibt mit ¢(k) = n (d.h.
die Abbildung ist surjektiv).

Zunéchst nehmen wir an, dass a, > 0 fiir alle k. Dann sind die Partialsummen

n

Sy = zn:ak und 5, = Z%’(k)
k=1

k=1
der urspriingliche Reihe <§; ak) und der umgeordneten Reihe (li a¢(k)> beide monoton stei-
gend. Auflerdem konvergierti(sn) gegen s = i ay. Halte jetzt n € Nifest. Dazu gibt es m € N mit
(o), o)} C{1,....m}. Daherist
Sn < s, < s,

Daher ist die Folge (5,) auch beschrinkt, also konvergent: §, — §, und es gilt § < s. Umgekehrt
gibt es zu n € Nein m € Nmit {1,...,n} C {p(1),...,¢(m)}. Also ist auch s, < §,, < § und

Hfiir komplexe Koeffizienten miissen Real- und Imaginérteil separat betrachtet werden.
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daher folgt fiir n — oo die Ungleichung s < s. Dies beweist den Umordnungssatz fiir Reihen mit
nichtnegativen Gliedern.

Sei jetzt ay beliebig (und reell). Dann schreiben wir wie in Teil (a) die Glieder in der Form a; =

a; —a;, mit der gleichen Bedeutung von af. Wegen der absoluten Konvergenz der Reihe (E ak)
k=1

konvergieren wieder die Reihen (Z ak) die aus nicht-negativen Summanden bestehen. Nach
k=1
dem soeben Bewiesenen konvergieren (E ai(k)) gegen » af und daher auch die Differenz beider
k=1 =

Reihen gegen die Differenz des Grenzwertes. a
Als Beispiel nennen wir die geometrische Reihe (Z qk), die fiir alle |¢| < 1 absolut konvergiert.
k=0

Absolute Konvergenz wird eigentlich immer mit dem Monotoniekriterium von Satz 4.4 bewiesen:
Dazu muss die Existenz einer Zahl ¢ > 0 gezeigt werden mit

Z lag| < ¢ fiir allen € N, (4.2)

k=1

Dies wird in den beiden folgenden wichtigen Kriterien benutzt:

Satz 4.10 (Quotientenkriterium, 1. Fassung)

Gegeben sei die (reelle oder komplexe) Reihe (Z ak). Es gebe ¢ < 1 und kg € N mit

ar #0 und |(|zk+|1| < q firalle k> kg.
g
Dann konvergiert die Reihe absolut.

Gilt dagegen % > 1 fiir alle k > ko, so divergiert die Reihe.

Beweis: Sei zunéchst % < q < 1 fiir alle k£ > ky. Wir zeigen Konvergenz der reellen Reihe

<Z |ak|) mit dem Monotoniekriterium. Aus der Ungleichung |ax1| < q|ag| fir alle & > ko folgt
k=1

durch vollstéindige Induktion die Ungleichung: |ax| < ¢*7* |ay,| fiir alle k& > ko. Daher ist fiir
n > koy:

n ko—1 ko—1
> ax| = Zlakl + Zlakl < Zlakl + |ak0|qu ko
k=1 k=ko k=ko

ko—1 ko—1

< Xl + \%\Zq >l + [l

Also ist die Reihe (E \ak\) monoton wachsend und beschriankt, daher konvergent.
k=1
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Ist dagegen IZ—:Il' > 1 fiir alle k > kg, so gilt (wiederum durch Induktion), dass |ax| > |ag,| fiir alle

k > ko. Daher kann die Folge (ax) nicht gegen 0 konvergieren, was ja eine notwendige Bedingung
fiir die Konvergenz der Reihe ist. Also kann die Reihe nicht konvergieren. a

Oft ist folgende Variante des Kriteriums niitzlicher.

Satz 4.11 (Quotientenkriterium, 2. Fassung)

Gegeben sei die Reihe (E ak) und ap # 0 fiir alle hinreichend grofien k € N. Es gebe ferner
k=1
q € R mit
lim |1 =
k—o00 |ak|

Ist ¢ < 1, so konvergiert die Reihe absolut. Ist ¢ > 1, so divergiert die Reihe.

Beweis: Sei etwa ¢ < 1. Zu € = (1 — ¢q)/2 existiert ein ky € N mit

—|“]Z:‘1| — q’ < ¢ fiir alle & > k.

Daher ist .

a a a +

| @11 _ [y P |ag 1] _q’ f g <etq= 4q

|| || || 2
fiir alle k > kq. Daher ist das Q-Kriterium erfiillt mit ¢ = (1 + ¢)/2 < 1. Genauso ldsst sich der
zweite Teil zeigen. a

Bemerkungen: (a) Fiir ¢ = 1 lisst sich nicht entscheiden, ob die Reihe konvergiert oder divergiert.

(b) Fiir die Konvergenz reicht es nicht zu zeigen, dass der Quotient |ag. 1|/ |ax| kleiner als 1 ist, es
muss der Grenzwert kleiner als 1 sein! Als Beispiel kann man die divergente (1) Reihe (3-p, 1/k)
nehmen. Auch hier ist jeder Quotient kleiner als 1 (der Grenzwert aber gleich 1).

Fiir Folgen, die Wurzeln oder andere Potenzen enthalten, ist das Quotientenkriterium oft nicht so
giinstig. Besser geeignet ist dann manchmal das folgende Kriterium.

Satz 4.12 (Wurzelkriterium, 1. Fassung)

Gegeben sei die (reelle oder komplexe) Reihe (E ak). Es gebe g < 1 und kg € N mit {/|ag| < q
k=1

fur alle k > ko. Dann konvergiert die Rethe absolut.
Gilt dagegen /|ag| > 1 fir alle k > ko, so divergiert die Reihe.

Beweis: Dieser verlduft ganz dhnlich wie der letzte, sogar etwas einfacher. Sei zunéchst {/|ax| <
q < 1 fiir alle k > ko. Dann ist |ag| < ¢* fiir alle k > ko und daher

n ko—1 n ko—1 n ko—1 .

= k
Z|ak|—2|ak\+2\ak\§Z\ak|+2q §Z|ak‘+ﬂ-
k=1 k=1 k=ko k=1 k=ko k=1

Dies impliziert wieder absolute Konvergenz der Reihe.

Ist ¥/|ax| > 1 fur alle k > ko, so folgt durch Potenzieren sofort |ax| > 1, was wiederum impliziert,
dass die Folge (ax) nicht gegen Null konvergiert. Also kann die Reihe nicht konvergieren. a
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Satz 4.13 (Wurzelkriterium, 2. Fassung)

o0

Gegeben sei die Reihe (Z ) Es gebe ¢ € R und mit hm VNar| = q. Ist ¢ < 1, so konvergiert
die Reihe absolut. Ist ¢ > 1, so divergiert die Reihe.

Wiederum sagt diese Folgerung nichts aus im Fall ¢ = 1.

Beispiele 4.14 (a) Die harmonische Reihe divergiert, aber das Wurzel- und das Quotientenkrite-
rium liefern jeweils ¢ = 1. D.h. in diesem Fall versagen diese Kriterien.

(b) Die Reihe <E /%2) konvergiert, aber das Wurzel- und das Quotientenkriterium liefern wieder
=1

q = 1. Auch hier liefern Wurzel- und Quotientenkriterium keine Aussage.

(c) Die Reihe <Z qu) konvergiert fiir |¢| < 1 und divergiert fiir || > 1 nach dem Wurzel- und
k=1

Quotientenkriterium. Fiir |q| = 1 divergiert die Reihe, da k¢* keine Nullfolge ist.

k=0
fiir jedes z € C gesetzt.) Es ist ndmlich

(d) Die Reihe (Z Zk—]f) konvergiert fiir jedes z € C nach dem Q-Kriterium. (Hier haben wir 2° := 1

ki T 1 £
G+ 25~ kt1

— 0 (k— o0).

Das letzte Beispiel ist ein wichtiges Beispiel fiir eine Potenzreihe, auf die wir im néchsten Ab-
schnitt ausfiihrlich eingehen werden. Aus der Schule ist diese Funktion gut bekannt, allerdings nicht
iiber diese Definition.

Definition 4.15 Die Exponentialfunktion ist fiir alle z € C durch folgende Reihe definiert:

> Z > Zk
exp(z Zk— :1+ZE'
k=0 k=1

In der rechten Form wird klar, dass exp(0) = 1 ist, d.h. wie bei Polynomfunktionen gilt die Kon
vention bei Potenzreihen den im allgemeinen nicht definierten Ausdruck 0° gleich 1 zu setzen.

Um wesentliche Eigenschaften der Exponentialfunktion aus der Definition zu sehen, benotigen wir
noch eine Aussage zum Produkt von absolut konvergenten Reihen.
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Satz 4.16 (Cauchy Produkt)
Es seien (Z aj> und (Z bk) absolut konvergente Reihen. Sei ferner
j=0 k=0

m
Cm = E ag by, m=0,1,....
k=0

Dann konvergiert die Reihe (

o

cm) absolut, und es ist

00 00 00 o m
E Qaj; - E bk = E Cm — E E Qg bm—k .
Jj=0 k=0 m=0 m=0 k=0

Wichtig ist hier, dass die Indizes ab 0 laufen. Durch eine geeignete Indexverschiebung kinnen wir
das immer erreichen.

Beweis: Wir betrachten die Partialsummen

S, = iaﬂ"ibk = iiaﬂ'bk und
=0 k=0

§=0 k=0

51/1 = icm = iiagbmg
m=0

m=0 ¢=0

fiir n € N. Nach Voraussetzung konvergiert S, gegen » 7% a;- > ;= by Wir definieren die Mengen
von Gitterpunkten

R, = {(jk)€ZxZ:jke{0,....n}} und A, = {(j,k) €R,:j+k<n}.
(Skizzieren Sie die Mengen R,, und A,, fiir n = 8!). Dann kénnen wir S,, und S/ auch schreiben als
S, = Z ajby und S, = Z a;jby .

(4,k)ERR (4 ,k)eAn

Wir betrachten insbesondere den Fall gerader n, d.h. n = 2m fiir m € N. (Ergénzen Sie in der
Skizze die Menge R, fir m = 4!). Wir erkennen (wirklich?), dass R,, C Ag,, C Ra,,. Also ist

|Som — Sh| = > aib] < > agl bl

(jvk)eRQm\AQm (jvk)eRQm\AQm
< S dallold = D0 daglbel = >0 | byl
(4,k)€Ram \Rm (4,k)ER2m (4,k)ERm

2m 2m m m
= gl D bl = ) gl bl -
=0 k=0 =0 k=0

Fiir m — oo konvergiert die rechte Seite gegen Null. Da S, gegen E;io aj - > peo b konvergiert,
so also auch S} . Dies beendet den Beweis. O
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Satz 4.17 (Funktionalgleichung der Exponentialfunktion)
Es gilt

exp(z) exp(y) = exp(zx +vy) fiir alle z,y € C.

Beweis: Wir haben schon gezeigt, dass die Reihen fiir exp(z) und exp(y) absolut konvergent sind.
Daher kénnen wir den letzten Satz anwenden und haben:

exp(z) exp(y) = ZF Zﬁ = Zcm
=0 7" k=0 m=0

mit

nach der binomischen Formel. Also ist

exp(x) exp(y) = Z%(aﬂy)m = exp(z +y).

m=0

O
Hieraus erhalten wir viele Eigenschaften der Exponentialfunktion: Induktiv ergibt sich sofort
exp(nz) = (exp(x))™|fir alle n € Nund x € C. Setzen wir | e := exp(1) |, so folgt exp(n) = e fiir

alle n € N. Aus der Definition ergibt sich [exp(0) = 1|. Weiter ist 1 = exp(0) = exp(z + (—z)) =

exp(x) exp(—x), also |exp(—z) = 1/ exp(x) | firr alle € C. Daraus bekommen wir |exp(n) = e"

fir alle n € Z. Die Formel |exp(r) = e | fir alle r € Q folgt schliefllich so: Ist 7 = n/m mit n € Z

und m € N, soist (exp(r))™ = exp(mr) = exp(n) = €", also exp(r) = /™ = ¢". Damit ist gezeigt,
dass die Funktion exp : C — C eine Erweiterung der Funktion r — €” von QQ auf C ist und die
tibliche Notation exp(x) = e” fiir die Exponentialfunktion ist angebracht.

Die folgende Beziehung zeigt die Aquivalenz zwischen zwei moglichen Definitionen der Exponenti-
alfunktion:

Satz 4.18 Firx € R ist

= z* , T\"
exp(z) = Zﬁ = nlggo (1+ﬁ> :
k=0

Beweis: Sei zundchst x > 0. Die Existenz des rechten Limes ist fiir x = 1 schon gezeigt worden
(Beispiel 2.20). Fiir z > 0 geht er ganz genauso. Dann ist mit der binomischen Formel

T\ " /n\ 2/ - n! xd
1 —) _ A NS
( +n jZ()(j) nJ Z(n—j)!nﬂ J!

Jetzt ist
n. - = (n—j+1)--n < 1, also (1+£) < Zx— =: S,.
(n—j)n Comeeen n = J!
j Faktoren
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Wir wéhlen jetzt m € N beliebig und halten es fest. Fiir n > m ist dann

m — J
(1+2)" = SRS e

Il
Jj=0 K J:

. T\
< (142)7 < s
n

Wir halten m immer noch fest und lassen n gegen oo laufen. Dann konvergiert s, gegen s,, und
auch die beiden anderen Folgen konvergieren. Daher haben wir gezeigt:

. T\"
Sm < lim <1+—> < exp(z).
n

n—oo

Dies gilt fiir jedes m. Lassen wir jetzt m noch gegen oo laufen, so konvergiert auch die untere
Schranke gegen exp(z). Damit ist die Gleichheit gezeigt.

Jetzt betrachten wir noch den Fall x < 0. Wegen (1 + ) ( ) =1- 2_2 ist

n

MIH

7 T \n

Der Nenner auf der rechten Seite konvergiert gegen exp(—z), da —x > 0. Den Zéhler schlieflen wir
mit der Bernoullischen Ungleichung ein:

und die untere Schranke strebt gegen 1 fiir n — oo. Also konvergiert der Zahler gegen 1, also

T\" 1
(+2) L
n

xp(—)
Im Beispiel 4.17 haben wir exp(—x) = 1/ exp(z) gezeigt, und dies liefert die Behauptung. O
4.3 Potenzreihen
Potenzreihen sind Reihen der Form
(Z ag(z — zo)k) , z€eC,
k=0

wobei z € C die Rolle einer Variablen einnimmt. Der Grenzwert Y~ ax(z—2)* der Reihe wird also
als Funktion der komplexen Variable 2z betrachtet. a;, € C heiflen die Koeffizienten und z; € C der
Entwicklungspunkt der Reihe. Die Partialsummen haben die Form S,,(z) = Y_/" , ax(z — 20)",
sind also Polynome m—ten Grades in der Variablen z.

Der wichtigste Spezialfall ist zo = 0, d.h. Potenzreihen der Form:

k=0
Die Frage der Konvergenz klédrt der folgende fundamentale Satz:
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Satz 4.19 (von Cauchy und Hadamard)

Zu jeder Potenzreihe (Z ag(z — zo)k) gibt es eine eindeutig bestimmte Zahl r € R>o U {oo}, der
k=0

Konvergenzradius der Potenzreihe (auchr = 0 oderr = oo sind zugelassen) und den zugehorigen

Konvergenzkreis K = K(zp,7) ={z € C: |z — 2| <71} CC bzw. K = {2} im Fall r = 0 und

K = C im Fall r = oo mit den folgenden Eigenschaften:

(a) Die Potenzreihe konvergiert absolut in K, d.h. fir alle z € C mit |z — 2| < .

(b) Die Potenzreihe divergiert fir z € C mit |z — 29| > 7.

(c) Die Funktion f(z) = Y. ar(z — 20)* ist stetig in K und sogar Lipschitz-stetig in jeder abge-
k=0
schlossenen Kreisscheibe K|z, 7] = {z € C: |z — 2| < 7} fiir jedes 7 < r.

Beweis: (a), (b) Wir zeigen zunéchst: Wenn die Reihe fiir z* gewthnlich konvergiert, so konvergiert
die Reihe absolut fiir z mit |z — zo| < [2* — 2|, d.h. fiir alle z, die ndher bei z, liegen als z*. Die
Aussage folgt aus dem Majorantenkriterium, denn aus der Konvergenz der Reihe fiir z* folgt, dass
die Folge (ax(z* —2)*) gegen Null konvergiert, also insbesondere gibt es ¢ > 0 mit |ag||z* —zo[* < ¢
fiir alle k. Damit ist

m m
Do lawl [z =z0l" = Y lanl 127 — ="
k=0 k=0

fir alle z mit |z — 29| < |2* — 20| und alle m € N. Die rechte Summe konvergiert fir m — oo als
geometrische Reihe.

k

20 Z — 20

SCZ

k m
k=0

z_
2*— 2 Z*— 2

Wir definieren die Teilmenge I von R durch
o _ die Reihe konvergiert absolut
= {O}U{p>0. fiir jedes z mit |z — zo| < p }

Die Menge I C [0, 00) ist ein Intervall mit 0 als linkem Randpunkt, denn mit p; € I ist auch p € [
fiir alle 0 < p < py. Zwei Fille konnen eintreten:

(i) 1 = [0,00). Wir setzen r := oo, und die Aussage von (a) ist gezeigt. (b) tritt dann nicht auf.
(ii) I # [0,00). Dann ist I ein beschridnktes Intervall. Wir zeigen, dass I auch abgeschlossen ist:
Sei dazu (py) eine Folge in I mit p — p. Wir haben zu zeigen, dass auch p € I. Sei z € C mit
|z — 20| < p. Wegen der Konvergenz p, — p gibt es k € N mit |z — 29| < pr < p. Wegen py, € 1
konvergiert also die Potenzreihe fiir dieses z nach der Definition von I. Also ist I ein kompaktes
Intervall. Wir setzen r := max I. Damit haben wir Konvergenz fiir alle |z — z| < r. Fiir |z — 29| > r
kann keine Konvergenz eintreten. Wiirde nédmlich die Reihe fiir ein |2, — 29| > r konvergieren, so
kénnten wir ein p wihlen, das dazwischen liegt, also r < p < |z; — 2o|. Nach der am Anfang des
Beweises gezeigten Aussage wiirde die Reihe dann fir alle z mit |z — 29| < p absolut konvergieren.
Dies hiefle p € I und wire ein Widerspruch zur Definition von r. Damit sind (a) und (b) gezeigt.

(c) Als Vorbemerkung notieren wir die Formel (3. binomische Formel):

k—1
a* = = (a=b)> V"I, keN, abeC,

=0
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die man ganz einfach beweist,? und ferner

lim (k¢") = 0 fiir alle |g| < 1.

k—o0

Dies kann man z.B. dadurch beweisen, dass man die Konvergenz der Reihe (Ezozlk:qk) mit
dem Quotientenkriterium beweist. (Dann miissen die Summanden gegen Null konvergieren nach
Satz 4.5).

Jetzt beginnen wir mit dem Beweis. Seien z1, 20 € K20, 7] und S, (2) = > p_, ax(z — 20)* die n—te
Partialsumme. Dann ist

n

Zak [(21 — 20)" — (22 — 20)"

k=0
n
= \21—z2|2\ak\
|21 — 2| Z || Z |21 = 2ol |22 — zo|*~
k=0 =1
n k n
21— 2ol D an] DT = s = ] Y Jag] kit
p j=1 k=0
n P k
1= 2l 3l o) ()
k=0 q

mit irgendeinem ¢ zwischen f und 1, d.h. f < q < 1. Z.B. kénnte man ¢ = %(% + 1) nehmen. Da
nach der Vorbemerkung (kq*) gegen Null konvergiert, so ist die Folge beschrinkt. Daher gibt es
c1 > 0 mit k¢¥ < ¢ fiir alle k. Daher ist

|Sn(21) = Su(z2)| < 01|21—Z2|Z|ak|( )

’Sn(zl) — Sn(ZQ)’ =

Z|ak|’ 21—2’0 22—Zo)k’

k
o
E 21—20 22—20) J

IA

IA

Nun ist g < r, also konvergiert die Reihe (Zk o lak] ( ) ) Daher ist

r
|Sn(21) = Su(22)| < ailz1 — 2 Z || ( ) fiir alle n.

Fiir n — oo folgt die Behauptung. Die Lipschitzkonstante ist gegeben durch

00 AN\ K
F
c = CIZ|ak\ (5) :

k=0

O

Bemerkung: Auf dem Rand des Konvergenzkreises, also fiir |z — zy| = r, sind allgemein keine
Aussagen moglich. Es kann absolute Konvergenz, nur Konvergenz oder Divergenz vorliegen.

2Die rechte Seite multipliziert man aus und benutzt eine Indexverschiebung.
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Beispiele 4.20 (a) Die Reihe (E k:zk) hat den Konvergenzradius v = 1. Auf dem Rand, d.h.
k=0

fiir|z| = 1, liegt Divergenz vor, da die Summanden noch nicht einmal gegen Null konvergieren.

(b) Die Reihe <Z %zk) hat ebenfalls den Konvergenzradius r = 1. Fiir z = 1 liegt Divergenz
k=1
(harmonische Reihe), fir z = —1 Konvergenz (alternierende harmonische Reihe) vor. Es liegt

iibrigens Konvergenz fiir alle |z| = 1 mit z # 1 vor. Dies ist nicht so leicht zu beweisen.

(c) Die Reihe <k21 = zk) hat ebenfalls den Konvergenzradiusr = 1. Fiir |z| = 1 liegt Konvergenz
vor, d.h. die Reihe konvergiert fiir alle |z| < 1 absolut.

(d) Wir kennen schon die Reihe fir die Exponentialfunktion

e’ = exp(z ikl 2.
k=0

Diese hat den Konvergenzradius oo, wie man mit dem Quotientenkriterium sieht.

(e) Firn € NU{0} definiert man die Besselfunktion der Ordnung n durch

i z 20+n _ E ni (_1)£ 224
¢! n+£ 2) & 0(n+o)at”

Bei dieser Potenzreihe ist also a = 0 fiir ungerade k und fiir gerade k von der Form k = 2/(
15t

(—1)*
O (n+0)tat”

Wir wenden das Quotienkriterium an auf die Reihe (Z;io bg) mit den Koeffizienten
b = U (2
(n+0)! \2

|bet1] _ £!<n+€>!(%)2£+2+n _ |Z‘2
bl ) e (YT (D (1) 4

Gy =

also

— 0, { —o00.

Daher ist r = 00, d.h. die Potenzreihe konvergiert fiir jedes z € C absolut. Diese Besselfunk-
tionen spielen eine wichtige Rolle z.B. bei Schwingungsproblemen fir kreisformige Membra-
nen.

Wir haben Addition, skalare Multiplikation (Streckung) und die Multiplikation von Zahlenreihen
kennengelernt. Bei Potenzreihen interessiert man sich fiir den Konvergenzradius des Ergebnisses:
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Satz 4.21 (Addition und Multiplikation von Potenzreihen)

Seien (Z ag (z — 2o) ) und <Z bp (2 — zo)k) Potenzreihen um denselben Entwicklungspunkt
k=0
20 € C. Dann gilt im kleineren der beiden Konvergenzkreise fiir beliebige A, u € C:

)\Zak(z—zo)k + quk(z—zO)k =
k=0 k=0

(Aay, £ pby) (2 — zo)k,

NE

b
Il
o

00 o) oo k
Z ar (2 — z)* - Z b (z — 2)F = ch (z—20)F  mit ¢ = Z a;by_j.
k=0 k=0 k=0 =0
Hier taucht also wieder das Cauchy-Produkt auf!
Satz 4.22 (Identititssatz)
Seien wieder (E ag (z — z) ) und (E b (2 — z0) ) Potenzreihen um denselben Entwicklungs-
k=0

punkt zo € C. Ist
Zak (z — zo)k = Zbk (z — zo)k
k=0 k=0

fir alle z aus dem kleineren der beiden Konvergenzkreise (die beide positiven Konvergenzradius
haben miissen), so ist ay = by fir alle k = 0,1,.... Diese Aussage heifst Identititssatz und ist
Grundlage fiir den Koeffizientenvergleich: Stimmen die Werte zweier Potenzreihen auf einer
ganzen Kreisscheibe tiberein, so sind alle Koeffizienten gleich.

Als Anwendung des Cauchyprodukts kénnen wir rationale Funktionen und auch Quotienten von
Potenzreihen wieder als Potenzreihen darstellen.

Beispiele 4.23

(a) Wir wollen die Potenzreihe fiir die rationale Funktion f mit

23+ 4z
f(Z) - 22 —4
im Entwicklungspunkt zy = 0 aufstellen und machen den Ansatz f(z) = Y a; 2z*. Hochmultipli-
k=0

zieren ergibt
o0 o0 o
D44z = (z2—4)E a 2F = E ap_o 2~ —4E ag 2~ .
k=0 k=2 k=0

Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir 0 = —4ag, 4 = —4a;, 0 = a9 — 4as, 1 = a; — 4az und
weiter 0 = ag_o — 4ay, fir k > 4. Hieraus folgt ag = 0, a; = —1, az = 0, a3 = —1/2. Da ay = 0 ist,
ist auch a; = 0 fiir alle geraden k und induktiv folgt

1 -1 1 1 -1
A2p11 = Z as — —5 Z 7621,2,3,...
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Daher ist

Den Konvergenzradius berechnen wir mit dem Wurzelkriterium:
—1
1 1
le)rgo i (1) |z| = §|z\ , alsor=2.

(b) Wir wollen die Potenzreihe zum Ausdruck z/(exp z—1) aufstellen. Dazu machen wir den Ansatz

z/(expz — 1) = Y by, 2. Wir wissen:

k=0
expz—1 = T z".
k=1
Also ist . . . .
< _ k _ L ko k
opr—1 Zbkz — z= Zgz -Zbkz = chz
k=0 k=1 k=0 k=0
k
mit ¢y = Y a;by—;, k € Ng, ag = 0 und a; = 1/5! fiir j > 1. Koeffizientenvergleich liefert ¢y = 0,
j=0
¢; = 1 und ¢ = 0 fiir £ > 2. Hieraus erhalten wir iterativ die by, also etwa by = 1, bj = —1/2,
U.S.W.

4.4 Elementare Funktionen fiir komplexe Argumente

Neben der Exponentialfunktion sind natiirlich die trigonometrischen Funktionen besonders wichtig.
Sie sind aus dem Geometrieunterricht und spéter aus dem Analysisunterricht in der Schule bekannt.
Wir geben hier eine rein analytische Definition von Sinus und Kosinus und versuchen spéter zu
zeigen, was diese mit der geometrischen Definition (,,Sinus ist das Verhéltnis von Gegenkathete zu
Hypotenuse im rechtwinkligen Dreieck®) aus der Schule zu tun hat.

Die Sinus- und Kosinusfunktionen sowie die hyperbolischen Funktionen definieren wir
durch die Reihenwerte der Potenzreihen:

‘ 00 L 2 s L 22k

sinz = kZ:O<_1) I cosz = kzzo(—l) oI
. 0 2k+1 o 2%k
sinh z := kz%m, coshz := ,;;(2]5)!.

Die Reihen konvergieren fiir jedes z € C absolut, d.h. auch sie besitzen den Konvergenzradius oco.
Fiir reelle Argumente sind die Funktionen reellwertig.

Zunéachst sehen wir, dass Sinus und Kosinus fiir positive reelle Werte alternierende Reihen sind. Fiir
z>0und k € Nmit k > 11/22 + 1/4—2 sind 2**"1 /(2k+1)! und 2% /(2k)! monoton fallende Null-
folgen (weshalb?). Daher konnen wir nach dem Leibniz-Kriterium (Satz 4.7) Fehlerabschiatzungen

angeben. Fiir 2 > 0 und n > %\/22 +1/4— % ist
n 2k

sinz — Z(—l) 2k 1

k=0

Z2n+3

~ (2n+3)l7
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Dies liefert eine sehr gute Moglichkeit zur Berechnung der trigonometrischen Funktionen!

Wichtig sind die Beziehung zwischen Exponentialfunktion und den trigonometrischen Funktionen

(Eulersche Formeln).

Satz 4.24 (a) Fiir alle z € C gilt:
d.h. die Sinusfunktion ist eine ungerade Funktion,

sin(—z) = —sinz,
cos(—z) = cosz, d.h. die Kosinusfunktion ist eine gerade Funktion.
(b) Fir alle z € C gilt:
sinz = 1 (eiz — e’iz) , cosz = E (eiz + e’iz) ,
2 2
: 1 _ 1 _
sinhz = é(ez—ez), coshz = §(ez+ez).

(¢) Fiir alle z = x + iy € C gilt die Eulersche Formel:

e* = € (cosy + isiny),

, Re e = e"cosy und Im e* = e”siny.

= 1.

et = cost + isint

also speziell

(d) Fiir alle z € C gilt: sin® 2z + cos?>z =1 und cosh® z — sinh®z
und Arg e¢* = Im z firIm z € (—n, 7.

(e) Fiir alle z € C gilt: |e*| = eR°?
(f) Es gelten die Additionstheoreme:

cos(u £ v) = cosu cosv F sinusin v,

sin(u £ v) = sinwu cosv %+ cosu sin v,
cosh(u £ v) = cosh u cosh v + sinh u sinh v.

sinh(u &+ v) = sinh u cosh v + cosh usinh v,

Beweis: (a) Dies ist klar aus der Definition.

(b) Wir weisen nur die erste Formel nach:

k=0

Nun ist 1 —(—1)* = 0 fiir gerade k. Daher bleiben in der Reihe nur die Summanden mit ungeradem
k {ibrig. Schreiben wir k = 2m + 1, so erhalten wir 1 — (—=1)¥ =2 und i* =i (—1)™, also

) ) > Z2m+1
e —e = QZWLZ:O<—1) m = 2¢sinz.

(c) Aus Teil (b) erhélt man cosz + i sinz = € und daher mit der Funktionalgleichung fiir die

Exponentialfunktion
e = " = e = e(cosy+isiny).
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(d) Dies folgt sofort aus (b) mit der binomischen Formel, also etwa

1 ) )
cos’ z +sin®z = 1 (e + e‘”)2 -
Die andere Formel geht genauso!
(e) Folgt direkt aus der Eulerschen Formel und der Polarkoordinatendarstellung komplexer Zahlen.
(f) Diese Additionstheoreme rechnet man direkt mit den Darstellungen von Teil (b) unter Benut-

zung der Funktionalgleichung fiir die Exponentialfunktion aus. a

(ez‘z_e—z‘z)2 I (R

Wichtige Folgerung: Erinnern wir uns an die Polarkoordinaten der komplexen Zahlen, so kénnen
wir nun jede komplexe Zahl z € C darstellen durch

z = r(cosp+ising) = re¥

mit r = |z| und ¢ = Argz.

Die komplexe Schreibweise der trigonometrischen Funktionen ist haufig sehr praktisch. Z.B. kénnen
allgemeine Wellenbewegungen u(z) in zweifacher Weise geschrieben werden, namlich (1) als u(z) =
acos @ + bsin p (Uberlagerung zweier Wellen gleicher Frequenz ¢ und verschiedener Amplitude)
oder (2) als u(x) = r cos(¢ — ) (Phasenverschiebung). Offenbar lésst sich die zweite Form mit dem
Additionstheorem in die erste iiberfithren. Dass sich die erste Form in die zweite iiberfithren lsst,
sieht man so: Wir definieren die komplexe Zahl z = a + ib und schreiben sie in Polarkoordinaten
in der Form z = a +ib = re?, d.h. a = rcosf und b = rsinf. Dann ist acosy + bsing =
rlcos 8 cos ¢ + sin 0 sin | = r cos(p — 0).

Funktionen, die sich in einer Kreisscheibe K(zp,7) C C als Potenzreihe darstellen lassen heifien
analytisch in K(zg,r). Die Funktionen von Satz 4.24 sind also analytische Funktionen, ebenso die

Besselfunktion von Beispiel 4.20.

Wir wollen noch ein wenig bei den trigonometrischen Funktionen bleiben. Die Zahl 7 ist ja eng
mit Sinus und Kosinus verkniipft. In unserem Zugang l&t sich 7 so definieren:

Satz 4.25 und Definition der Zahl =
Der Kosinus hat im Intervall [0,2] genau eine Nullstelle . Man setzt m := 2&. Dann gelten die

folgenden Aussagen: ' ‘
el — o enmi — (-)", neZ,

sin(nm+7/2) = (=1)", n€Z,
cos(nm) = (=1)", neZ.

cos(nm+7/2) = 0,
sin(nm) = 0,

Sinus und Kosinus sind 2w —periodisch, d.h.
sin(z 4+ 2mn) = sinz, cos(z+2mn) = cosz

fir alle z € C und n € Z. Die Zahlen {nm :n € Z} und {nm+7/2 :n € Z} sind auch die einzigen
Nullstellen des Sinus bzw. Kosinus.

Beweis: Da fiir reelle |z| < 2 die Reihe

1 ——cosz = xzi%x%
k:O( +2)!
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alterniert und die Folge 2% /(2k + 2)! monoton gegen 0 konvergiert (nachweisen!), so konnen wir
das Leibniz-Kriterium (Satz 4.7) anwenden und erhalten die Fehlerabschitzung

1+ 2 < oz 2162 e elle o] <2
cosT — +§_ —Cosx—a_z_ﬂ—g tir reelle |z| <2,
also cos2 < 1 —2%2/21+2/3 = —1/3 < 0. Andererseits erkennen wir aus der Definition, dass

cos0 =1 > 0. Da die Kosinusfunktion stetig ist, existieren nach dem Nullstellensatz 3.23 Nullstellen
in [0, 2]. Ebenso gilt nach dem Leibniz-Kriterium fiir die Reihe

sin = (=DF
Syl
x pard (2k 4+ 1)!

die Fehlerabschétzung

1’2

< — < g fiir reelle |z| <2,
6 3

und hieraus sinz > 0 fiir € (0,2]. Aus dem Additionstheorem folgt cos(z — h) — cos(x + h) =
2sinxsin h > 0 fir alle z, h € (0,2). Also ist die Kosinusfunktion streng monoton fallend auf (0, 2).
Daher existiert genau eine Nullstelle in [0, 2], die wir 7/2 nennen.

Es ist also cos(m/2) = 0 und mit Satz 4.24 (d) sin(7w/2) = £1. Wegen sinz > 0 auf (0,2) ist
sin(m/2) = 1 und exp(in/2) = cos(m/2) + isin(w/2) = i. Die anderen Eigenschaften folgen alle aus
exp(inm/2) = exp(in/2)" = i" und der Euler Formel. O

sin x

T

-

Damit haben wir allein aus der Definition der trigonometrischen Funktionen als Potenzreihen
ihre wichtigsten Eigenschaften hergeleitet. Aus sin?z + cos?x = 1 folgt auch, dass der Punkt
(cosz,sinzx) auf dem Einheitskreis liegt. Es fehlt eigentlich nur noch, dass das Argument x der
Winkel im Bogenmaj$ in dem entsprechenden rechtwinkligen Dreieck ist. Das kann an dieser Stelle
noch nicht nachgewiesen werden, da wir das Bogenmafl noch nicht eingefiihrt haben.

Weitere haufig verwendete trigonometrische und hyperbolische Funktionen sind der Tangens,
tanz = = fiir v # nr + § und n € Z, und der Kotangens, cotx = 27 fiir z # nm mit

n € Z, sowie der Tangenshyperbolikus, tanh z = % fir # € C mit x # i(n7 + §) und n € Z,

und der Kotangenshyperbolikus cothz = % fiir x # inm, n € Z.

Wir wollen nun die Logarithmusfunktion fiir komplexe Argumente definieren. Zunéchst fithren wir
den aus der Schule bekannten (natiirlichen) Logarithmus im Reellen ein als die Umkehrfunktion
zu exp : R — Ryy. Aus der Potenzreihe folgt exp(h) > 1 fiir alle A > 0 und somit impliziert
die Funktionalgleichung, dass die Exponentialfunktion streng monoton steigt, d.h. exp(x + h) =
exp(h)exp(x) > exp(x) fir h > 0 und =z € R. Weiter lisst sich mit dem Zwischenwertsatz 3.22
zeigen, dass Ry das gesamte Bild ist. Also konnen wir jedem y € R- genau ein x € R zuordnen
mit y = exp(z), d.h. die Umkehrfunktion existiert. Wir definieren = = In(y) (beachte, dass auch
"log” fiir den natiirlichen Logarithmus verwendet wird).

Aus der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion erhalten wir fiir z,y > 0

Ty = eln(x) eln(y) _ eln($)+ln(y).

Wenden wir auf diese Identitéit die Logarithmusfunktion an, so folgt

In(zxy) = In(z) +In(y) fir alle z,y > 0.

Entsprechend gilt fiir x,y > 0

In(3) = In(z) — In(y).
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Mit dem reellen Logarithmus konnen wir nun den komplexen Logarithmus definieren.

Definition 4.26 (komplezer natirlicher Logarithmus)

Fiir z € C\ {0} seien r = |z| und ¢ = Argz € (—m, 7| die Polarkoordinaten von z. Dann ist der
(natiirliche) komplexe Logarithmus durch

Inz := Inr + i¢, also Re(Inz) := Injz|, Im(lnz) := Argz

definiert. Beachte, dass Argz den Hauptwert von z bezeichnet. Also ist Im (Inz) € (—m, 7| fir
alle z € C\ {0}. Deshalb wird Inz auch der Hauptwert oder Hauptzweig des Logarithmus
genannt. Die allgemeine Losung u € C der Gleichung fiir z € C\ {0} ist die Menge
{u=1Inz+2kri: k € Z}. Naheliegenderweise heifien die Zahlen In z + 2kwi die Nebenzweige
des Logarithmus fiir k € Z.

Die Definition ist ,,vertréglich® mit der reellen Definition, d.h. fiir reelle z > 0 stimmt die neue
Definition mit der alten iiberein, da dann Argz = 0. Der so definierte Logarithmus ist auch die
Umkehrfunktion im Komplexen, denn es gilt:

Satz 4.27 (a) exp(Inz) = z fir alle z € C\ {0}.
(b) In(exp z) = z fiir alle z € C mit —7 <Imz < 7.
(¢) (Funktionalgleichung des Logarithmus) Fiir alle u,v € C\ {0} gibt esn € {—1,0,+1} mit
Inu + Inv = In(uv) + 2mni.

Ist Argu + Argv € (—m, 7], so ist in dieser Formel n = 0.

Bemerkung: Die Einschrankung in (b) ist nétig, da fur alle u € C\ {0} gilt:
Im (lnu) = Argu € (—m, 7.

Beweis: (a) Es ist

In|z| eiArgz iArgz

exp(Inz) = exp(In|z|+iArgz) = e = |z|e = z.

(b) Wegen Satz 4.24 (e) gilt
In(expz) = In(e"°*) + ilmz = Rez +ilmz = z.

(c) Es ist

In u+1Inv—In(uv) eXp(ln U) eXp(ln U) uv
€ = -

exp(In(uv)) Coww

also Inu + Inv = In(uv) + 27ni fir ein n € Z. Der Imaginérteil der linken Seite liegt aber in
(—2m, 27|, der von In(uwv) in (—7, w]. Daher mufl n € {—1,0, +1} liegen. 0

Jetzt kommen wir zur allgemeinen Potenz a* fiir komplexe Zahlen a und z.
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Definition 4.28 Fiir z € C und a € C\ {0} setzen wir
z zlna

a® = e = exp(zlna),

den Hauptwert der allgemeinen Potenz.

Fir z = n € N ist die Definition vertréglich mit dem n—fachen Produkt, fiir z = —1 ist sie
vertriglich mit der Inversenbildung! Wenden wir den natiirlichen Logarithmus auf die Definiti-
onsgleichung an, so erhalten wir fiir die Umkehrfunktion den Logarithmus zur Basis a, d.h.:
log, () = 24 fiir y € C\{0} und a € C\{0, 1}. Etwas aufpassen miissen wir bei den Potenzgesetzen:

" lna

Satz 4.29
(a) Fir a € C\ {0} und u,v € C gilt: a“a” = a"*".
(b) Fir a,b e C\ {0} mit Arga + Argb € (—m, 7] und z € C gilt: a*b* = (ab)*.

Bemerkung: Die Einschrankung bei (b) ist nétig, denn sonst wiirden wir sofort einen Widerspruch
erhalten: Wir betrachten @ = b = —1 und v = v = z = 1/2. Dann ist a* = e™"D/2 = ¢7/2 = 4
und a“™’ = a = —1. Teil (a) ist anwendbar und liefert das richtige Ergebnis wegen 7> = —1. Die
Formel von Teil (b) ist falsch, denn (ab)!/? = 1/2 = 1. Die Voraussetzung ist auch nicht erfiillt, da
Arg(—1) = .

Beweis: (a) Mit der Definition ist a%a’ = e*Meevne = elutviine — qutv

(b) Ebenso gilt wegen Ina + Inb = In(ab) die Identitét

acb? = ezlnaezlnb — ez(lnaJrlnb) — ezln(ab) — (CLb)Z. 0O

Definition 4.30 Fir z =1/n, n € N, ergibt sich speziell

1 ,
at/™ = exp (— lna) = {/|a| exp <i Arga) .
n n

Dies ist der Hauptwert der n—ten Wurzel aus a.

Die Nebenwerte berechnen sich mit den n—ten Wurzeln aus 1. Wir definieren die n—ten Einheits-
wurzeln z,, m =0,...,n—1 durch
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Zm = exp(i%Zw), m=20,....n—1.

Dann ist zp = 1, und (z,,)" = 1 fiir jedes o
m = 0,...,n — 1. Alle n—ten Wurzeln aus

a, d.h. alle Losungen der Gleichung 2

sind somit gegeben durch

Um = 2Zm V]a] exp(% Arga) )

_ n |a| ei(%ArgaJr%%r) :

m=20,...,n—1.

SchlieBlich betrachten wir noch die allgemeine quadratische Gleichung 2%+ az +b = 0 fiir beliebige
a,b € C: Mit quadratischer Ergdnzung ergibt sich

2

1/2 ]
b = _g + (%-b) , mit d? = /|d|exp (%Argd)

=d

dem Hauptwert der Quadratwurzel. Damit erhalten wir im Komplexen immer zwei Losungen der
quadratischen Gleichung, wenn a? # 4b ist. Fiir a®> = 4b gibt es genau eine Losung.

Zu unterscheiden sind im Spezialfall a,b € R die beiden Fille:
1.Fall: ¢ > 4b. Dann erhalten wir reelle Losungen zy = a/2 + \/a?/4 — b.
2.Fall: a*> < 4b. Dann erhalten wir zwei zueinander konjugiert komplexe Losungen 2. = —a/2 +

i\/b—a?/4.

Wir haben in diesem Kapitel nur einige Aspekte der elementaren Funktionen exp, sin, cos, tan,
sinh, cosh, usw. und deren Umkehrfunktionen darstellen kénnen. Fiir reelle Argumente fassen wir
nochmal einige wichtige Funktionen zusammen.

Satz 4.31 Die folgenden Funktionen sind auf den angegebenen Definitionsmengen streng monoton,
also umkehrbar:

Funktion Umkehrfunktion
exp : R «—— (0,00) : In

sin :[-7/2,7/2] <+— [-1,1]: arcsin
cos : [0,m] +—— [—1,1] : arccos
tan : (—7m/2,7/2) «— R : arctan
cot : (0,m) +«— R . arccot
sinh : R — R : Arsinh
cosh : [0, 00) +— [1,00) : Arcosh
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T4 0 1 2

Tangens und Arcustangens
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5 Differentialrechnung einer reellen Veridnderlichen

In diesem Kapitel beginnen wir mit der Differentialrechnung fiir Funktionen einer reellen Variablen.
Vieles im ersten Abschnitt ist aus der Schule bekannt.

5.1 Ableitung einer Funktion einer Verinderlichen

Definition 5.1 (Ableitung)

Sei I C R ein offenes Intervall, xog € I und f: I — R eine Funktion. f heifit in xy differenzier
bar, wenn der Grenzwert

lim M — oder, was dasselbe ist, — lim
T—T0 r — 2o h—0

fwo + 1) = fxo)
h

existiert. Der Grenzwert heifst Ableitung von f in xy und wird mit f'(zq) bezeichnet.

In dieser Definition benutzen wir den Grenzwert (siehe Satz/Definition 3.18). Ausfiihrlich bedeutet
die Definition also: Zu jedem e > 0 gibt es ¢ > 0 mit

f(@) = f(x0o)

— f'(z0)] < e firallex € I mit |z — 20| <d, x # 20.
T — Xo

Wir kénnen den Grenzwert natiirlich auch tiber Folgen definieren (wie in Satz/Definition 3.18).

Schreibweise: Wir schreiben auch %(:po) oder 229 gtatt f/(z9) und nennen dies den Differen-

dx
tialquotienten von f.

Die Ableitung einer Funktion an einer Stelle z beschreibt die lokale Anderungsrate der Funktion
an der Stelle z. Interpretiert man z.B. f(z) als die Menge fliissigen Stahls zur Zeit x in einem

Hochofen, so ist : ) @
, _ Jle+Azx)— f(z

die Anderungsrate, d.h. f'(z) Az ~ [f(z + Az) — f(x)] die Mengenéinderung wihrend der Zeit
Azx.

Diese Vorstellung ist grundlegend fiir die Bedeutung der Ableitung bei der Modellbildung in Natur-
und Ingenieurwissenschaften. Zum Beispiel beobachtet man bei Wachstumsprozessen (Zellkulturen
unter idealen Bedingungen), dass die Anderungsrate proportional zur Gréfe der Population ist.
Wenn wir die Anzahl von Bakterien in einer Zellkultur zu einem Zeitpunkt = > 0 durch eine
Funktion p(x) beschreiben, so gilt
p(x) =rp(z)

mit einer Konstanten r € R (der Reproduktionsrate). Gleichungen, die Ableitungen einer Funktion
und/oder die Funktion selbst in Beziehung zueinander stellen, heien Differentialgleichungen.
Wir werden uns noch intensiv mit solchen Gleichungen beschéftigen. In diesem einfachen Beispiel
ist p(x) = po e’ die Losung, wie aus der Schule bekannt sein sollte. Es handelt sich also um ein
exponentielles Wachstum, wobei von einer Anfangspopulation py zur Zeit x = 0 ausgegangen
wird.

Ist f(x) eine zuriickgelegte Wegstrecke zur Zeit z, so ist f’'(z) die Geschwindigkeit zur Zeit x. Erst
in zweiter Linie sollte man sich f/(z) als die Steigung der Funktion f im Punkt x vorstellen!
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Beispiele 5.2
(a) Sei f(z) = ax? + bx + ¢ fiir x € R. Dann ist f differenzierbar und f'(z) = 2ax + b, v € R.

Beweis: Wir rechnen direkt aus fiir h # 0:
1

1 2 2
E[f(:chh)—f(a:)} = E[a(az—i—h) —ax” + b(x + h) — b]

= 2ax+b+ah — 2ax + b, (h—0).

(b) Sei f(z) =sinz fir € R. Dann ist f differenzierbar und f’(z) = cosx, x € R.

Beweis: Wir benutzen das Additionstheorem fiir den Sinus:

fx+h)— f(x) = sin(x+h) —sinx = sinx[cosh — 1] + cosz sinh.

Wegen
sin h h? h?
_ < — < —
: 1’ <5 und Jcosh —1| < 5
fiir |h| < 2 (siehe Beweis zu Satz 4.25) folgt
1 h—1 inh
E[f(:c—l—h)—f(:c)} = sinx% + cos:cSl;ll — COoST. O

(c) Die Funktion f(x) = |z| ist in = 0 nicht differenzierbar, denn

1 h 1, h>0
sl —so = Bl = { T 320

und dies konvergiert nicht fiir h — 0. a

Das letzte Beispiel zeigt eine stetige Funktion, die nicht differenzierbar ist. Allgemein ist Differen-
zierbarkeit eine stérkere Bedingung als Stetigkeit.

Satz 5.3 Sei I ein offenes Intervall und f : I C R — R in xg € I differenzierbar. Dann ist f in
To Stetig.

Beweis: Dies folgt einfach aus

x)— f(x
)= Sl = b= [HOZLE g,y
r — 2o
da der erste Term auf der rechten Seite gegen 0 und der Bruch gegen f'(zy) konvergiert. O

Definition 5.4 (mehrmalige Differenzierbarkeit)

Sei I ein Intervall und f: I CR — R sei auf I differenzierbar (d.h. in jedem Punkt von I). Dann
heifit ' die erste Ableitung von f. Ist die Funktion [’ ebenfalls differenzierbar auf I, so heifit

"= (f") die zweite Ableitung von f. Analog werden induktiv die hoheren Ableitungen f) von
f definiert.

Die Funktion f heifit auf I r-mal stetig differenzierbar, wenn f auf I r-mal differenzierbar ist
und die r-te Ableitung (und damit alle Ableitungen bis zur Ordnung r) eine stetige Funktion ist.
Die Menge aller auf I r—mal stetig differenzierbaren Funktionen bezeichnen wir mit C"(I).
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Beispiele 5.5
(a) Die Funktion
22, x>0,

z <0,

ist genau einmal stetig differenzierbar in 0, also f € C'(R).
Beweis: Die Differenzierbarkeit fiir x # 0 folgt aus Beispiel 5.2, und es ist

fl(x) = { 2056’ i i 8’ Sei jetzt also v = 0. Dann ist

1 Rz _
HUCEF U R

und daher +[f(h) — f(0)] — 0 fiir h — 0. Also ist f auch in x = 0 differenzierbar mit f'(0) =
0. Die Abbildung f” ist stetig auf R, da der links- und der rechtsseitige Grenzwert von f’(x)
tibereinstimmen und auch mit f’(0) = 0 iibereinstimmen. Fiir die zweite Ableitung von f bei
x = 0 miissen wir den Differenzenquotienten betrachten

1 o _
sl - o] = { %52 020

und dieser Ausdruck konvergiert nicht fiir A — 0. Daher ist f genau einmal stetig differenzierbar.
O

(b) Die Funktion
fa) = { r?sin(l/x), = >0,

0, xz <0,
ist genau einmal differenzierbar in 0, aber nicht stetig differenzierbar.

Beweis: Weiter unten werden wir mit der Kettenregel sehen, dass fiir x > 0 die Funktion f differen-
zierbar ist mit Ableitung f'(x) = 2z sin(1/z) — cos(1/z), > 0. Fiir z < 0 ist offenbar f'(z) = 0.
Sei jetzt x = 0. Wir betrachten den Differenzenquotienten

flz) = f(0) _ a2?sin(1/x)

o = - = xsin(l/z), x#0,

und dieser Ausdruck konvergiert gegen 0 fiir z — 0. Also ist f in o = 0 differenzierbar und
f'(0) = 0. Wir haben damit erhalten:

fl@) = { 2xsin(1/z) — cos(1/x), = >0,

0, z <0,
und diese Funktion ist nicht stetig in 0 (weshalb?). O

Bei zusammengesetzten Funktionen wie in dem Beispiel 5.5 (a) gibt es ein niitzliches hinreichendes
Kriterium fiir Differenzierbarkeit an der ,,Nahtstelle“:

Satz 5.6 FEs sei I ein offenes Intervall, xo € I, und f : I — R sei stetig und fir alle x € I,
x # w9, differenzierbar. Die Ableitung f': 1\ {xo} — R sei stetig ergianzbar in xy. Dann ist f auch
stetig differenzierbar in xg.

Der Beweis ergibt sich leicht aus dem Mittelwertsatz, der spater behandelt wird.
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Haben wir komplexwertige Funktionen einer reellen Variablen, also f : A — C mit einer
offenen Menge A C R, so ist die Differenzierbarkeit erklart durch die Differenzierbarkeit von Real-
und Imaginérteil, und wir setzen natiirlich

f'(@) = Ref)(z) + i(Imf)(z).

Die obigen Sitze gelten dann alle auch fiir solche komplexwertigen Funktionen.

5.2 Differentiationsregeln

Satz 5.7 (Differentiationsregeln fiir algebraische Verkniipfungen)

Seien I ein ein offenes Intervall, f,g: I C R — C Funktionen, und f,g in x € I differenzierbar.
Dann sind auch f + g, \f fir X\ € C, f-g und f/g (falls g(x) # 0) in x differenzierbar, und es
gilt:

(f£9)(x) = f2) £ 4, (AN = Af(2),
(f-9)(x) = f(z)g(x) + f(z)g'(z) (Produktregel),

N @) - f@) )
(5) (@) o)

(Quotientenregel) .

Wir verzichten auf die Beweise und verweisen auf die Literatur.

Beispiele 5.8
(a) Alle Polynome sind beliebig oft differenzierbar. Fiir

—_

n—

p(z) = Zakxk ist p/(z) = Zkakxk’l = (G+1) a2,
k=0 k=1 ‘

<
Il
o

und dies ist ein Polynom vom Grad n — 1.

Wir zeigen induktiv nach k, dass (xk)/ = ka* ! fir k = 1,2,... Fiir k = 1 ist die Behauptung
offenbar richtig nach Beispiel 5.2. Sei sie fiir k£ schon bewiesen. Dann ist mit der Produktregel und
der Induktionsvoraussetzung;:

(M) = (v2") = 2" + wka™ = (k+1)a".

(b) Fiir f(x) = z/(1 + 2?) ist mit der Quotientenregel f'(z) = (1 — z?)/[(1 + x?)?].

Satz 5.9 (Kettenregel)

Seien A, B C R offene Intervalle. Die Funktion f : A CR — B C R seiinxzg € A und die Funktion
g: B CR— C seiinyy:= f(xg) € B differenzierbar. Dann ist die Komposition go f : A — C in
xo differenzierbar und es gilt die Kettenregel

(go f),(%) = gl(y)|y=f(:vo) f/(xo) .

Der erste Ausdruck rechts bedeutet, dass g(y) erst nach y abgeleitet werden soll und danach y =
f(xo) eingesetzt werden soll. Daher schreiben wir auch kiirzer: (g o f) (z0) = g'(f (o)) f'(o)-
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Beweis: Sei yg := f(x0). Wir definieren die Funktion

9W=9W0) ' fallg g £ yp,
o - {5 °

9'(yo), fallsy=yo.
Die Differenzierbarkeit von g in yy impliziert genau die Stetigkeit von ® in yy. Jetzt schreiben wir
g(f(@) —g(f(z0)) f(z) = f(xo)
= ®(f(zx)) ————.
T — Xg Tr—1xo

(Man priife dies getrennt fiir f(z) = f(zo) und f(x) # f(zo) nach!) Fiir x — ¢ konvergiert f(z)
gegen f(xg) und daher

9(f(x)) — g(f(x0))

T — Xo

— ©(f(x0)) f'(z0) = g'(y0) f'(x0) .

Dies ist die Behauptung. a

Beispiel 5.10
Es sei F(x) = (23 + 1)7 fiir > 0. Hier ist offenbar F' = go f mit f(z) = 2° + 1 und g(y) = y".
Mit der Kettenregel folgt F'(x) = 7(z% +1)%(32%) = 212%(2® + 1)°.

Satz 5.11 (Differentiation der Umkehrabbildung)

Sei I C R ein Intervall, f : I — R stetig, streng monoton und in xo € I differenzierbar mait
f'(z0) # 0. Dann ist auch die Umkehrfunktion f=: f(I) = R in yo := f(x0) differenzierbar, und

es 1st:
1 1

T flw) UMW)

Auch dies bedeutet wieder, dass erst f abgeleitet werden muss und dann xo = f~1(yo) eingesetzt
wird.

(f ) (%)

Beweis: Sei y # 3. Wir setzen z = f~!(y) und o = f~(yo). Wegen der Monotonie ist dann auch
x # xo. Wegen der Stetigkeit der Umkehrfunktion nach Satz 3.24 folgt aus der Konvergenz y — yj,
dass © — xg. Dann ist aber fiir y — yo:

- _  v—z 1 1
v—w  J@ - f@) | el ) -

Beispiele 5.12

(a) Sei f(z) = Yz = z'/" fiir x > 0. Die Funktion f ist die Umkehrfunktion von g(y) = y" fiir
y > 0, und daher ist
1 1
fl(x) = — = —gn ! firz>0.

YT =@
(b) Sei 7 € Q und f(z) = 2" fiir z > 0. Dann ist f'(z) = ra" '
Beweis: Wir haben r = p/q mit p € Z und ¢ € N. Dann ist f(x) = (2P)%/9 und es ist mit der
Kettenregel (y = zP):

f/(ﬂf) — 1<xp>1/Q*1pxp71 — Bl,p/querfl _ Tl’ril,

da fiir positive und auch fiir negative p € 7Z gilt: %xp = paP~! (letzteres nach der Quotientenregel).
O
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Die Ableitung der Umkehrfunktion erhalten wir elegant durch die Ableitung der impliziten Glei-
chung

f7H(f(x)) = = oderauch f(f'(y)) = v,
namlich

(@) fla) =1 baw. f'(f7H ) (F7) () = 1.

Als weiteres Beispiel betrachten wir die beiden Funktionen y = y(z), die durch

- (5 -
a b
gegeben sind. Es ist die Gleichung einer Ellipse mit den Halbachsen a und b. Abgeleitet ergibt

sich 5 24(x)
x y(x
@ T v =0,

was es z.B. erlaubt, den Wert 3’ nur aus den z- und y-Werten zu berechnen.

a

Als néchstes wollen wir die Exponentialfunktion und die trigonometrischen Funktionen betrachten.
Diese werden durch Potenzreihen beschrieben. Da wir nur reelle Argumente betrachten, schrinken
wir die Potenzreihen auf (—r,7) C R ein (fiir Entwicklungspunkt 2z, = 0 und Konvergenzradius r).

Satz 5.13 (Differenzierbarkeit von Potenzreihen)

Sei (Z ay (a:—xo)k) eine Potenzreihe um den Entwicklungspunkt zo € C mit Koeffizienten ay, € C

k=0
und Konvergenzradius v > 0. Die Funktion mit f(z) = > ag (v —x0)* ist im Intervall K(z,r) R
k=0

beliebig oft differenzierbar, und die Ableitungen erhalten wir durch gliedweise Differentiation. Es
15t also 2. B.

flz) = Z kay (x —a0)" = Z(k +1) apr (# —x0)".

Die Ableitung ist wieder eine Potenzrethe mit demselben Konvergenzradius r.

Beweis: Da der allgemeine Fall vollig analog beweisbar ist, wahlen wir xy = 0. Zunéchst zeigen
wir, dass die Potenzreihen fiir

flx) = Zak 28 und g(z) = Zk:ak zk1
k=0 k=1
denselben Konvergenzradius haben. Es seien r und ' die Konvergenzradien von f und g. Zunéchst

schatzen wir ab:
m m
> agl [2l* < ()Y k fag] 2]t
k=1 k=1

Fiir |z| < 7" konvergiert die rechte Reihe, also auch die linke nach dem Majorantenkriterium. Daher
ist v < r. Sei nun |z| < r beliebig, ohne Beschrinkung x # 0. Wiahle A > 1 mit A |z| < r (also
etwa A := 1(1+r/|z|)). Dann konvergiert die Potenzreihe fiir f(Az) absolut. Ferner konvergiert
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die Folge ay := /\ﬁk gegen 0, da die Reihe >  a; nach dem Quotientenkriterium konvergiert. Also
k=1
existiert ¢ > 0 mit oy, < c fiir alle k, d.h. k < c\F fiir alle & und daher:

m

C C
Zk g []* S D A fag | = Z\akl [Azl*
k=

k=1
Also konvergiert auch die linke Seite, daher » < 7/, und die Konvergenzradien sind gleich.
Sei wieder S,,(x) := > aj, 2% die m—te Partialsumme. Wir halten |x| < r fest und wihlen ¢ > 0

k=0
mit p := |z| + & < r. Dann ist mit der binomischen Formel:

Hsnf - = 2( Y
_ @x + hi(j) RI=2 kI

Also ist fiir |h| < e:

%[(:c +h)F —a*] — k!

=2
k
|h| <k> J k—j
= — €T
Uy (4)
1] 1]

Daher ist
1 d h| —
HSule + 1) = 8u0)] — @] < BSlal <

mit 7y = (Z |ag| pk) /€% Diese Abschiitzung gilt fiir alle m € N. Fiir m — oo konvergieren S,,(z),

Sp(z + h) und ds’”(x) gegen f(z), f(z+ h) und g(x), also gilt fiir alle |h| < e:

L+ m) — f@)] — o)

Fiir h — 0 folgt die Behauptung. a

< v |n| .

Diesen Satz konnen wir nun auf alle méglichen Potenzreihen anwenden.
Sei wieder R-g :={z € R:z > 0}.

Satz 5.14 (Ableitung von exp und In)
Die Exponentialfunktion exp : R — R wund die Logarithmusfunktion In : Roy — R sind auf ihren
Definitionsmengen differenzierbar, und es ist

d . d

—e

dx ’
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Satz 5.14 (Ableitung von exp und In, Fortsetzung)

Die Ableitung der allgemeinen Potenz ist

d

%ax = (Ina)a” z€eR,

fiir beliebiges a > 0.

Beweis: Fiir die Ableitung der Exponentialfunktion haben wir:

d o~k 1 e
LT = ) T _Z(k—l)!x —;gx - o

1

o
— k=

Der Logarithmus ist die Umkehrfunktion von exp, also nach Satz 5.11

1 1 1

— Iz = - - =
dz d% expy| . exp(lnz) x

Fir die allgemeine Potenz schreiben wir a® = exp(xlna) und wenden die Kettenregel an. Dies
liefert die Behauptung. O

Satz 5.15 (Ableitung von sin, cos, sinh und cosh)

Die trigonometrischen Funktionen sin und cos und die Hyperbelfunktionen sinh und cosh sind
beliebig oft differenzierbar, und es ist

. . . / / .
sin = cos, cos’ = —sin, sinh’ = cosh, cosh’ = sinh .

Die einfachen Beweise verbleiben als Ubung. Wir listen einige Ableitungen auf:

fl@) | f(=x) flx) | ()
c 0 x® ar®!
exp x exp x Inz 2
1
xr xr
a a*lna log, x “Tna
sin COsS T Ccos T —sinx
tan 1 —1+tan?z | cota e e
cos” x sin” x
. 1 —1
arcsinr | ——— arccos r | ———
V1 — a2 V1 — a2
1 1
t t —
arctana | pw arccot x 52

5.3 Tangente und Differential
Geraden, die nicht senkrecht zur z-Achse sind, werden bekanntlich geschrieben in der Form

y =ar + b, xeR.
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Diese Schreibweise suggeriert die Anschauung des Graphen der Gerade in der (z,y)—Ebene als
Menge von Punkten, die die Gleichung y = ax + b erfiillen. Die zugrunde liegende Funktion ist

g(x) = ax + b, welR.

Bekanntlich ist a die Steigung der Geraden und b der Wert an der Stelle z = 0, also der Schnitt-
punkt mit der vertikalen Achse (der ,y—Achse®). Die Steigung a = ¢'(z) ist der Multiplikator, der
Anderungen von z in Anderung von ¢(z) tiberfiihrt.

Sei jetzt f: R — R eine differenzierbare Funktion und zy € R festgehalten. Dann beschreibt die
lineare Funktion

9(x) = f(zo) (x—x0) + flzo) = f(x0)x — fl(x0) 70 + f(20), T €ER,
die Tangente an f an der Stelle x(, denn

i) g(zo) = f(xp), d.h. die Gerade g geht durch den Punkt (zg, f(zo)) € R?, und
(i) g(xo) = f(x0), 98 , ,

(i) ¢'(xz0) = f'(x9), d.h. die Gerade ¢g und die Funktion f haben bei x, dieselbe Steigung.

Lemma 5.16 Sei f : I C R — R differenzierbar im Punkt xo € I. Dann existiert eine im Punkt
xg stetige Funktion h : I — R mit h(zg) = 0 und

f(@) = flzo) + f'(zo) (x —x0) + (x—mo)h(z) fir allex € I.

(. 4

—
Tangente in xg

Beweis: Wir haben nur zu zeigen, dass die Funktion

f@)—f(xo) _ g
h(z) = { T—10 f(xg), x# g,

07 T =X,

in xg stetig ist. Dies besagt aber gerade die Differenzierbarkeit von f in x. a

Dieses Lemma sagt aus, wie die Tangente im Punkt (:UO, f (a:o)) die Funktion approximiert: Fiir
kleine |z —zg| ist der Fehler zwischen Funktion und Tangente von der Groflenordnung (z—xo) h(z),
also kleiner als nur |z — x¢| (da lim,_,,, h(x) = 0). Der Begriff der Tangente ist ein geometrischer
Begriff. Genauso wichtig ist die Vorstellung der Linearisierung: In einer Umgebung von z, wird
die nichtlineare Funktion f durch die lineare Funktion g approximiert. Diese Verwendung der
Geraden ¢ ist in allen Natur- und Ingenieurwissenschaften gebrduchlich, da normalerweise die
Untersuchung der komplizierten Funktion zu schwierig oder unmoglich ist.

Die lineare Funktion
go(z) = fl(zo)z, weR,

beschreibt die Gerade parallel zu g durch den Ursprung. Statt y = f/(zg)x fiir diese Gerade
schreiben wir

dy = f'(zo)dx

und nennen dz, dy Differentiale.
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Die ,Gleichung® dy = f'(x¢)dx
beschreibt also die Tangente von
f in (ZL‘O, f(:po)), aufgefait in dem o9f y=f
(dz, dy)—Koordinatensystem, das os dy

den Ursprung im Punkt (:po, f(xo)) sl
hat. Andert sich der Punkt =,
so ,wandert® der Ursprung des ol

(dz, dy)—Koordinatensystems mit. f(xp)
0.4

Gebréuchlich  sind bekanntlich  zwei T
Moglichkeiten, Funktionen zu beschrei- o
ben. Die erste Form y = f(x) haben wir
gerade benutzt. Das dieser Form ange- °'f X
pafite Differential hat die Form dy = o

[/ (xo)dz.
Beschreiben wir die Funktion f durch f: 2z — f(z), so sollten wir fiir das Differential

df : dx — f'(x¢)dx schreiben. Beachte dabei, dass das Differential von dem , Arbeitspunkt® xg
abhéngt. Manchmal wird auch deutlicher df|,, : dz — f'(x¢) dx geschrieben.

1r

dy=f'(x0)dx
0.6

0.2f

I I I I I I I I I )
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Statt zg konnen wir natiirlich wieder x schreiben.

Definition 5.17 Sei f : [ C R — R differenzierbar im Punkt x € I. Die lineare Abbildung
df : dx — f'(z)dx heifit das Differential zu f an der Stelle x.

Betrachten wir f/(z) als lokale Anderungsrate im Punkt 2, so kénnen wir das Differential dy =
f/(x)dx als die linearisierte Anderung der Funktionswerte bei Anderung des Arguments um dx
ansehen.

Wir betonen, dass in der linearen Beziehung dy = f'(x¢) dz die Groflen dx und dy nicht klein zu
sein brauchen. Setzt man allerdings dz = x — xg, so ist die linearisierte Anderung dy = f'(z¢) dx
nur dann eine Naherung an Ay := f(z) — f(xo), wenn x nahe bei z ist, d.h. wenn dz klein ist.

Beispiel 5.18

Die Funktion f sei gegeben durch y = f(z) = 2z%cosx, * € R. Dann lautet das Differential
dy = (2xcosz — x? sinz) dz. Noch einmal: Fiir festes z € R ist dies die Geradengleichung in dem
(dz, dy)—Koordinatensystem, das seinen Ursprung in (x, f (x)) hat.

5.4 Extremwertaufgaben und Mittelwertsatz

Wir haben uns schon in Abschnitt 3.3 mit Extremwertaufgaben beschéftigt. In Satz 3.21 haben
wir gezeigt, dass jede stetige Funktion auf kompakten Mengen Minima und Maxima besitzt. Hier
wollen wir zeigen, wie man diese bei konkreten Aufgaben berechnet. Zunéchst unterscheidet man
noch zwischen lokalen und globalen Maxima bzw. Minima:
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Definition 5.19 Sei f : [a,b] — R eine Funktion. x¢ € [a,b] heifit lokale Maximalstelle von f
auf |a,b], falls es e > 0 gibt mit

f(x) < flxo) firalle x € [a,b] mit |x —xo| <e.

Analog werden lokale Minimalstellen definiert.

xo € [a,b] heifit globale Maximalstelle von f auf [a,b], wenn f(x) < f(xy) fir alle x € |a,b).
Analog werden globale Minimalstellen definiert.

xo heifft (lokale oder globale) Extremalstelle, wenn xy Minimal- oder Mazimalstelle ist.

Der folgende Satz ist aus der Schule wohlbekannt.

Satz 5.20 FEs habe f : [a,b] CR — R in o € (a,b) ein lokales Mazimum oder Minimum. Ist f in
xo differenzierbar, so ist f'(xq) = 0.

Wichtig: Liegt zp am Rand von [a, b], so braucht die Ableitung nicht Null zu sein (Skizze).

Beweis: Liegt z.B. in g ein lokales Maximum und ist € > 0 so klein, dass f(zo + h) < f(zo) fiir
alle |h| <e. Dann ist fir 0 < h < e:

f(zo+h) — f(xo) <0
5, < 0.

L&Bt man nun h gegen 0 gehen, also h \, 0, so konvergiert der Differenzenquotient gegen f'(zo).
Daher ist f/(zo) < 0. Fiir —e < h < 0 ist andererseits:

f(xo+h) — f(xo) > 0
h — )

und fiir o 7 0 folgt f'(x¢) > 0. Zusammen haben wir f’(z¢) = 0 erhalten. Ist zo eine Minimalstelle,
so zeigt man die Aussage genauso. O

Beispiel 5.21

Bestimme alle globalen Extremalstellen der Funktion
f(x) = 2° — 52° auf dem Intervall [-5,2]!

Wir gehen in mehreren Schritten vor:
(i) Es gibt globale Minima und Maxima, da f stetig und [—5, 2] kompakt ist (Satz 3.21).

(ii) Zunéchst suchen wir Extremalstellen im Inneren (—5,2) des Intervalls. Sei in 2y € (=5, 2) ein
Extremum. Dann ist nach Satz 5.20

0 = f'(xg) = bag— 1525 = 5x5(z5 —3).

Die im Inneren (—5,2) des Intervalls in Frage kommenden Extremalstellen sind also 0, ++/3, —v/3.
Ob wirklich Extrema vorliegen, miissen wir noch entscheiden.

(iii) Fir die lokalen und globalen Extremalstellen in [—5, 2] kommen also nur die Punkte z; = —5,
Ty =2,23=0, 24 =+v3und 75 = —v/3 in Frage.
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(iv) Die Funktionswerte dieser Punkte sind f(z1) = —2500, f(z5) = —8, f(z3) =0, f(z4) = —6/3
und f(x5) = +6+/3. Der Vergleich der Funktionswerte liefert: In 2; = —5 ist ein globales Minimum
und in x5 = —+/3 ein globales Maximum.

An dieser Stelle konnen wir noch nicht entscheiden, ob die anderen Stellen lokale Extrema sind —
es sel denn, man skizziert die Funktion (was Sie tun sollten).

Stellen = € (a,b), in denen f’(z) = 0 gilt, heiflen kritische Punkte der Funktion f. Die Eigen-
schaft f’'(x) = 0 ist ein notwendiges Optimalitétskriterium, d.h. wenn z € (a,b) Maximal- bzw.
Minimalstelle ist, so ist = kritischer Punkt. Aber nicht jede kritische Stelle einer Funktion muss
ein Extremum sein. Auch die folgende Aussage ist anschaulich vollig klar.

Satz 5.22 (von Rolle)
Sei [ : [a,b] C R — R stetig und auf (a,b) differenzierbar. Ist f(a) = f(b), so existiert & € (a,b)
mit f'(z) = 0.

Man beachte, dass in diesem Satz keine Aussage dariiber gemacht wird, wo der kritische Punkt z
im Intervall (a,b) liegt. Trotzdem ist dieser Satz sehr wichtig.

Beweis: Ist f auf [a, b] konstant, so ist die Aussage richtig, und man kann fiir & jeden Punkt in
(a,b) nehmen. Sei jetzt f nicht konstant. Sei 21 € [a, b] eine (globale) Maximalstelle und 5 € [a, b]
eine Minimalstelle. Beide existieren, da f stetig und [a, b] kompakt ist. Aulerdem ist f(x2) < f(z1),
und daher muss wenigstens eine der beiden Stellen x; oder x5 im Innern (a,b) liegen. Aus dem
letzten Satz folgt die Behauptung fiir 2 = x bzw. £ = z». a

Satz 5.23 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung)
Sei f :]a,b] CR — R stetig und auf (a,b) differenzierbar. Dann gibt es & € (a,b) mit

f(b) = f(a)

IO}

Wiederum macht dieser Satz keine Aussage dariiber, wo der Punkt z liegt.
Beweis: Definiere die Hilfsfunktion

R (O (0

b—a

) und ®(b) = f(a). Daher ist der Satz von Rolle auf ® anwendbar und liefert
€ (a,b) mit

(x—a), a<zxz<h.

Dann ist ®(a) = f(a
die Existenz eines &
f(b) — f(a)

b—a
Dies ist die Behauptung! O

0= V(@) = &) -

Satz 5.24 (verallgemeinerter Mittelwertsatz)
Seien f,g : [a,b] C R — R stetig und in (a,b) differenzierbar. Sei g'(x) # 0 fir alle x € (a,b).
Dann gibt es & € (a,b) mit

fb) = fla) _ f'(%)

g(b) —gla)  g(2)
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Beweis: Definiere jetzt

f(b) — f(a)
O(x) = flx) — x)—gla)|, a<x<b,
(@) = fa) — L lote) ~ gla)]
und fithre den Beweis genauso wie beim letzten Satz. O

Als erste Anwendung des Mittelwertsatzes beweisen wir Satz 5.6 von oben:

Beweis von Satz 5.6: Wir betrachten den Differenzenquotienten und wenden den Mittelwertsatz

f(@) = (o)
xT) — Zo
= f(z)
r — Xy
fiir ein z zwischen z und xzy. Fiir x — xy konvergiert auch z gegen x,. Da [’ stetig fortsetzbar im
Punkt z( ist, so existiert
fx) = f(xo)

lim —————=.
T—rxQ T — "L’O

Damit ist die Differenzierbarkeit von f in xy gezeigt. Die Stetigkeit von f’ folgt ja aus der Voraus-
setzung. O

Als zweite Anwendung des Mittelwertsatzes konnen wir leicht zeigen:

Lemma 5.25 (a) Sei f : [a,b] — R stetig und in (a,b) differenzierbar mit f'(x) > 0 fir alle
x € (a,b). Dann ist f in [a,b] streng monoton steigend.

(b) Ist f'(x) =0 fiir alle x € (a,b), so ist f konstant.

Beweis: (a) Sei a < 21 < x5 < b. Anwendung des Mittelwertsatzes auf das Intervall [xy, 2] liefert
die Existenz von z € (1, x2) mit

f(x2) — f(21)

To — T1

= f'(z) > 0,
also f(x2) > f(z1).

(b) Dieses zeigt man genauso: Ist a < x; < x5 < b, so liefert die Anwendung des Mittelwertsatzes
die Existenz von z € (1, x2) mit

f(x2) — fl1)
also f(z1) = f(22). O

Schliefflich zeigen wir noch die L.’Hospitalschen Regeln. Diese bieten in vielen Féllen eine einfache
Mobglichkeit, Definitionsliicken fiir gebrochen rationale Funktionen zu schlieflen.

= f(z) =0,
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Satz 5.26 (1. L’Hospitalsche Regel)

Es sei
(i) I ein beschrinktes Intervall und xo € I, oder
(i) I = (a,00) und xy = oo oder

(i1i) I = (—o0,b) und g = —o0.

FEs seien ferner f,g : I — R differenzierbare Funktionen mit lim f(z) = lim g(z) = 0 sowie

T—T0 T—T0
g(x) # 0 und ¢'(z) # 0 fir alle x # xy. Dann gilt:

lim /(@) = lim 1)

o g@) e g (@)

Y

falls der Grenzwert auf der rechten Seite existiert.

Beweis fiir den ersten Fall: In diesem Fall ist f(x¢) = g(x¢) = 0. Wir wenden den verallgemeinerten
Mittelwertsatz an: Zu jedem x gibt es ein z zwischen x und zy mit

f@) _ f@) =) S

Fiir x — x( konvergiert auch z gegen xg, also

lim @ = lim ')
Ay T g

Im zweiten Fall ist 2y = oo. Wir setzen 2 = 1/t und definieren f(t) = f(1/t%) und §(t) = g(1/t2).

Dann hat man 21£im o]

oA berechnen. Benutzt man jetzt den Fall (i), so hat man
5

lim @ = lim

1 L R VLo B YL N L VI W )
SO0 T M) e (18 (<2/B) T N g(1/R) e g(e)

wobei wir die Kettenregel benutzt haben. Fall (iii) geht genauso. a

Satz 5.27 (2. L’Hospitalsche Regel)

Es gelte eine der Voraussetzungen (i), (ii) oder (iii) des letzten Satzes. Es seien ferner f,g: 1 — R
differenzierbare Funktionen mit lim |f(x)| = +oo, lim |g(z)| = foo, sowie ¢'(x) # 0 fir alle
T—x0 T—T0

x # xo. Dann gilt:

lim M = lim J'@)
S gle) e g(a)

I

falls der Grenzwert auf der rechten Seite existiert.

Wir verzichten auf den Beweis und verweisen auf die Literatur.
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Beispiele 5.28

(a) Wir berechnen den Grenzwert

. sinz . cosx
lim = lim = 1.

z—0 I z—0 1

(b) In diesem Beispiel miissen wir die 1. L’Hospitalsche Regel zweimal anwenden:

(c) In diesem Beispiel miissen wir den Ausdruck erst umformen, bevor wir die erste L'Hospitalsche
Regel anwenden konnen. Sei x € R festgehalten.:

In(1+2
lim [tln(lju%)} — lim In ( +3) _ hmln(1+5$) _ hm$/(1+€x)

t—00 t—00 1/t e—0 € e—0 1

Hieraus (und mit der Stetigkeit der Exponentialfunktion) folgt:

t
exp(z) = exp{tliglo [t In (1—1—%)]} = tligloexp{[t In (1+%>}} = tliglo (14_%) 7

und diese Formel kennen wir ja schon — allerdings mit einem komplizierteren Beweis.

5.5 Die Taylorformel und die Taylorreihe

Wir wollen in diesem Abschnitt zeigen, wie man Funktionen f ,lokal“, d.h. in der Umgebung eines
fest vorgegebenen Punktes x(, durch Polynome p,, approximieren kann. Wir werden ein Polynom
n-ten Grades mit der Eigenschaft

d* d"
s (xg) = ﬁpn(:co) fir alle k =0,1,...,n (5.1)

suchen. Die Frage, die es zu beantworten gilt, ist, inwieweit dies tatséchlich eine gute lokale Ap-
proximation liefert.

Fiir n = 0 erhalten wir offenbar das konstante Polynom pg(z) = f(xo) fir alle z € R.

Fiir n = 1 ist das gesuchte Polynom die Tangente

pi(z) = flzo) + f'(xo) (x—x), z€R.

Fiir groflere n definieren wir analog;:

Definition 5.29 Es sei f : I C R — C n mal stetig differenzierbar, I C R ein offenes Intervall
und xo € I. Dann heifit

pn(T) = i f(k;('xo) (r —20)*, z€R,
k=0 )

das Taylorpolynom vom Grad n von f mit Entwicklungspunkt xg.

Unmittelbar einsichtig ist folgende Aussage.
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Satz 5.30 Das Taylorpolynom p,, approzimiert die Funktion f im Sinn von (5.1), d.h. p%k) (x0) =
f®) (o) fiir alle k=0, ...,n.

Dies bedeutet, dass das Taylorpolynom mit allen seinen Ableitungen bis zur Ordnung n mit der
Funktion f im Punkt z( iibereinstimmt. Daher erwartet man in der Umgebung des Punktes x
eine gute Approximation von f durch p,.

Wie gut ist nun die Approximation fiir Punkte x # x4?

Satz 5.31 FEssei f: 1 CR — C sogar n+1 mal stetig differenzierbar, I C R ein offenes Intervall
und xo € 1. Dann gibt es zu jedem x € I einen Punkt z zwischen x und xq, der von x, xo und n

abhdngt, mait
1

(n+1)! (

Diese Form heifst die Restglieddarstellung von Lagrange. , und wir bezeichnen

f(x) = pn(x) + Rn(2)

als die Taylorformel. Natiirlich hingt das Restglied nicht nur von n und x ab, sondern auch von
Zg-

T — xo)nJrl f(nJrl)(Z) )

By(x) = f(z) —palz) =

Beweis: Wir fassen R,(z) = f(z) — f(xo) — f'(x0)(z — x) — -+ — M(az — )" als Funktion

n!
in = auf. Nach Satz 5.30 gilt R, (zo) = 0 und Rg)(:co) =0 fir j = 1,...,n. Weiter ist Rglnﬂ)(a:) =
fO+)(2) fiir alle # € I. Sei nun o > xg. (Fiir # < z( schlieBt man analog.) Wir wenden nun
n + 1 mal den verallgemeinerten Mittelwertsatz 5.24 an:

Ru@) _  Ra@)—Raw)  _  Ri(z)
(@ — o)™t (@ — x)™! — (w9 — o)™t (n41) (21 — x0)"
R, (z1) — R, (xo) _
(n+1)((z1 — zg)™» — O")
R (z,) ~ RY(z,) — RV (x0)
(n+ 1) (2, — x0) (n+ ! ((z, —x) — 0)
P ) F ()
(n+1)! (n+1)!

mit zj11 € (20, 2;) C (zo,2) fiir alle j =1,...,n. Mit 2 = 2,4, ist dies gerade die Behauptung. O

Beispiele 5.32

(a) Betrachte als einfachstes Beispiel f(z) = e” und zy = 0. Wir rechnen aus: f*)(z) = €7, also
f®(0) =1, also

_ i k . _ 1 n+l =z
fz) = 2 st R,(z) mit R,(x) = 7(n+1)!3: e*.

fiir ein z zwischen 0 und z. Die Taylorformel liefert also eine Darstellung des Fehlers, wenn wir die
Reihe fiir exp  nach n+1 Termen abbrechen. Bislang konnten wir den Fehler nur fiir alternierende
Reihen mit dem Leibnizkriterium abschétzen.
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Als konkretes Beispiel kann man die Frage stellen: Wie gro3 muss n mindestens sein, damit der
Fehler R, (x) zwischen der Funktion f(z) = €* und dem Taylorpolynom p, fiir |z| < 1 héchstens
1072 ist?

Wir schétzen mit der Lagrange-Form des Restgliedes ab:

1
(n+1)!

< ! !
€
~ (n4+ 1)

o] e

| B ()] =

und dies ist sicher kleiner als 1072 fiir n > 5. Wollen wir also e” fiir |z| < 1 bis auf auf einen Fehler

5
kleiner als 1072 genau berechnen, so kénnen wir das Taylorpolynom ps(z) = 3 % 2* nehmen.
k=0

(b) Sei jetzt a € R beliebig und f(z) = (1 +2)% = > —1, und zy = 0. Wir rechnen wieder aus:
f(z) = a(1+2)*! und weiter

fPa) = ala=1) - (a—k+1)(1+2)*"%, 2>-1, keN.

Damit lautet die Taylorformel:

k!
k=1
o (aa—n o n
Ry(z) = #(HZ) Lt

Fiir beliebiges a € R und k € NU {0} fiihrt man nun die Binomialkoeffizienten (%) ein durch

a\  a---(a—k+1) a\
(k) = o fir ke N und (O) = 1.

Man beachte, dass fiir & € N diese mit unseren alten Binomialkoeffizienten iibereinstimmen. Dann
schreibt sich die Taylorformel einpragsam als

(1+2)* = i (Z) o+ Ry (z).

k=0

Spezialfall: Ist « =n, soist & --- (o« —n) =0, also R,(z) = 0, und man erhélt die bekannte bi-
nomische Formel zuriick. Auf eine Abschitzung des Restgliedes verzichten wir hier und kommen
in Kapitel 6 wieder darauf zuriick.

Eine weitere Folgerung ist das evtl. aus der Schule bekannte hinreichende Kriterium fiir Maximal-
bzw. Minimalstellen.

Satz 5.33 Sei f auf einem offenen Intervall I C R zweimal stetig differenzierbar, xo € I mit
f'(xo) =0 und f"(xo) > 0 (bzw. f"(xo) < 0). Dann ist xo eine lokale Minimalstelle (bzw. Mazi-
malstelle) von f.

Beweis: Wir betrachten den Fall f”(x¢) > 0. Dann gibt es eine Umgebung U = (zg — €,z + €)
um zo mit f”(x) > 0 fiir alle z € U. Nach Satz 5.31 gibt es zu z € U ein z € U mit

f"(2)
2

(z — 20)?.

f(@) = f(xo) + f(wo)(x — w0) +
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Also ist

250

@)~ flao) = L1

Da dies fiir jedes x € U gilt, ist xqg Minimalstelle. O

(x — )

Was passiert aber nun generell mit den Taylorpolynomen fiir n — 0o? Die Frage ist natiirlich nur
sinnvoll, wenn die Funktion f beliebig oft differenzierbar ist.

Definition 5.34 Sei f : I — R eine unendlich oft differenzierbare Funktion, I C R ein offenes

Intervall, und xo € I. Dann heif$t
2 rn)(y
<Z ! (1 ) (z — $0)">
—~ nl

Taylorreihe zu f um xy.

Bemerkung:

(a) Die Taylorreihe ist eine Potenzreihe.

(b) Ist eine Funktion f durch eine Potenzreihe gegeben, d.h. f(z) = > 7  a,(x — xo)" fir « €
(g — 7,20 + 1), so ist dies auch die Taylorreihe von f um z.

(¢) Wenn fiir die Restglieder zu den Taylorpolynomen gilt |Ry(z)| — 0 fiir N — oo, so ist f in
eine Potenzreihe entwickelbar und es gilt

(n

0o )SU(]
f) = 3 T gy

n=0

(d) Nicht fiir alle unendlich oft differenzierbaren Funktionen ist f durch diese Potenzreihe darstell-
bar. Genauer: In ihrem Konvergenzkreis konvergiert die Taylorreihe als Potenzreihe — jedoch im
allgemeinen nicht gegen den Funktionswert f(z). Im Folgenden konstruieren wir ein Gegenbei-
spiel.

Beispiel 5.35 Betrachte die Funktion

fla) = {exp(—l/x), x>0,

0, z<0.

Wie sehen die Ableitungen aus? Durch vollstdndige Induktion zeigt man, dass fiir z # 0 jede
Ableitung von der Form ist:

() — { L) exp(-1/2), @0,
0, r <0,

mit einem Polynom ¢, vom Grad < k. Jetzt benttigen wir die Aussage:
Fiir jedes m € N gilt

1
lim —e /" = 0.
z—0,z>0 ™

Dies folgt aus der L’Hospitalschen Regel, wenn wir t = 1/ fiir x > 0 setzen,

N tm o omitmt om!
lim —e Y% = lim — = lim = ... = lim — = 0.
z—0 ™M t—oo et t—00 et t—oco et
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Daher ist in unserem Beispiel f*) stetig ergéinzbar mit f*)(0) = 0 fiir alle k = 0,1,2, ... Jedes Tay-
lorpolynom mit Entwicklungspunkt zy = 0 ist also das Nullpolynom. Daher konvergiert (pn(x))n
fiir kein = > 0 gegen f(x).

In den folgenden Plots haben wir fiir die Funktionen exp, sin, x — In(1 + z) und = H% die
Funktion und jeweils 3 Taylorpolynome skizziert.

~ L L L L L y L L L L L L L
1 05 0 05 1 15 2 204 -02 0 02 04 06 08 1 12

f(z) =In(1 +z) und p1, ps, ps f(x) = H% und ps, pa, pe

Wir betonen noch einmal: Oft approximieren Taylorpolynome Funktionen, aber nur in der Néhe
des Entwicklungspunktes. Man schreibt dafiir auch:

=L f)
f(z) =~ ZF (x —20)" fiir 2 ~ xg
k=0
oder
- f(k) k n+1 ..
flz) = F(SU—SC()) + O((z —xo)"*")  fiir z &= g
k=0

Bemerkung: Die Notation a(z) = O(|x — w|*) fiir einen Ausdruck im Zusammenhang mit dem
Grenzwert x — xo bedeutet, dass es eine kleine Umgebung U = (z¢g — &, 20 + €) um x gibt und
eine Konstante ¢ > 0 mit

}a(x)} < clz —zo|f firallez € U.

Analog wird die Notation a(x) = o(|x — z|*) genutzt, wenn

lim 7(1@) =0
a0 |1 — X"

gilt. Diese Notationen werden Landau-Symbole genannt.
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6 Integralrechnung

6.1 Das Lebesgue Integral

In diesem Abschnitt stellen wir ein Konzept zur Definition des Integralbegriffs vor. Detaillierte
Beweise zu den Aussagen in diesem Abschnitt finden Sie im Bonusmaterial zum Kapitel 10 des

Lehrbuchs Mathematik, Arens, Hettlich, u.a.
Zunéchst definieren wir das Integral im Sinne des Flidcheninhalts unter dem Graphen einer stiick-

weise konstanten Funktion.

Definition 6.1 (a) Sei I ein beschrinktes Intervall mit Randpunkten a < b. Eine Funktion
¢ : I — R heifit Treppenfunktion, falls es Zahlen c; € R und eine Zerlegung a = x¢ <
) < Ty < --- < Tpq < Xy =b gibt mit (x) =c¢; firx € (xj_1,25), j=1,...,n

(b) Ist I unbeschrinkt, so heifit ¢ : I — R Treppenfunktion, wenn es ein beschrinktes Intervall
I C I gibt, so dass ¢|; eine Treppenfunktion ist und ¢ =0 auf I\ I gilt.
(c) Ist p : I — R Treppenfunktion auf einem Intervall mit Randpunkten a < b und ¢(z) = ¢; fir

x € (xj_1,;), so setzen wir

n

Jotaraa= [ o) dr = > e ().

j=1

wobei im unbeschrinkten Fall auch a = —oo bzw. b = oo genutzt wird.

Um den Integralbegriff auf eine moglichst grofle Klasse von Funktionen zu verallgemeinern, benoti-
gen wir den Begriff der Nullmenge. Wir verwenden die Notation |I| = |b — a| fiir die Lénge (das

Maf oder den Inhalt) eines beschrénkten Intervalls I = (a,b).

Definition 6.2 Fine Menge M C R heiffit Nullmenge, wenn es zu jedem € > 0 abzdihlbar viele
beschrinkte Intervalle J, CR, k=1,2,..., gibt mit

k=1

k=1

Wir sagen: Fine Aussage A(z) gilt fir fast alle x (oder fast tiberall, abgekiirzt f.i.), wenn die
Menge {x : A(x) gilt nicht} eine Nullmenge ist.

Bermerkung: Beachten Sie, dass mit abzéhlbar vielen Intervallen in der Definition auch endlich

viele Intervalle zugelassen sind.
{zy € R : k € N} ist eine

Beispiel: Jede Menge endlich oder abzdhlbar vieler Zahlen M =
, SO ist

Nullmenge; denn setzen wir Ji := [z, — 27571 ), + 22757 fiir k=1,2. ..

;\Jk\z Zik: kzik:% = €.
=1 — -0

DO M
N[
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Lemma 6.3 (Eigenschaften von Nullmengen)
(a) Jede Teilmenge einer Nullmenge ist wieder Nullmenge.
(b) Jede abzihlbare Vereinigung von Nullmengen, M =]~ M,, ist eine Nullmenge.

Beweis: Teil (a) ist offensichtlich, da eine Uberdeckung einer Menge durch Intervalle stets auch
eine Uberdeckung zu jeder beliebigen Teilmenge ist.

Zu (b): Sei ¢ > 0 vorgegeben. Zu
jeder Nullmenge M, wéhlen wir eine
Uberdeckung durch Intervalle Ji mit
> 2y [J7] < 57 Wir wollen diese Inter-
valle zdhlen. Mit Hilfe des Cantorschen
Diagonalverfahrens (s. Abbildung) las-
sen sich die Intervalle durch J, = Ji,
k=1,2,..., nummerieren mit

1
kzé(n+j—2)(n+j—1)+j,

was sich durch Induktion zeigen ldsst.
Insgesamt erhalten wir eine Uber-
deckung (Jy) fir k = 1,2,..., von M

mit

() oo 00 00 c
AR ARDIE
k=1 n=1 j=1 n=1

O

Insbesondere folgt aus dem Satz, dass Q C R eine Nullmenge ist, da wir die rationalen Zahlen mit
dem Diagonalverfahren abzéhlen konnen.

Wir wollen jetzt den Integralbegriff auf eine groflere Klasse von Funktionen dadurch ausdehnen,
dass wir Funktionen durch Treppenfunktionen approximieren. D.h., wir betrachten Funktionen f,
zu denen es eine Folge von Treppenfunktionen gibt, die gegen f konvergiert. Diesen Konvergenz-
begriff miissen wir erkléren.

Definition 6.4 Sei I ein Intervall und f, f, : I — R Funktionen fiir n € N. Wir sagen, dass die
Folge (f,) punktweise fast tiberall (pktw. f. i.) gegen f konvergiert, wenn die Menge M =
{z €l fu(x) » f(x)} der Punkte x, fir die f,(x) nicht gegen f(x) konvergiert, eine Nullmenge
ist. Die Folge heifst monoton fallend punktweise f.ii. konvergent gegen f, wenn auflerdem
falz) > fori(x) fiir alle n und fast alle x € I gilt.

Zunéchst ist mit einigem Aufwand eine grundlegende Eigenschaft zu zeigen. (Beweis: siehe Litera-
tur)
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Lemma 6.5 Sei (v,), eine Folge von nichtnegativen Treppenfunktionen auf [a,b], die punktweise
b

f-i. monoton fallend gegen Null konvergiert. Dann konvergiert die Integralfolge <f on(T) d:p) als

Zahlenfolge gegen Null. ’

Wir legen nun die passende Art der Konvergenz einer Folge von Treppenfunktionen fest.

Definition 6.6 Sei I C R ein (beschrdank-
tes oder unbeschranktes) Intervall. Die Menge
LT (I) sei definiert als die Menge aller Funktio-
nen f: I — R, mit folgenden Eigenschaften:

(a) Es gibt eine monoton wachsende Folge f
(¢n) von Treppenfunktionen (d.h. firn €
N ist pn(x) < @uii(z) fiir fast alle x € 0,
1), die gegen f fast iiberall punktweise
konvergiert (d.h. lim, .. ¢,(x) = f(x)

fi).

b) Die Folge der [ntegmle bQDn x)dxr ist
a
konvergent.

Die Abbildung rechts zeigt, wie wir uns die Approximation vorstellen kénnen. Dies fithrt uns
zunéchst auf folgende Definition einer Menge von Funktionen, fiir die wir die Integration erklaren
kénnen.

Satz und Definition 6.7 Seien f,g € LT (I) mit monoton approximierenden Folgen von Trep-
penfunktionen (¢, )y bzw. (Un)n, und es gelte die Ungleichung f(x) < g(z) fast iberall auf I. Dann

18t
b b

lim [ ¢p(x)der < lim [ 9¥,(x)dzx.
n—oo a n—oo a
So konnen wir das (Lebesquesche) Integral von f tiber I definieren durch

b b
/f(:p)dx = lim on(z) de .

n—oo a

Beweis: i) Zuniichst zeigen wir die Abschitzung. Wir halten m € N fest und untersuchen die
Folge von Treppenfunktionen ¢,, — 1,,. Die Differenz ist monoton fallend und konvergiert f.ii. mit
My, o0 [0m(2) — ()] = pm(z) — g(z) < f(z) — g(z) < 0 fiir fast alle 2 € I. Definiere nun

m(x) — Y (x fir o, (r) —Y,(z) >0
5n(aj):{w()@b() Pm() = Un(z) >

0 sonst
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Dann ist () eine Folge von nichtnegativen, monoton fallenden Treppenfunktionen mit lim,, ., &, =
0 f.ii., und wir erhalten die Abschéatzung

b b b
/%M—/%mg/@m

Mit dem Lemma 6.5 erhalten wir im Grenzfall n — oo

b b
/(pm(:v)da: < lim [ 9,(x)dx.

n—o0 a

Da dies fiir jedes m € N gilt, muss die Abschitzung auch fiir m — oo gelten, und der erste Teil
des Satzes ist bewiesen.

ii) Damit die Definition sinnvoll ist, miissen wir noch zeigen, dass lim,, ., fab ©n(x) dr unabhéngig
von der Wahl der Treppenfunktionsfolge ist. Dies folgt aber direkt aus dem ersten Teil; denn fiir
zwei Folgen (,,), (1,) mit derselben Grenzfunktion gilt die Ungleichung aus i) in beide Richtungen,
also Gleichheit. O

Offensichtlich gilt: f,g € LT(I), \>0= f+g,\f € L*T(I) und

/ab(f+g /fdx T / gda., /ab(Af)dx - A/abfd;p_

Es ist aber nicht unbedingt —f € L*(I). Also ist L™ (I) kein Vektorraum (s.u.). Einen Vektorraum
von Funktionen erhalten wir, wenn wir den von L*(I) aufgespannten Raum betrachten.

Definition 6.8 Sei I C R ein Intervall mit Endpunkten a und b. Die Menge

L(I) = L*(I) — L*(I) = {f Ji— f17f2€L+([)}

heifit Menge der Lebesgue integrierbaren Funktionen dber I. Fir f € L(I) setzen wir

/abf(:c)daz = /abfl(:c)daz - /abe(x)d:c

Fiir L(I) schreiben wir auch L(a,b) anstelle von L(|a,b]) oder L((a,b)) oder dhnliches fiir die
halboffenen Intervalle.

Die Definition ist von der Wahl von f; und f; unabhéngig, also wohldefiniert; denn mit f =
f1 fo=q1 — 92 folgt fi+ 92 = g1+ fo € LT(I) und wir kénnen Satz 6.7 anwenden. Also ist

f filz d:E+f g2(x d$—f g1(x d$+f fo(x) dx bzw.

/abfl(x)dx — /abe(x)d:p = /abg1($)dx _ /abgg(x)dx.
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Satz 6.9 (Eigenschaften)

(a) Fir f,g € L(I) und X\ € R gilt

/ab(f+g)d$=/abfdx+/abgd:c und /ab)\fdx:)\/abfd:c.

(b) Seice I = (a,b). Eine Funktion f ist auf I integrierbar genau dann, wenn f auf (a,c) und
(¢, b) integrierbar ist. In diesem Fall gilt

/abf(a:)d:c _ /:f(:c)d:c + /be(a:)d:c.

(c) f,g€ L(I) mit f(x) < g(x) fi. auf I impliziert fab f(x)dr < f:g(x) dx
Also gilt insbesondere: Sind f,g € L(I) und f(x) = g(x) f.i. auf I, so ist
fab f(x)dx = fabg(:c) dx.

(d) Definiere fiir beliebige Funktionen f und g die Funktionen |f|(z) = |f(z)],
max(f, g)(z) := max(f(z),g(x)) und min(f, g)(x) := min(f(z), g(x)).

Mit f,g € L(I) sind auch max(f, g), min(f, g) und |f| integrierbar und es gilt die Dreiecks-

ungleichung
b b
/ fdz| < / |f| dx.

(e) Ist f € L(I), f(x) >0 fii. auf I und f:f(x) dx =0, so folgt f(x) =0 f.i. auf I.

Beweis: (a) und (b) ergeben sich direkt aus der Definition.

(c)Sei f = fi—faund g = g1—go mit f1, f2,91,92 € LT(/) und f < g £.4i. Dann folgt f1+g2 < g1+ f>
f.ii. Der Satz 6.7 und die Linearitéit des Integrals liefern die Behauptung.

(d) Seien f,g € L*(I) und ¢,, ¥, zugehorige Folgen von Treppenfunktionen. Dann ist max(p,, ¢,,)
eine Treppenfunktion, die monoton und punktweise f.ii. gegen max(f, g) konvergiert. Wir definieren
On = pn — 1 und Y, = ¥, — 1, so dass @, 1, > 0 sind. Aus

b B b B b b
/maxm,wn)da: < /<¢n+wn>das < /(f—wl)daf n /<g—wl>dx

sehen wir, dass die Folge fab max (@, U, ) dx beschréinkt ist. Mit Teil (c) ist die Folge der Integrale

monoton wachsend. Also ist fab max (P, 1, ) dz konvergent, und es folgt max(f, g) € L*(I). Analog
zeigen wir dies fiir min(f, g). Daraus folgt |f| € L(I); denn es gibt eine Darstellung f = f; — f2
mit fi, fo € LT(I), und es gilt |f| = max(fi, fo) — min(f1, f2). Die Dreiecksungleichung ergibt sich
aus f <|f], —f <|f] und Teil (c).

Mit max(f, g) = %(f +g+|f —g|) und min(f, g) = %(f+g —|f — g]) folgt nun auch die Aussage
fiir allgemeine f,g € L(I).

(e): Mit der Zerlegung f = fi — fo mit f1,fo € LT(I) ist zu zeigen, dass aus f; < fo und
ff fi(z)der = ff fo(x) dx die Identitdt fi(z) = fo(z) fir fast alle z € I folgt.
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Seien (p,,) bzw. (1,,) monoton wachsende Folgen von Treppenfunktionen, die fast iiberall gegen f;
bzw. f» konvergieren. Wir definieren M, = {z € I : fi(z) < ¢m(z) — 7}. Dann gilt M = {z €
I: fi(z) < fa(z)} = Uﬁk:l M, i

Wir fithren die Annahme zum Widerspruch, dass M keine Nullmenge ist. Sei also M keine Null-
menge, dann existieren nach Lemma 6.3 Indizes mg, kg € N, so dass M, x, keine Nullmenge
ist. Also existiert ein ¢ > 0, so dass fiir jede Uberdeckung von Mo 1y durch Intervalle I, gilt
S | n| > e Seinun I, = {z € I : p,(x) < () — kl—o} Dann ist I,, eine Vereinigung von
Intervallen und M, x, C I,,. Also gilt insbesondere |I,,| > €. Aus den Eigenschaften (a),(b),(c) des
Integrals erhalten wir nun

/abcpn(x)dx = /Incpn(x)dx/\lncpn(x)dx

< /wmocc :c——u\+ f1(x) dz
In NI,

< fa(x )d$——|f |+ fa() d

NI

- /abe(x dx—— /f1 dx——

Da aber die linke Seite dieser Ungleichung fiir n — oo gegen f fi(x) dx strebt, ergibt sich ein
Widerspruch. a
Nach 6.9 (c) spielen Funktionswerte von f an diskreten Stellen bei der Integration keine Rolle. Wir

definieren ) ) b
/afdx — 0 und /bf(x)d:c - —/a () dx

wenn nach wie vor f auf [a,b] gegeben ist. Somit bleibt die Identitdt in (b) richtig, auch wenn
¢ & (a,b) ist, solange alle auftretenden Integrale existieren.

Fiir unsere Beispiele ist der folgende Satz wichtig.

Satz 6.10 Sei I C R ein kompaktes Intervall. Dann ist jede stetige Funktion f : I — R integrier-
bar.

Beweis: Wir konstruieren durch Intervallhalbierung eine monoton wachsende Folge von Trep-
penfunktionen, die gegen f konvergiert: Setze z]( "= q + (b —a), j=0,...,2" so gibt es zu

jedem z € [a,b) und n € N jeweils ein j € {1,...,2"} bzw. ein Intervall mit = € J = [ ](")1, ](n))
und wir definieren zu n € N die Treppenfunktion

pn(r) = min{f(z) 1z € E} .

Fiir x = b definieren wir noch ¢, (b) = f(b). Beachte, dass das Minimum existiert, da f stetig ist.
Bezeichnen wir mit 27 € J die Minimalstelle, so gilt

o(n)(z) = f(27) = f(x) n— o0

wegen der Stetigkeit von f. Also konvergiert dle Folge der Treppenfunktionen punktweise gegen f.
Aus der Monotonie und der Beschrianktheit f on(x) dr < maxgey f(2) (b — a) fir alle n € N

folgt die Konvergenz der Integrale fa ¢on(x)dx. Also ist f integrierbar. Es gilt sogar f € LT ([). O
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Beachte, dass mit der Eigenschaft (b) aus Satz 6.9 auch alle stiickweise stetigen Funktionen auf
jedem kompakten Intervall integrierbar sind.

Es werden in der Literatur weitere Integrationsbegriffe diskutiert. In der Schule wird {iblicherweise
das Riemann Integral eingefiihrt. Die Definitionen und einige mathematische Konsequenzen sind
unterschiedlich (z.B. gilt die Eigenschaft (d) von Satz 6.9 i.a. nicht bei Riemann Integralen). Das
hier eingefiihrte Lebesguesche Integral ist aber in den Anwendungen (Fourierreihen, Differential-
und Integralgleichungen) der wichtigere Begriff. In dem néchsten Abschnitt werden wir sehen, dass
die Techniken, die aus der Schule evtl. schon bekannt sind, giiltig sind.

Beispiel 6.11 Betrachte f(z) = x auf dem Intervall (0,b). Dann ist durch

) -1
gpn(:p):;—nb fﬁer(jz b, ;nb>, j=1,...,2",

eine Folge von monoton wachsende Treppenfunktionen auf I gegeben, die wegen
lon(x) — x| < b/2" gegen f konvergiert. Wir erhalten das Integral

b 2" —1

' . @212\ 1,
/0 vdv=lm | on(e Wff‘&ﬂ&% ZJ—,};I&O (g—f) —3”

6.2 Die Stammfunktion

Wir beginnen mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung.

Satz 6.12 (Mittelwertsatz der Integralrechnung)

Es sei [ stetig auf [a,b], g : [a,b] = R integrierbar und g(x) > 0 fiir fast alle x. Es sei auch fg
integrierbar. Dann gibt es ein z € [a,b] mit

[wewa = 1) [ o i,

Beweis: Da f auf dem kompakten Intervall [a,b] stetig ist, existieren die Minimalstelle z und
Maximalstelle T von f. Setze m := f(x) = min,<,<, f(z) und M := f(T) = max,<,<p f(r). Wegen
g(x) >0 f.i. gilt

myg(z) < f(x)glzr) < Mg(x) fir fast alle x € [a,b)] .

Aus Teil (c) von Satz 6.9 folgt

/ dx</f dx<M/

1. Fall: fabg(x) dxr = 0. Dann folgt aus dieser Ungleichung, dass auch fab f(z) g(x)dx = 0 ist. Die
Behauptung gilt in diesem Fall fiir jedes z € [a, b].

2. Fall: f; g(x)dr > 0. Dann konnen wir dividieren und erhalten

ffg
S} g(x)d
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Da f stetig ist, liefert der Zwischenwertsatz die Existenz von z € [a, b] mit

NCrers
f; g(z)dz

Spezialfall: Mit g(z) = 1 erhalten wir zu jeder stetigen Funktion f die Existenz eines z € [a, 0]
mit

O

f(2)

[ rwar = 56 [ = 1200,

Dieser Spezialfall fithrt uns nun auf den ersten Hauptsatz iiber den Zusammenhang zwischen
Differential- und Integralrechnung.

Satz 6.13 (Erster Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Ist f :[a,b] — R stetig, so ist die Funktion

F(z) = /mf(t)dt, x € [a,b], (6.1)

in jedem Punkt xo € (a,b) differenzierbar und es gilt F'(x¢) = f(xo).

Beweis: Sei x € (a,b) mit x # xy. Mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung (Spezialfall g = 1)
erhalten wir

Flz) = Flzo) _ x_lxo [/jf(t)dt—/jof(t)dt] S /g:f(t)dt = f2),

T — 2o T — 2o

wobei z zwischen xy und x liegt, also |z — xg| < |x — xo|. Daher konvergiert fir z — zy auch z
gegen xy. Wegen der Stetigkeit von f konvergiert f(z) gegen f(zo), also

lim L@ = F@) ey o
T—x0 T — Xg

Wir betonen, dass durch (6.1) eine Funktion F' : [a,b] — R definiert ist. Die obere Grenze des
Integrals iiber f ist x, und dies ist das Argument der Funktion F'. Da der Buchstabe x also fiir
die obere Grenze benutzt wird, miissen wir fiir die Integrationsvariable einen anderen Buchstaben
nehmen, z.B. t. Vielleicht erkennen Sie die Analogie zu Folgen und Reihen, bzw. Partialsummen: Ist
(ay) eine Folge, so ist s, = > ;_, aj, die n—te Partialsumme. Hier ist der Index n der Folge (s,,) also
die obere Summationsgrenze der Summe iiber die a;. Auch hier muss man fiir den Summationsindex
einen anderen Buchstaben als n nehmen.

Definition 6.14 (Stammfunktion)

Sei f eine auf einem Intervall I definierte Funktion. Jede in I differenzierbare Funktion F mait
F'= f in I heifft Stammfunktion von f.

Die Funktion F' in Satz 6.13 ist also eine Stammfunktion von f und wir kénnen schreiben
[ g0 = g@). wer
— = f(x x :
dx J, ’
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Der Hauptsatz besagt, dass die Existenz von Stammfunktionen wenigstens fiir stetige Funktionen
f gesichert ist. Stammfunktionen F' von f sind bis auf additive Konstanten eindeutig bestimmt.

Lemma 6.15 Es seien | und F» Stammfunktionen von f. Dann ist Fy — F5 konstant.

Beweis: Sei I’ := F} — F». Aus der Definition der Stammfunktion folgt F' = F| — Fj = f— f = 0.
Aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung (genauer: Lemma 5.25) folgt, dass F' konstant
ist. a

Ist also F' eine Stammfunktion von f auf I, so sind alle Stammfunktionen von der Form
F(z) = F(z) + ¢, x € I, mit einer beliebigen Konstante ¢ € R.

Bezeichnung: Die Stammfunktion von f bezeichnen wir mit

/f(:p)dx, also ist (/f(x)dx), = f.

Eigentlich steht das Symbol [ f(z)dz fiir die ganze Klasse der Stammfunktionen, die sich wegen
des letzten Lemmas aber nur um Konstanten unterscheiden. Das Symbol [ f(z) dz bezeichnet also
die inverse Operation zur Ableitung. Man nennt es unbestimmtes Integral im Gegensatz zu dem
bestimmten Integral f; f(z) dz. Der englische Begriff , anti-derivative“ fiir die Stammfunktion
suggeriert deutlicher, dass es sich um die Umkehrung der Ableitung (,,derivative*) handelt.

Das wichtigste Mittel zur konkreten Berechnung von Integralen elementarer Funktionen ist der
folgende zweite Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung — ein Hohepunkt der
eindimensionalen Analysis.

Satz 6.16 (Zweiter Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Sei F : [a,b] — R stetig, auf (a,b) stetig differenzierbar und F' integrierbar, d.h. F' € L(a,b).
Dann gilt

/F’(x)dx = F({b) — F(a) = F(x)

a

Beweis: Sei a € (a,b). Nach dem ersten Hauptsatz ist die Abbildung z — [ F'(t) d¢ fiir 2 € (a,b)
eine Stammfunktion zu F’. Auflerdem ist natiirlich F' selbst eine Stammfunktion von F’. Also
existiert nach Lemma 6.15 eine Darstellung F(z) = ¢+ [ F'(t) dt. Durch Einsetzen von 2 = o
erhalten wir F'(a) = ¢ und insgesamt

/m F#)dt = F(z)— Fla)

fiir alle a < 2 < b.

Nun zeigen wir noch den Grenzfall @« — a. (Der Grenziibergang = — b ergibt sich analog.) Da die
rechte Seite der Gleichung stetig auf [a, b] ist, geniigt es zu zeigen, dass

lim [ F'(t)dt = / F'(t)dt

a—a a
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gilt. Da F” integrierbar ist, gilt F' = f; — fo mit fi, fo € L™ (a,b). Wir miissen die Konvergenz also
nur fiir Elemente in L*(a,b) beweisen. Sei f € L*(a,b). Weiter konnen wir ohne Einschrankung
annehmen, dass f > 0 gilt (ansonsten betrachte f — ¢1). Sei (a,) eine monoton fallende Folge in
(@, b) mit o, — a fiir m — oo. Dann folgt die Monotonie

/fdtg/ fdt+/ fdt:/ Fat.
Qm, Qam Am+1 Am+1

>0

Da f;m f dt durch fam f dt beschréankt ist fiir alle m € N, ergibt sich die Konvergenz

/fdt—>cER mit c§/fdt.

Sei nun (y,) eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen, die gegen f f.ii. konvergiert.
Bei festem n € N und ¢,, :== max(¢p,,) auf dem Intervall (a, a,,) folgt

/@ndt :/ @ndt+/ Oy dt §/ on dt + cp(ay, — a).

Fiir eine Folge m(n), die monoton wéchst, erhalten wir

T T T 1 T
/ fdt = lim Ypdt < lim ( / ©n dt + —) = lim ©n dt
a n—o00 a n—o00 a n n—o0

< lim fdt:CS/fdta

n—oo

Fm(n)

wobei m(n) so zu wihlen ist, dass (u,m) — a)c, < 1/n. Also gilt Gleichheit und insgesamt haben
wir die Behauptung gezeigt. a

Bemerkung: Zu beachten ist, dass die Aussage nicht fiir jede differenzierbare Funktion F' gilt.
Die Existenz des Integrals muss vorausgesetzt werden.

Beispiele 6.17 (a) Es sei f(z) = e ®. Dann ist f = F' mit F'(z) = —e~* und daher

b
_ b _ _
/e”ﬁdx:—ex‘ = e %—¢e?,
a

a

(b) Zur Berechnung des Flicheninhalts des halben Vollkreises mit Radius a > 0 setzen wir f(x) =
Va? — 2%, —a < x < a. Es sei F' gegeben (vom Himmel gefallen!) durch
2
F(z) = gvcﬂ —z2 4+ % arcsinz, r € [—a,al.

a

Mit Produkt- und Kettenregel zeigen wir F'(x) = f(x) fir alle z € (—a,a). AuBerdem ist F' auf
[—a, a] stetig. Daher folgt nach dem 2. Hauptsatz

a 2
/ Va? —22de = F(z)|" = 2 g\/CLQ—CL2 - %arcsing = Ta2.
—a a a
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Aus den Hauptsitzen ergeben sich nun mit den bekannten Ableitungen viele Stammfunktionen.
Insbesondere liefern Ketten- und Produktregel auch Integrationstechniken.

Satz 6.18 (Partielle Integration)

Es seien f und g auf |a,b] stetig und im Innern (a,b) stetig differenzierbar. Auferdem seien f'g
und ¢’ [ integrierbar. Dann gilt

b b b
[ r@a@ds = f@o@ - [ f@)g@ .

Beweis: Die Produktregel der Differentiation lautet

(f@)g(x)) = f'(2)g(x) + fla)g ().

Also folgt die Behauptung aus dem zweiten Hauptsatz, da die Voraussetzung die Integrierbarkeit
von (fg) impliziert. O

Die Produktregel besagt, dass fg eine Stammfunktion der rechten Seite der Gleichung im Beweis
ist, also die Summe der einzelnen Stammfunktionen plus einer beliebigen Konstanten C. Fiir das
unbestimmte Integral gilt somit

/fmaww:fwm@—/ﬂ@ﬂwm+c,

wenn f und g differenzierbar sind und sowohl f’g als auch ¢’ f Stammfunktionen besitzen.
Beispiele 6.19 (a) Es ist das bestimmte Integral

w/4
/ x sin x dx
0

mit Hilfe partieller Integration zu berechnen. Hier sollten wir setzen (weshalb?)

f'(z) = sinx und g¢g(z) = x.

Dann ist ¢’(z) = 1 und wir kénnen f(x) = — cosx nehmen. Also ist
w/4 m/4
. w/4
/ rsinxdr = —[3: cosa:”o + / cosx dx
0 0
= — E cos% -0 COSO] + sinx‘g/A‘
m m e m 1 (1 7r>
= —— cos— sin— = — (1——).
4 4 4 V2 4
Genauso erhélt man unter Fortlassung der Integrationskonstanten
/x sinxdr = —x cosz + /COSZL‘dl‘ = —xrcosr + sinz.
(b) Die Stammfunktion zu Inz ergibt sich aus
1
/ln:cdx: 1 lnxd:c:xlnx—/x—da::xlnx—x.
R g
=f =g



Eine weitere Anwendung des zweiten Hauptsatzes liefert uns eine andere Darstellung des Restglie-
des beim Taylorpolynom.

Beispiel 6.20 Sei f eine Funktion, die in einer Umgebung eines Punktes xy n + 1-mal differen-
zierbar ist. Mit dem zweiten Hauptsatz und partieller Integration folgt

f(@) = flzg) = / () dt
= /\1,, [ dt = (t—x) f6) 7 - /x(t_@f”(t)dt

w (t) v(vt) zo

= (2 =) f'(x0) + /x(:c —t) f/(t)dt.

Zo

Nochmalige partielle Integration fiithrt auf

[eonrma = —je-vrrw| s g [ @nroa
u! (t) v(t)
= Gl ) + g [@vrr
also ist
1 2 el 1 * 2 pm
1) = 1) + @) a0 + G -2 )| + 5 @02 r0a

Durch vollsténdige Induktion kénnen wir nun weiter die folgende Darstellung des Restgliedes be-
weisen:

R(o) = = [ "o — o FO () dt.

Zo

Satz 6.21 (Substitutionsregeln)

Auf dem Intervall I mit Grenzen a < b sei eine Funktion f gegeben, die eine Stammfunktion besitze.
Ferner sei x : [a, ] — I eine differenzierbare Funktion (d.h. eine Substitution). Dann gilt

/:(B) f(x)dr = /j Fz(u)) 2 (u) du.

()

Insbesondere existiert das Integral auf der rechten Seite.

Beweis: Sei F' eine Stammfunktion von f. Die Kettenregel liefert in I:

%F(aﬁ(u» = F'(z(u) 2'(u) = f(z(u)'(u),

und nach zweimaliger Anwendung des zweiten Hauptsatzes folgt hieraus

B B
/ fz(u) ' (u) du = / %F(x(u)) du = F(z(8)) — F(z(a))

z(B) z(B)
= / F'(z)dx = / f(z)dx.
z(a) z(a)
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O

Mit Substitution ist hier nichts anderes gemeint, als eine Abbildung, die wir in Ubereinstimmung
mit allen Anwendern ebenfalls mit = bezeichnen. (Dadurch wird die unabhéngige Variable = zu
einer von u abhéngigen Variablen.) Mit der Benutzung des Differentialquotienten hat die Sub-
stitutionsregel die folgende einpriagsame Form:

/:(B)f(a:) o /jf(ﬂU(U)) dxdgbU) du — /j f(gj);l—xdu.

(a) u

Notieren wir noch die Substitution fiir unbestimmte Integrale: f habe auf dem beschrankten
Intervall I eine Stammfunktion, und x : J — I sei eine auf dem beschrankten Intervall J differen-
zierbare und streng monotone Substitution mit Bild /. Ist dann « : I — J ihre Umkehrfunktion,
so gilt die Substitutionsregel

[ @ = [ Fatw) ') du

+ C, zel.

u=u(x)

Der Ausdruck rechts ist die Stammfunktion der Funktion u +— f(z(u))#'(u), in die dann wieder
die Umkehrfunktion u = u(z) eingesetzt wird.

Beispiele 6.22 (a) Wir greifen das Beispiel von oben auf:
/ va? — 2?2 dx

und substituieren z(u) = acosu. Wegen z(0) = a und z(r) = —a und 2'(u) = —asinu ist
z:[0,7] = [—a,a] und

a z(0) 0
/ Va2 —x2dx = Va2 —x2dr = —a/ Va2 — a?cos?u sinu du
—a z(m) T
= a2/ vV1—rcos?usinudu = a2/ sin? u du
0 0
2 pr 2 1 ™ 2
= a_/ [1— cos(2u)] du = A PP sin(2u) || = an :
2 Jo 2 2 0 2

und dies stimmt mit dem fritheren Ergebnis iiberein.

(b) Wir wollen genauso das unbestimmte Integral, also die Stammfunktion von f(z) = va? — 2?2 er-
mitteln. Die Substitution z(u) = acosu, u € [0, 7], ist streng monoton fallend mit Umkehrfunktion
u(z) = arccos(z/a), x € [—a,a]. Daher ist

/\/(ZQ—ZL‘Qde‘ = —a/\/aZ—aQCOSQU sinu du
o2
= —a2/sin2udu = —3/[1 — cos(2u)] du

2 1 2
— —% {u — isin(Qu)} = %(sinu cosu — u)
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fiir u = arccos(x/a). Schreiben wir sinu = /1 — cos>u = /1 —22/a®> = 1v/a®> — 22, so erhalten

WIr

2
1
/\/@2—x2d3: = = % TV - arccos(z/a)

a a
2

va? —x? — % arccos(z/a) .

N R

Dies stimmt nicht mit der Stammfunktion von Beispiel 6.17, (b) iiberein, sondern unterscheidet
sich um den Term % [arccos(z/a) + arcsin(z/a)]. Wie wird dieser scheinbare Widerspruch aufge-

klart? Ganz einfach, denn die Differenz ist konstant: Sei ¢ € [0, 7]. Dann ist ¢ —7/2 € [—7/2, /2]

und sin(¢ — 7/2) = — cos ¢ nach dem Additionstheorem. Der Sinus und der Arkussinus als Um-
kehrfunktion sind definiert auf sin : [—7/2,7/2] <> [—1,41] : arcsin und analog cos : [0, 7] <
[—1,+1] : arccos. Also ist ¢ — 7/2 = arcsin(— cosp) = — arcsin(cos ¢) und ¢ = arccos(cos ¢).

Setzt man ¢ = cosp, so erhélt man hieraus arccost = 7/2 — arcsint fiir ¢t € [—1,+1]. Also ist
arccost + arcsint = /2, also konstant.

Benutzt man in diesem Beispiel die Substitution z(u) = asinu, v € [—7/2,7/2], so erhilt man
genau die Stammfunktion von Beispiel 6.17.

Zum Abschluss des Abschnittes listen wir noch einige grundlegende Stammfunktionen auf, verwei-
sen aber auf die Literatur fiir ihre Herleitung. Sie finden die Liste am Ende des Skripts auf Seite
112.

6.3 Einfache Differentialgleichungen

Im folgenden sei I C R stets ein Intervall und xy € I sowie uy € R. Wir kénnen das Integrieren
auch als Losen einer Gleichung

u'(z) = flx), wzel,

auffassen. Die allgemeine Losung ist dann u(x) = fgi f(t) dt + c. Die Konstante ¢ € R ist zunéchst
beliebig und wird durch eine Anfangsbedingung etwa u(zg) = ug zu gegebenen Werten xy und wg
eindeutig festgelegt. Dies ist der einfachste Fall einer Differentialgleichung, d.h. einer Beziehung
zwischen einer Funktion und ihren Ableitungen. Wir haben schon als ein weiteres Beispiel das
exponentielle Wachstum, beschrieben durch die Differentialgleichung v’ = ru, kennengelernt (s.
Kapitel 5). Da das Losen einer Differentialgleichung auf das Integrieren hinauslduft, sagt man auch
(insbesondere in der dlteren Literatur), dass man eine Differentialgleichung ,integriert statt 16st.

Beispiele 6.23
(a) Pendelschwingung;:

Sei ¢ die Lange des Pendels, m die Masse, ¢(t) der Winkel der Auslenkung gegeniiber der Vertikalen
zur Zeit t, und sei g die Erdbeschleunigung. Das Newtonsche Bewegungsgesetz besagt: m ¢ ¢(t) =
— R = Riickstellkraft, diese ist: R = mgsin ¢(t). Also erhélt man:

B(t) + %singo(t) ~ 0.

Dies ist eine nichtlineare Differentialgleichung 2. Ordnung fiir ¢. Fiir kleine Winkel ist
sin p(t) =~ ¢(t), dann erhélt man die linearisierte Pendelgleichung

B(t) + Jelt) = 0.
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Man erstelle selbst eine Skizze zu dieser Situation. Wir werden spéter noch sehen, dass alle Losungen
dieser Differentialgleichung durch

o(t) = acoswt + bsinwt

gegeben sind mit Frequenz w = 1/¢/¢ und beliebigen Konstanten a,b € R . Beachte, dass wir mit
der komplexen Exponentialfunktion auch

QO(t) — )\eiwt + ,ue—iwt

a+ib
2

schreiben kénnen, wenn A\ = 45

b und p = gesetzt werden (diese sind jetzt komplex).

(b) Elektrischer Schwingkreis:

Der Widerstand sei R, der Kondensator habe die Kapazitdt C' und die Spule die Induktivitat L.
Eine duflere Spannung U, (t) werde angelegt. Wie sieht die Stromstérke I(t) aus?

Am Widerstand besagt das Ohmsche Gesetz:

Ur(t) = RI(t) Uitt) o
Am Kondensator gilt: I(t) = C Ug(t),

An der Spule gilt: Up(t) = L1(t),

Spannungsbilanz: Uy (t)+Uc(t)+Ug(t) = U,(%), c

Hieraus erhilt man:

Uy(1)

.. . 1 .
LI(t) + RI(t) + = I(t) = U,(t).
C Um U

Dies ist eine lineare, inhomogene Differentialgleichung 2. Ordnung fiir / mit konstanten
Koeffizienten, aber zeitabhédngiger Inhomogenitdat U,. Wenn die duflere Spannung ausgeschaltet
wird, also U,(t) = 0 ist, kénnen wir wieder versuchen mit einem Ansatz I(t) = e*, wobei wir A € C
zulassen, eine Losung zu finden. Es ergibt sich

Wir erhalten Losungen der Differentialgleichung aus den Nullstellen des Polynoms p(\).

In diesem Abschnitt betrachten wir nur Differentialgleichungen erster Ordnung (d.h. nur die
Funktion und ihre erste Ableitung tauchen in der Gleichung auf), die wir in der folgenden Form
schreiben:

u'(x) = f(x,u(:p)), xel,

wobei I C R ein Intervall (offen, abgeschlossen, halboffen, beschrinkt oder unbeschrénkt) sei.
Gegeben sei die Funktion f : I x R — R von zwei Variablen und gesucht ist eine Funktion
u : I — R, die die Differentialgleichung 16st. Oft ist noch zusétzlich zur Differentialgleichung
eine Anfangsbedingung u(z) = up gegeben. Gegeben sei also ein Punkt xy € I und eine Zahl
uo € R, und gesucht ist eine Losung u der Differentialgleichung, die zusétzlich u(zg) = g erfiillt.
Wir werden sehen, unter welchen Bedingungen dies verniinftig ist. In diesem Abschnitt wollen wir
Methoden besprechen, um einige Typen von Differentialgleichungen 16sen zu kénnen.
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(A) Separable Differentialgleichung haben die Gestalt

u'(x) = g(x)h(u(z)), zel.

mit Funktionen g,h. Hier ist also f(z,u) = g(x)h(u). Die Funktion h habe auf dem Wertebereich von
u keine Nullstellen. (Diesen Wertebereich kennen wir natiirlich noch nicht, deshalb ist das folgende
nur ,formal“ zu verstehen, d.h. ohne mathematische Rechtfertigung.) Die Differentialgleichung

()

ist dquivalent zu: gEies = g(z). Fir die Stammfunktion H(z) := fﬁdz von 1/h (auf dem

Wertebereich von u) folgt

%H(u(az)) = H'(u(x))u'(z) = g(z), also H(u(z)) = /xg(t)dt + c.

o
Wir erhalten u, indem wir die (existierende!) Umkehrfunktion von H benutzen.
Beispiel 6.24
u'(z) = zu(z)? Hier ist g(x) = x und h(u) = u?. Die Differentialgleichung ist dquivalent zu

/ 1 1 1
u (SL’) = x, also zu — i— = x, dh. — = ——ZL'2 +c.
dz u(x) u(z) 2

Also ist u(z) = [¢ — a?/ 2]71 mit ¢ € R beliebig. Wir erkennen, dass die Losung Singularitéten
hat, falls ¢ > 0 ist. Sei zusétzlich eine Anfangsbedingung gegeben, etwa u(0) = ug # 0. Dann ist
¢ = 1/ug. Ist up < 0, so hat die Losung

2’&0
u(z) = ——2
2—upx

keine Singularitéten. Ist dagegen ug > 0, so tritt bei x = £/2/ug eine Singularitéit auf.

Bei diesem Beispiel haben wir gesehen, dass eine Losung oft nur ,lokal um xy* existiert, obwohl
alle Daten des Problems glatt sind. Wir werden im néchsten Semester Bedingungen an f angeben,
die uns die Existenz in einem vorher bekannten Intervall sichern.

Als Spezialfall von diesem Typ der Differentialgleichung mit getrennten Variablen erhalten wir die
autonome Differentialgleichung

Ist ug Nullstelle von h, so ist die konstante Funktion u(z) = wuy Losung der Differentialgleichung
und heiflt stationire Losung.

Beispiele 6.25 (a) v/(z) = 1+ u(z)?, also v/(z)/(1 + u(x)?) = 1, also - arctanu(z) = 1, d.h.
arctan u(x) = = + ¢, also u(x) = tan(z + ¢). Auch hier hat die Losung Singularitéten.
(b) (Pendelschwingung, s.o.)

B(t) + %singp(t) = 0.

Als Anfangsbedingung haben wir ¢(0) = ¢o, ©(0) = ¢;. Die Differentialgleichung ist autonom,
allerdings von zweiter Ordnung. Wir benutzen folgenden Trick, um sie auf eine autonome Differen-
tialgleichung erster Ordnung zu reduzieren: Wir multiplizieren die Differentialgleichung mit ()
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(unter der Voraussetzung, dass ¢(t) nicht konstant 0 ist, also ¢ nicht konstant ist). Dann erhalten
Wir:

2 e?) — L feos ()] = o

also p(t) = 279 cos p(t) + ¢ fiir eine Konstante ¢ € R. Aus den Anfangsbedingungen folgt ¢ =

0 — 279 cos . Damit ergibt sich eine autonome Differentialgleichung erster Ordnung

. 29
o(t) = \/7 [cos @(t) — cos o] + ¢?
mit Anfangsbedingung ¢(0) = ¢g. Schreibt man diese Differentialgleichung um in

o(1) |2

V/cos p(t) — cos gg + a2 4

1
\/COS (p—cos po+a?
nen kann man nicht geschlossen angeben (sie hingen mit den sogenannten ,elliptischen* Integralen

zusammen). Daher 148t sich die Differentialgleichung fiir die Pendelschwingung nicht geschlossen
16sen.

zu finden. Diese Stammfunktio-

mit a = 1 4 /%, so ist die Stammfunktion von ¢ +—

Ein weiterer Spezialfall ist die lineare homogene Differentialgleichung

u(z) = a(x)u(x), =€l

Als erstes bemerken wir, dass Summe und Vielfaches einer Losung dieser Differentialgleichung
wieder Losungen dieser Differentialgleichung sind (Superpositionsprinzip). In anderen Worten: Die
Losungsmenge bildet einen Vektorraum. Schreiben wir die Differentialgleichung um in % Inu(z) =
a(x), so erhalten wir als Losung

u(x) = cet®, zel,

wobei ¢ € R eine beliebige Konstante ist und A eine Stammfunktion von a (also A" = a).

Satz 6.26

Sei I C R ein Intervall, v € I und a : I — R stetig. Dann sind alle Lisungen von u'(x) =
a(x)u(z), © € I, gegeben durch

u(z) = cexp(/m:a(t)dt), vel

Die Konstante ¢ € R ist durch die Anfangsbedingung u(zg) = ¢ festgelegt.

Beweis: Es ist klar, dass die angegebene Funktion Losung der Differentialgleichung ist. Sei nun
umgekehrt u Losung der Differentialgleichung. Setze A(x) = f;} a(t)dt, z € I, und multipliziere

die Differentialgleichung mit exp(—A(z)). Dies ergibt:

d
0 = (@) e 4 —a(e)ulrle M = L (ulr)e )
x
Also ist u(z) exp(—A(z)) konstant, und dies ist die Behauptung. O
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(B) Die inhomogene lineare Differentialgleichung 1. Ordnung

u(z) = a(x)u(x) + b(z), zel.

Wie wir soeben gesehen haben, wird die homogene Differentialgleichung, also der Fall b = 0, durch
u(x) = c exp(A(z)) mit beliebiger Konstante ¢ gelést. Wir suchen eine Lésung der inhomogenen
Differentialgleichung mit der Methode der Variation der Konstanten. Diese besteht darin, als
Ansatz u(x) = ¢(x) exp A(z) mit einer Funktion ¢ = ¢(z) statt einer Konstanten ¢ zu wéhlen. Mit
der Produktformel ausdifferenziert und in die Differentialgleichung eingesetzt ergibt sich: ¢(z) =
[ b(t) exp(—A(t)) dt. Damit haben wir eine Losung

u(z) = eA(x)/ b(t) e Ddt, zel,
zo

gefunden. Hier ist wieder xy € I beliebig und A eine Stammfunktion von a. Durch Einsetzen in die
Differentialgleichung priift man wieder nach, dass dies eine Losung ist. Die allgemeine Lésung
der inhomogenen Differentialgleichung setzt sich additiv zusammen aus irgendeiner Losung der in-
homogenen Differentialgleichung und der allgemeinen Losung der homogenen Differentialgleichung,
also allgemein
u(z) = @ / b(t) e 2Wdt + e zel,
zo

mit einer beliebigen Konstanten ¢ € R. Hat man die Anfangsbedingung u(zq) = ug gegeben, so ist
¢ = exp(—A(zo)) uo.

(C) Als letztes betrachten wir die Bernoullische Differentialgleichung
W(2) = pua) + g@u@r, vel,

wobei p,q : I — R stetige Funktionen seien und uy > 0 sei. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit
sei @ # 0 und a # 1 (weshalb?). Der Ansatz u(z) = v(x)* mit einer Funktion v und einer Zahl
A € R fiihrt auf

M () = pla)o(e) + q(z)o()**
Bestimme jetzt A so, dass A — A+ 1 = 0, also A = 1/(1 — «). Dies liefert den Ansatz u(x) =
v(x)Y(=*) und fiihrt auf die lineare Differentialgleichung

V(z) = (1—a)px)v(z) + (1—a)q(z), zel,

mit der Anfangsbedingung v(wo) = ug~®. Man beachte, dass die Lésung v dieser linearen Differen-
tialgleichung nur dann eine Losung u = v/~ liefert, falls v(z) > 0 ist!

Beispiel 6.27
Gesucht ist die Losung der Anfangswertaufgabe

mit Anfangsbedingung u(1) = 1. Hier ist @« = —1, also machen wir den Ansatz u = /v. Dies
fithrt auf die lineare, inhomogene Differentialgleichung v'(z) = 2v(z)/x + 2z, > 0, mit der
Anfangsbedingung v(1) = 1. Die zugehorige homogene Gleichung ist v'(x) = 2v(z)/x und wird
gelost durch v(z) = cz?. (Wie kommt man darauf?) Die inhomogene Differentialgleichung 16st
man durch die Methode der Variation der Konstanten, macht also den Ansatz v(z) = c(z)z?. Dies
fithrt schliefllich auf die Losung der Differentialgleichung fiir v mit der Anfangsbedingung v(1) =1
in der Form v(z) = 2*(2Inz + 1) (Kontrolle!). Wegen der Bedingung v > 0 muf} = eingeschréinkt

werden auf 2Ilnz 41 > 0, also # > e~'/2. Daher ist die Losung v der Bernoullischen Gleichung mit

der Anfangsbedingung u(1) = 1 gegeben durch u(z) = xv/2Inx + 1, z > e /2,
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6.4 Partialbruchzerlegung

In diesem Abschnitt wollen wir systematisch die Stammfunktionen von rationalen Funktionen
konstruieren. Zu integrieren sind also Funktionen der Form: f(z) = p(z)/q(x), wobei p und ¢
Polynome sind.

Beispiel 6.28 Wir betrachten das Beispiel
xt + 222 + 1

Zunéchst fithren wir eine Polynomdivision durch, sodass der Grad des Ziahlerpolynoms kleiner
als der Grad des Nennerpolynoms ist. Im Beispiel ist dies:

(2t + 222 + 1) : (2 + 2 — 1) = 22 — z + 4+ Rest
2 4+ 2 - 2P
—x% 4+ 32* + 1
- 2 + x
4% — x + 1
4% + 4r — 4
-5z 4+ b

Also haben wir die Darstellung

2 r—1 p(z)
) = @—-24+4) — b7 = 1) + —/=.

fl) = ( ) = s = ) + B2
Die Stammfunktion des Polynoms r(z) = 2% — 2 + 4 kennen wir, [r(z)de = s2% — 127 + 4z +c.
Wir miissen also nur noch den Rest p(z)/q(x) betrachten.
Die Nullstellen des Nennerpolynoms, ¢(z) = 22 +x—1 sind 215 := —1(1£V/5) also ist 2 +z—1 =
(x —x1) (T — 22) .
Jetzt versuchen wir eine Partialbruchzerlegung, d.h. den Ansatz

x—1 x—1 A B (A+ B)x — Axy — By

24r—1 (r—z)(v—20) T—1y T — Tg (x —x1) (T — 22)

Ein Koeffizientenvergleich im Zahler liefert A + B = 1 und Axy + Bxy; = 1. Aus diesem linearen
Gleichungssystem lassen sich A und B bestimmen.

Wegen w1 # x5 geht dies auch einfacher: Multiplikation der Gleichung mit = — x; erlaubt es, die
Stelle x = x; einzusetzen, und wir erhalten

1'1—1 1 3
A = = - + —.
1 — T2 2 2\/5

Analog folgt nach Multiplikation mit z — x5 und Einsetzen von z = z»,

1’2—1 1 3
B = = - — —.
T2 — X1 2 25

Nun koénnen wir die auftretenden Summanden integrieren.

—1 1 1
/xidx:A/ dx +B/ de = Aln|zx —z;| + Bln|x — xs
224+x—1 T — T T — T

fir x ¢ {z1, 25} . O

102



Dieses Beispiel lasst sich allgemein auf die Integration von rationalen Funktionen der Form f(z) =
p(z)
q()
Partialbruchzerlegung:

iibertragen, wobei wir voraussetzen, dass p und ¢ Polynome mit reellen Koeffizienten sind.

1. Schritt: Gegebenenfalls mit einer Polynomdivision erreichen wir stets eine Darstellung

mit Polynomen g und p, wobei der Grad von p kleiner ist als der Grad von q. Da g sich problemlos
integrieren lasst, betrachten wir im Folgenden den Quotienten p/q .

2. Schritt: Es ist das Nennerpolynom zu faktorisieren. Also miissen die Nullstellen von ¢ bestimmt
werden. Eine vollstindige Faktorisierung in lineare Terme ist aber nur in C moglich, d.h. ¢(x) =

M

c[I(x—z)% mit c #0und z; € C, j = 1,..., M mit Zj]vilk:j = n, wenn n den Grad von ¢
j=1

bezeichnet.

Da q reelle Koeffizienten besitzt, gilt aber fiir eine Nullstelle z

o) = g% =>4z =q(z) =0.
=0 =0

Also ist Zg auch Nullstelle von ¢ und die beiden entsprechenden Faktoren lassen sich durch (z —
20)(z — Zo) = 7* — 2Re(29)  + |20|? zu einem quadratischen Faktor mit reellen Koeffizienten zu-
sammenfassen. Wenn wir alle komplexen Nullstellen so behandeln, erhalten wir eine Darstellung

(z° + ayx + ;)"

K L
=1

(@) = e [[@=a)" ]

Jj=1 J

K L
mit ¢, z;, o, B; € R, oz?—élﬁj <Ound Y k;+2> 1 =n.
, p=1

7=1
3.Schritt: Nun werden im folgenden Ansatz

iz) _ -~ (_An Ap o A
q(z) 2 ($—%‘ - (x —z;)? et ($—$j)kf)

j=1
L lefL‘ + le BjQZL‘ + ng lejl' + lej

+Z 22+ a;x + B; (:p2+a»x+ﬂ~)2+“' (22 + a;x + B,
=1 J Jj J j J f]

durch Koeflizientenvergleich in den Zéhlern die Unbekannten Aj;, Bj;, C}; bestimmt, nachdem der
rechte Ausdruck auf den gemeinsamen Nenner gebracht ist. Im obigen Beispiel haben wir eine
einfachere Methode kennengelernt, die bei k; = 1 fiir alle j zum Erfolg fiihrt.

Bemerkung: Durch Induktion nach n ldsst sich zeigen, dass eine solche Zerlegung stets moglich ist.

4. Schritt: Schliefllich miissen die einzelnen Summanden integriert werden. Dazu bestimmen wir

In |z — x|, fir j =1

1
/%dx: 1 1
( 0) 1_](1‘_1_0)]717 ur] i )
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2+«
48—a?

/—BerC dr = E/—2‘7C+O[ dx + C—Ea /—1 dx
22+ ar+ B 22+ ar+ 2 22+ axr+p
/ 2C — Ba 1
= — dv
\/45—(12 1+ v?

2C— B 2
= l (z° 4+ az + B) + + 229 arctan <ﬂ>

2 4B — a?

und mit den Substitutionen u = 2? + ax + S und v =

-1

Fiir [ > 2 ergibt sich

Bx+C dr — -B
/($2+ax+6)l LT 0@ taz+ B

2C — Ba 2r + 1
+2(l —1)(48 — a?) [ (2% + ax + B)1 +2(2 = 3) / (22 + azx + B)-1 dx}

mit denselben Substitutionen und partieller Integration des Integrals [ 1 -

dv.

S S
(1+U2)l—1

Beispiel 6.29 Gesucht ist eine Stammfunktion zu
22% — 222 4 2z

fz) = xt — 23 + 222 — 20+ 17
Im ersten Schritt ist bei diesem Beispiel nichts zu tun, da der Grad des Zihlers schon kleiner
als der Grad des Nenners ist. Weiter gilt z* — 223 + 222 — 22 +1 = (z — 1)*(2* + 1). Fiir die
Partialbruchzerlegung machen wir also den Ansatz

A B Cx+ D

J@) = x—1+(:c—1) +£L’2—|—1
A+ C)@+(B-A-2C+D)>+(A+C—2D)x+ (B — A+D)
B @12+ 1)
Der Koeffizientenvergleich ergibt die linearen Gleichungen
A + C = 2,
-A + B — 2C + D = -2
A + C — 2D = 2
-A + B + D = 0.
Durch den Gauf3-Algorithmus bringen wir das System auf die Form
A + C = 2,
+ B - C + D =0,
2C = 2,
—2D = 0,
aus der sich die Losung A = B =C =1, D = 0 ablesen lésst. Es folgt
1 1
flo)=—5 + o

r—1 (x—12 2241

Nun koénnen wir integrieren und erhalten die Stammfunktion

/f d;z:—ln|a:—1|——+ ln(a:2+1).
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Mit Hilfe der Partialbruchzerlegung lasst sich die Stammfunktion nach entsprechender Substitution
auch zu anderen rationalen Ausdriicken bestimmen.

Beispiele 6.30 (a) Um Stammfunktionen zu Quotienten von trigonometrischen Funktionen zu

bestimmen, ist die Substitution ¢ = tan $ niitzlich. Es gilt u.a.

] 2tan § dt
, sinxg=—""=-  — =

1 — tan? 1
1+ tan? % dr 2

Cosx = —————=
1 + tan?

X
1+t 2—).
(+an2

N8 (N8

So ergibt sich mit ¢t = tan(x/2) etwa

1 1
/,—dx:2/7dt
sin z + cos x 14 2t —¢2

Die beiden Nullstellen des Nenners sind 1+ v/2 und die Partialbruchzerlegung liefert

1 B A N B 1 ( 1 B 1 )
L4212 - (14+v2) t—(1-v2) 2V2\t-(1-v2) t-(1+v2)/’

Wir erhalten die Stammfunktion
/ 1 1 |tan(z/2) — (1 — V/2)|
sinx + cos V2 |tan(x/2) — (1 + v/2)|

(b) Analog lassen sich mit der Partialbruchzerlegung und der Substitution ¢ = * Stammfunktionen
zu rationalen Funktionen in e bestimmen, zum Beispiel

[ e = /t@llvdtflc‘tllﬂtll)z) “
et —1°

= z—Inle® — 1] —

6.5 Integration iiber unbeschrinkte Intervalle und/oder Funktionen

Wichtige Integraltransformationen wie die Fourier- oder Laplacetransformation haben unbeschrank-
te Integrationsgebiete, etwa (—o0,00) bzw. (0,00). Wir wollen daher den Integralbegriff genauer
betrachten. Dazu benétigen wir Folgen von Funktionen. Folgen von Treppenfunktionen und deren
Konvergenz haben wir schon kennengelernt. Allgemein halten wir folgende Definitionen fest.

Definition 6.31 Gegeben seien Funktionen f; : I — R, j € N, auf einem (beschrdinkten oder
unbeschrinkten) Intervall I C R.

(a) Die Folge (f;) heifit monoton wachsend (fallend), wenn
fivi(@) > fi(x) (fim(zx) < fi(x) firallexz el

(b) Die Folge (f;) heifit punktweise konvergent, wenn der Grenzwert
lim f;(z) = f(x)

Jj—00

fiir jedes x € I existiert.
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(c) Analog sprechen wir von fast tiberall konvergent (bzw. monoton), wenn die Bedingungen
in (a) bzw. (b) fir fast alle x € I gelten, d.h. auferhalb einer Nullmenge.

Bemerkung: Weitere Konvergenzbegriffe zu Funktionenfolgen sind wichtig und miissen unter-
schieden werden. So ist etwa Konvergenz fiir Folgen stetiger Funktionen auf einem Intervall [
beziiglich der Maximumsnorm,

[flloe = max{|f(z)|: z € I}

ein strengerer Begriff als die punktweise Konvergenz fast iiberall. Es gibt also Folgen, die zwar
punktweise fast iiberall konvergieren, aber nicht in der Maximumsnorm. Zum Beispiel konvergiert
fi(x) = 27 auf [0, 1] punktweise fast iiberall gegen f : [0,1] — R mit f(z) =0, aber ||f; — fllec = 1
fiir alle j € N. Konvergenz in der Maximumsnorm wird auch gleichméflige Konvergenz genannt.

Wie aus der Definition zu erwarten, ist punktweise Konvergenz fast tiberall eine niitzliche Eigen-
schaft in der Klasse der integrierbaren Funktionen. Der folgende grundlegende Satz der Lebesgue-
Theorie zeigt dies deutlich.

Satz 6.32 (Beppo-Levi)

Sei (f;) eine fast dberall monotone Folge Lebesque-integrierbarer Funktionen in L(I), und die

Folge der Integrale </ /i dx) sei in R beschrdnkt. Dann konvergiert (f;) fast dberall gegen eine
I

Funktion f € L(I) und
1im/fjda::/fd:c.

Fiir den Beweis des Satzes verweisen wir wiederum auf die Literatur. Die Aussage liefert uns ein
Kriterium, um Integrierbarkeit zu zeigen und den Wert eines Integrals zu bestimmen.

Satz 6.33 Gegeben seien eine Funktion f : I — R und Intervalle Iy C I, C --- C R mit
I = 1. Wenn f € L(I;) fir jedes j € N gilt und die Folge (flj If] da:) in R beschrdnkt ist,

j=1
dann ist f € L(I) und es gilt

() /Ifd:c = lim [ fdz.

Jj—oo J1.

Umgekehrt gilt auch: Ist f € L(I) so auch f € L(I;) fir jedes j, und (x) gilt.

Beweis: Zunichst sei f > 0 auf [ und wir definieren

fi(z) = { f(z), wel

0, sonst
(f;) konvergiert punktweise und monoton gegen f. Da die Folge

()17

J
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beschrénkt ist, folgt nach dem Satz von Beppo-Levi, dass f € L(I) Lebesgue integrierbar ist und

fd:p— lim fd:p

Jj—o00
Ist nun f : I — R beliebig, so schreiben wir f = f* — f~ mit

_ ) flz) fir f(z) >0 oL 0 fiir f(z) >0
f+(x)—{ 0 fir f(z) <0 f@)_{—f(x) fiir f(z) <0

Anwendung des Resultats aus dem ersten Teil auf f* und f~ impliziert die Behauptung. O

Beispiele 6.34 (a) Wir berechnen die Laplacetransformation der Funktion f(z) = z, d.h.

[e.e]

/xem dx

0

wobei ¢ > 0 ein fester Parameter ist. Fiir den Nachweis der Integrierbarkeit betrachten wir das
Integral iiber [0, c] und integrieren partiell:

1 1 1 1
—tx - = —tx|¢ - —tx - _ - —tc _  — _—tz|€
T e de = t:z:e 0+t/e dx tce th 0
u(z) v'(z) 0
- | -
= ——ce " — e+ —
t 12 12

Wegen t > 0 konvergiert fiir ¢ — oo der zweite Ausdruck gegen 0. Der erste Ausdruck konvergiert
auch gegen 0. Dies folgt aus der L’Hospitalschen Regel, denn

. _ c 1
limce™™ = lim — = lim = 0.
c—00 c—o0 elc c—oo t et

Daher ist x — e~ Lebesgue-integrierbar und wir erhalten

oo

1
/xe_mdx = —, t>0.
12
0

(b) Mit der Regel von L’Hospital erhalten wir fiir die Berechnung von fol Inxdx:

1

lim [ Inzdr =lim(zlnz — )]l =—-1—(clne —¢) — —1
e=0 J,_ e—0
fiir e — 0. Also ist In € L(0, 1) mit fol Inzdr =—1. O

Bemerkung: Auch wenn die Klasse der Lebesgue-integrierbaren Funktionen recht umfassend ist,
gibt es Situationen, in denen der Begriff nicht ausreicht. Zum Beispiel ist die Funktion f(x) = *2%
nicht Lebesgue-integrierbar auf I = (0, 00), denn aus der Divergenz der harmonischen Reihe folgt

n (j,l)ﬂ . n
deZ/ ! \Smfﬁ\dxzz;miﬂz
3 X

PRI =201 =1




fiir n — oco. Beachte, dass nach der L’Hospitalschen Regel % — 1 fiir x — 0 gilt. Daher ist %
auf dem kompakten Intervall [0, nr| stetig, also integrierbar.

Der in der Signalverarbeitung wichtige Grenzwert

T c—oo Jq T

[oe)
) . .
sin ) sin
S = / dr = lim dx
0

existiert aber dennoch und wird als ein uneigentliches Integral bezeichnet. An dieser Stelle
kénnen wir nur die Existenz zeigen und noch nicht den Wert berechnen. Wir definieren zunéchst

2nm

S, = /Smxdx, n € Ny

T

0

und zeigen, dass die Folge (.S,,) monoton steigend und beschriankt ist. Es gilt

(2n+2)m (2n+1)m (2n+2)m
Sy — S, = / sin z do — / sin z dr 4+ / sinz .
T T T
2nm 2nm @n+1)7

Im ersten Integranden substituieren wir = 2n7 + t und im zweiten x = (2n + 1)7 + ¢. Mit
sin(2nm +t) = sint und sin((2n + 1)7 +t) = —sint folgt

T 1 1
Sp1 — Sp = int — dt > 0.
+1 /OS\LI}O"(QnWth (2n+1)7r+t) -

4

= -~

>0

Also ist (.S,) monoton steigend. Ferner ist (.S,,) nach oben beschrinkt, da

n—1

Su =51+ (Sms1— Sm)

m=1
n—1
T 1 1
<S — dt
- 1+mz1/0 (2m7r+t (2m+1)7r+t)

n—1 T
T
— 5+ Y dt
! +m1/0 2mr + 0(2m + D+ 1)

n—1 2 o0
s 1 1 .
SSl‘i‘mZ:lW < Sl—i‘zmzﬂﬁ fiir alle n € N

gilt. Somit konvergiert die Folge (S,) gegen ein S € R.

Sei jetzt (c,) eine beliebige Folge in R mit ¢, — 0o. Zu jedem ¢ gibt es ein n, € N mit
co € [QWW, 2(ng + 1)7?). Wegen ¢, — oo gilt auch n, — oco. Aulerdem ist

cr cr
SIn T SN T
dv = S,, + dx .
x xr
0 2nym
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Die Folge (SW) konvergiert gegen S, und das zweite Integral gegen 0 wegen

cy cy
sin x sin x 1 1
/ de| < / dz < / dr < — — 0,/ — .
T T 2nym Ny
nem 2npm 2nym

Cy .
Daher konvergiert ( i - d:p) gegen S, und das uneigentliche Integral existiert.
0

b) Ein weiteres Beispiel ist f(z) = 2. Die Funktion f ist auf I = (—1, 1) nicht Lebesgue-integrierbar
und das uneigentliche Integral auf (—1,0) oder (0, 1) existiert auch nicht. Aber unter Ausnutzung
der Symmetrie existiert der Grenzwert

<1 "1
lim (/ —dx—i—/ —dx) = lim (lne—Ine) = 0.
e—0, e>0 1 x c x e—0, e>0

Solche Grenzwerte, bei denen der Limes symmetrisch um eine Stelle (hier o = 0) zu betrachten
ist, werden Cauchysche Hauptwerte genannt.

6.6 Numerische Integration

Fiir die meisten Funktionen kann keine Stammfunktion geschlossen angeben werden. Bekannte
1/2

b
la] < 1 vorauszusetzen ist. Trotzdem ist es hiufig notwendig, das bestimmte Integral [ f(z)dx

Beispiele dafiir sind wie oben erwihnt f(z) = exp(—z?) oder f(z) = [1 — acosz] '~ wobei

zumindest naherungsweise zu berechnen. Wir besprechen kurz zwei wichtige Verfahren.

(a) Trapezregel: Sein € N, h := (b—a)/nund z; = a+jh fir j =0, 1,...,n, also eine dquidistante
Unterteilung des Intervalls [a, b] in n Teilintervalle. Auf dem Teilintervall [x;, ;1] ersetze f durch
die Gerade g, die durch die Punkte (z;, f(z;)) und (11, f(xj41)) verlduft und integriere diese
statt f. Die interpolierende Gerade g hat die Form

Tj+1

T — T Tjy1 — T h
o@) = T f o) + T, abo [ go)ds = S[f)+ flp)].
Aufsummiert iiber alle Teilintervalle ergibt dies die Ndherungsformel
b 1 n—1 1
/fmm:hkmn+2ﬂm+§m>+mm.
a j=1

Satz 6.35 Der Fehler Ey(f) bei der zusammengesetzten Trapezregel lisst sich abschdtzen durch

b_
02 max [f(2)]

12 a<z<b

[En(f)] <

falls f € C?[a,b].
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Beweis: Sei z € [z, zj41] und

r — T; Tjyr1 — T

Ri(w) = g(z) = f(z) = == [f(zj01) = f(2)] + == [f(2;) = f(@)]

der Fehler. Wir konnen ihn mit dem zweiten Hauptsatz (und danach zweimaliger partieller Inte-
gration) schreiben als

Ria) = 52 [ i - 22 [

Tj+1

= (=) FOT - /(t—%ﬂ)f"(t)dt

xT

T

- BRI g O - - o
= 50 [ wamn g s S5 o) poa

Wir setzen zur Abkiirzung || f”||ec = maxagxsb’f”(x)’ und erhalten

Tj+1 T
r—X; X
Ri@| < 0w [ =0t + T [ an

Wir kénnen die beiden verbleibenden Integrale leicht ausrechnen als

Tj4+1 T

[t = Je-wp. [e-syd -

(:L’ - xj>27

N | —

und erhalten

|1 \_2hwwmﬁ — ) (w1 — 1) + (2 — 1)) (250 — )] -

Jetzt integrieren wir diesen Fehler und erhalten (nachrechnen)

Tj+1

B@] < Zip..

z;
Schliefllich miissen wir das Ganze noch tiiber alle Teilintervalle summieren und erhalten dann

b Tj+1

h3 b—
e Mw<Z/ D <0l =

a

1"l

und dies war zu zeigen. a
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]_, o, n. Auf [IL‘j_l, ZL‘j+1]

) und (11, f(zj51)).

(b) Simpsonregel: Sei n € N gerade, h := (b—a)/n, x; = a+jh, j =0,
approximiere f durch die Parabel durch die Punkte (ZL‘j_l, flz-1) ) (:L‘j, flx
Wir erhalten

/abf(x)d:p :g

mit der Fehlerabschitzung:

[fla) + 4f(z1) + 2f(x2) + 4f(xs) + -+ + 4f(ma1) + FOO)] + En(f)

b—a ,
130 h* max

a<z<b

En()] < fO@)| . falls f € CYab).

Diese Simpsonregel wird sehr hiufig benutzt!

Beispiele: (a) Wir testen die beiden Naherungsformeln am Integral

1

—4x _l 4
/e d:c—4(1 e ),

0

und erhalten fiir die Fehler:

n | Trapezregel | Simpsonregel
1 | 20119¢—2 | 1.2166¢—3
8 | 5.0918e—3 | 82744e—5
16 | 1.2769e¢—3 | 5.2866e¢—6
32 | 3.1948c¢—4 | 3.3226e—7
64 | 7.9884e—5 | 2.0795e—8

Sehr schon ist zu sehen, dass bei Verdopplung von n, also Halbierung von h, der Fehler bei der
Trapezregel um 1/4 und bei der Simpsonregel um 1/16 zuriickgeht.

(b) Jetzt testen wir die beiden Ndherungsformeln am Integral

und erhalten fiir die Fehler:

o

)

n | Trapezregel | Simpsonregel

4 | 23384e—2 | 1.0140e — 2

8 | 8.5364e—3 | 3.5874e—3
16 | 3.0855¢—3 | 1.2685¢—3
32 | 1.1077e —3 | 4.4848¢—4
64 | 3.9586e—4 | 1.5856e—4

Hier konvergieren die Naherungswerte sehr viel langsamer, da die Funktion f(z) = y/z im Intervall
[0, 1] nicht mehr differenzierbar ist. Die Glattheitsvoraussetzungen der Fehlerabschétzungen an
die Funktion f sind also keine ,mathematischen Spitzfindigkeiten“, sondern werden sogar vom
Computer ,erkannt*.
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Die folgenden Formeln gelten fiir jedes Intervall, auf dem die Stammfunktionen auf der rechten

Seite definiert sind.

/1daz
/xo‘dx

dx

T

/ cosz dx
/ cosh x dx
/ dx

1+ 22
/ dx
V1+ 22
/ dx
2 —1
/ dx
cos? x
/ dx
cosh? z
/ tan x dx
/ tanh z dz

(—00,+00), falls a €N,

z auf R
:L,aJrl
f R

(0, +00),

In|z| aufR\ {0}
sinx auf R
sinhx auf R
arctanx auf R

Arsinhz auf R

{ Arcosh z

auf (41

falls « = =2, -3, ...,
falls a € R\ {—1},

, +00)

—Arcosh(—z) auf (—oo, —1)

tanxz auf (=5, 7)

tanhz auf R

—In|cosz| auf (-3,7)

In(coshz) auf R

/ dx
sin’ z
/ dx

sinh?
/ cot z dx
/ coth z dx

e auf R

—cosz auf R

coshz auf R

1

1+
—In

auf R\ {—1,+1}

arcsinx auf (—1,+1)

—cotx auf (0,7)

—cothz auf R

In|sinz| auf (0,7)

In|sinhz| auf R\{0}
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Index

abgeschlossene Menge, 36
abgeschlossenes Intervall, 4
Ableitung, 65
der Umkehrabbildung, 69
Kettenregel, 68
Produktregel, 68
Quotientenregel, 68
Tabelle, 72
Tangente, 73
Abschétzungen, 9
absolut konvergent, 44
Additionstheoreme, 15, 57
allgemeine harmonische Reihe, 41
allgemeine Losung, 60, 101
alternierende Reihe, 44
analytische Funktion, 58
Anfangsbedingung, 98
Anfangswertaufgabe, 101
Arcuskosinus, 14
Argument, 14
Bestimmung des Hauptwerts, 14

beschrankte Menge, 36
Beschranktheit
einer Folge, 17
einer Reihe, 40
Besselfunktion, 54
Betrag, 10, 14
Beweis
durch vollstdndige Induktion, 7
durch Widerspruch, 7
indirekt, 7
bijektiv, 31
Bild, 26
Binomialkoeffizient, 6, 81
binomische Formel, 8, 81

Cauchy Produkt, 49
Cauchyscher Hauptwert, 109

Definitionsmenge, 26

Differential, 73

Differentialgleichung, 97
erster Ordnung, 98
autonome, 99
Bernoullische, 101
lineare homogene, 100
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lineare inhomogene, 101

separabel, 99
Differentialquotient, 65, 96
Differentiation, 65

der Umkehrabbildung, 69

Kettenregel, 68

Produktregel, 68

Quotientenregel, 68

Tabelle, 72

Tangente, 73
Differenzierbarkeit, 65, 66, 70
direktes Produkt von Mengen, 27
Divergenz

einer Folge, 17

einer Reihe, 40
Drehstreckung, 27
Dreiecksungleichung, 10, 16, 88
Durchschnittssatz, 23

Einheitswurzeln, 61
EinschlieSungskriterium, 21
elektrischer Schwingkreis, 98
Element, 3

konjugiertes, 15
Ellipse, 70
Entwicklung eines Polynoms, 29
Entwicklungspunkt, 51
Eulersche Formel, 57
Eulersche Zahl, 25, 42
Exponentialfunktion, 48, 54
Exponentialreihe, 42
Extremum, 75
Extremwertaufgabe, 74

Fakultat, 6

fast iiberall, 84

Folge, 17
der Partialsummen, 40
geometrische, 19
Grenzwertkandidat, 21
Nullfolge, 18
Rechenregeln, 21
Teilfolge, 23

Frequenz, 98

Fundamentalsatz der Algebra, 30, 38

Funktion, 26
Ableitung, 65



analytische, 58
Bild einer, 26
differenzierbare, 65, 66
Extremum einer, 75
gerade, 57
gleichmafig stetig, 35
Graph einer, 26, 73
Komposition, 30
lipschitz-stetig, 34
Monotonie einer, 77
stetige, 32
Umkehrfunktion, 30, 62
ungerade, 57
Funktionalgleichung, 50
Funktionenfolge
fast iiberall konvergent, 105
monoton fallend, 105
monoton wachsend, 105
punktweise konvergent, 105
Funktionslimes, 35

geometrische
Folge, 19
Reihe, 41
Summenformel, 5
gleichméfBig stetig, 35
Grad, 28
Graph, 26, 73
Grenzwert, 17, 21
Rechenregeln, 21

Héufungspunkt, 23
harmonische Reihe, 41, 107

Hauptsatz
erster, 91
zweiter, 92

Hauptwert, 14, 60, 61
hyperbolische Kosinusfunktion, 56
hyperbolische Sinusfunktion, 56

Identitétssatz, 55
imaginére Einheit, 11
imagindre Zahlen, 14
Imaginarteil, 11
Indexverschiebung, 5
indirekter Beweis, 7
injektiv, 31
Integral
bestimmtes, 92
Lebesgue, 86
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unbestimmtes, 92
Integration

durch Substitution, 95

partielle, 94

wichtige Stammfunktionen, 112
Intervall, 4
Intervallhalbierungsverfahren, 89

kartesische Koordinaten, 14
Kettenregel, 68
Koeffizienten, 28, 51
Koeffizientenvergleich, 55
kompakte Menge, 36
komplexe Zahlen, 11
Argument und Betrag, 14
Bestimmung des Arguments, 14
Division, 16
komplexe Zahlenebene, 14
Komposition, 30
konjugiertes Element, 15
Konvergenz
absolute, 44
einer Folge, 17
einer Potenzreihe, 52
einer Reihe, 40
einer Taylorreihe, 82
gleichméfige, 106
quadratische, 25
Konvergenzkreis, 52
Konvergenzkriterien
Bolzano—Weierstraf3, 23
EinschlieBungskriterium, 21
Leibniz-Kriterium, 44
Majorantenkriterium, 20, 43
Monotoniekriterium, 24, 43
Quotientenkriterium, 46, 47
Wurzelkriterium, 47, 48
Konvergenzradius, 52
Koordinaten
kartesische, 14
polare, 14
Kosinusfunkion, 56
Kotangens, 59
kritischer Punkt, 76

L’Hospitalsche Regel, 78
Landau-Symbole, 83
Laplacetransformation, 107
leere Menge, 3



Leibniz-Kriterium, 44

Limes, 17
Rechenregeln, 21

lipschitz-stetig, 34

Majorantenkriterium, 20, 43
Maximum, 36, 75
Menge, 3
leere, 3
Nullmenge, 84
Teilmenge, 3
Minimum, 36, 75
Mittelwertsatz
der Differentialrechnung, 76
der Integralrechnung, 90
verallgemeinerter, 76
monoton fallend, 24
monoton wachsend, 24
Monotonie
einer Folge, 24

einer Funktion, 31, 59, 62, 77

einer Reihe, 40
streng, 24, 31, 62, 77
Monotoniekriterium, 24, 43

Nullfolge, 18
Nullmenge, 84
Nullstelle, 28

offene Menge, 36
offenes Intervall, 4

Partialbruchzerlegung, 102, 103
Partialsummen, 40
Pendelschwingung, 97, 99
Phase, 14
Polarkoordinaten, 14
Polynom
faktorisieren, 103
Polynomdivision, 102
Polynome, 28
Entwicklung, 29
Potenzreihe, 51
Differenzierbarkeit, 70
Konvergenz, 52
Rechenregeln, 55
Produktregel, 68
Produktzeichen, 6

quadratische
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Ergénzung, 13

Gleichung, 13

Konvergenz, 25
Quotientenkriterium, 46, 47
Quotientenregel, 68

Realteil, 11

Reihe, 40
allgemeine harmonische, 41
alternierende, 44
beschrankt, 40
Exponentialreihe, 42
geometrische, 41
harmonische, 41
konvergente, 40
Potenzreihe, 51
Taylorreihe, 82

Restglieddarstellung
Integralform, 95
von Lagrange, 80

Satz
von Beppo-Levi, 106
Satz von Rolle, 76
Sekantensteigung, 34
Simpsonregel, 111
Sinusfunktion, 56
Stammfunktion, 91, 112
stationére Losung, 99
stetig fortsetzbar, 33
Stetigkeit, 32
GleichméfBige, 35
Lipschitz, 34
Umkehrfunktion, 38
streng monoton, 24, 31, 62
Substitutionsregeln, 95
Summenzeichen, 4
Indexverschiebung, 5
surjektiv, 31

Tangens, 59
Tangente, 73
Taylorformel, 80
Taylorpolynom, 79
Taylorreihe, 82
Teilfolge, 23
Teilmenge, 3
Trapezregel, 109
Treppenfunktion, 84



Umkehrabbildung, Differentiation der, 69
Umkehrfunktion, 30, 62
uneigentliches Integral, 108

Variation der Konstanten, 101
Verdichtungskriterium, 41
Verkettung, siehe Komposition
vollstéandige Induktion, 7

Wertemenge, 26

Wurzel, 14, 61
Einheitswurzeln, 61

Wurzelkriterium, 47, 48

Zahlengerade, 14
Zwischenwertsatz, 37
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