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Aufgabe 1

Finden Sie alle Losungen z € C der Gleichung

sinh(3z) = @ —ic™% sin (i B;—Z) .

Aufgabe 2

Bestimmen Sie die Losung des Anfangswertproblems

(@) = 2 cos(a) y(a) — sin(22) V(@)

Aufgabe 3

Gegeben ist die Folge (a,) durch einen Startwert a; € R und die Rekursionsvorschrift
Loy
an+1:§an*2an+4, n e N.

(a) Zeigen Sie, dass (a,) fiir a; € [2,4] beschrinkt und monoton ist.
(b) Zeigen Sie fiir a; > 4 die Ungleichung

a, —4>2"""(a; —4), neN.

(¢) Fiir welche a; € R konvergiert die Folge, fiir welche divergiert sie? Bestimmen Sie ggf.
den Grenzwert.

Aufgabe 4
Gegeben ist die Funktion f: R\ {-3} — R durch

a4+l
T 34

f(=) , reR\ {-3}.
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(a) Bestimmen Sie eine Potenzreihendarstellung von f fiir den Entwicklungspunkt xy = 0.
(b) Fiir welche x € R konvergiert die Potenzreihe?

(¢) Welchen Wert hat f©(0)?

Aufgabe 5
Gegeben ist die Funktion f : R — R mit

sin(z)
fw={ 7"
1, z=0

Zeigen Sie die Ungleichung |f(z)] < 1 fiir alle x € R.

Hinweis: Betrachten Sie die Fille |x| > 1 und |¢| < 1 getrennt. Im zweiten Fall untersuchen
Sie das Vorzeichen von f.



Losung zu 1: Mit den Darstellungen des Sinus und des Sinus hyperbolikus durch die Expo-
nentialfunktion gilt

. i ie 32 . . i 1
(e3z B e—dz) _ @ B legi (6752/2 B edz/2) _ @ n 5 (1 B 6733).

—3z

Multiplikation mit 2 und Addition von ¢~3* auf beiden Seiten liefert

¢ =1+ V3i.

Es ist
T+V3iP=1+3=4, also [1++3i=2.

Mit bekannten Werten der trigonometrischen Funktionen ergibt sich

1+V3i=2 (; — ?1) =2 (cos (g) +isin (g)) =2¢7/3

Mit Anwendung des komplexen Logarithmus und aus der Periodizitéit der Exponentialfunktion
erhalten wir

3z = In(1 + V/3i) + 2mni = In(2) +1 (% + 27m) , new.

Somit erhalten wir die Losungen

Losung zu 2: Es handelt sich umn eine Bernoulli’sche Differentialgleichung mit Exponent
« = 3. Mit A = 1/(1 — ) = 2 machen wir die Substitution y(x) = (u(x))?, wobei wir von
u(z) > 0 ausgehen. Mit der Ableitung ¢/(x) = 2u(x)u/(x) ergibt sich durch Einsetzen in die
Differentialgleichung

2u(x)u'(x) = 2 cos(z) u(z)? — sin(2z) u(x) .

Nach Division mit 2u(a) crhalten wir dic inhomogene lincare Differentialgleichung
’ 1 .
u'(z) = cos(x) u(x) — 3 sin(2z) .

Wir bestimmen zunéchst die allgemeine Losung u;, der zugehorigen homogenen linearen Dif-
ferentialgleichung durch Seperation:

% = cos(z), also  Inuy ()] = sin(z) + C.

Anwenden der Exponentialfunktion und die Substitution C' = +eC liefert die allgemeine
Losung )
up(z) = C @)
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Als niichstes ist eine partikuldre Losung der inhomogenen Differentialgleichung zu bestimmen.
Dazu fithren wir Variation der Konstanten durch,

uy(x) = C(x) @) .
Mit uy,(2) = C'(2) exp(sin(z)) + C(z) cos(x) exp(sin(z)) erhalten wir
C'(z) ™ 1+ C(z) cos(z) @ = cos(z) O(x) ) — % sin(2z) ,
C'(x) @) = —% sin(2x) ,
C'(z) = —% sin(2z) e

Vor der Integration verwenden wir noch die Identitét sin(2x) = 2 sin(x) cos(z). Somit ist mit
der Substitution v = sin(z) (dv = cos(z) dz)

Cx) =— /sm(ar) cos(z) e M@ dg = — /ve_” dv.
Eine partielle Integration mit f'(v) = e™", g(v) = v liefert
Clz) =ve " — /e’” dv=(v+1)e ¥ = (1+sin(z))e @,
Somit lautet eine partikulidre Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung
upy(x) =1 +sin(z)
und die allgemeine Losung dieser Gleichung ist
u(z) = uy(2) + up(x) = 1 +sin(x) + C @
Mit unserer Annahme u(z) > 0 und der Anfangsbedingung y(0) = 4 gilt u(0) = 2 und somit

ist 2=14C, d.h. C = 1. Die Losung des Anfangswertproblems erhalten wir schlieBlich durch

Riicksubstitution . ,
y(z) = (1 +sin(z) + es'"(l))

Losung zu 3: (a) Zunichst ist

(a2 —4a, +4) = = (a, —2)* >0,

N | =
N | =

1
an+1—2=§ai—2an+2=
und somit a,, > 2 fiir alle n € N.

Wir zeigen durch vollsténdige Induktion, dass auch a, < 4 fiir alle n € N gilt, falls a; € [2,4]
ist.

Der Induktionsanfang stimmt laut Voraussetzung. Ist nun a,, € [2,4] fiir ein n € N, so gilt

Uy —4=-a>—2a,=—(a,—4) <0



nach Induktionsvoraussetzung, denn der erste Faktor ist grofier gleich 0, der zweite kleiner
gleich 0. Damit ist der Induktionsschritt erbracht und es folgt a, € [2,4] fiir alle n € N. Die
Folge ist beschréinkt.

Wir betrachten noch die Monotonie.

Upy1 — Qp = (a2 — 6a, + 8)

Aus a, € [2,4] folgt nun a,+1 — @, <0, die Folge ist also monton fallend.
(b) Zunichst sieht man wie in Teil (a): Ist a; > 4, so ist auch a,, > 4 fiir alle n € N.

Jetzt beweisen wir die Behauptung mit vollstédndiger Induktion. Fiir n = 1 gilt nach Vorraus-
setzung
a—4=1-(a,—4)=2"(a; — 4).
Somit ist der Induktionsanfang erbracht.
Wir nehmen an, dass die Ungleichung fiir ein n € N richtig ist. Dann folgt
LV.
an+1—4=%(an—4) >

Also ist der Induktionsschritt erbracht und die Abschétzung aus Teil (b) bewiesen.

Uy an>4

4
22"—1((11—4) > 52"_1(a1—4)=2”(a1—4),

(¢) Fiir a; € [2,4] ist die Folge (a,) nach mit (a) nach dem Monotoniekriterium konvergent.
Fiir a; > 4 git nach (b) die Abschitzung a,, > ¢2" mit einer positiven Konstante c. Damit
divergiert die Folge in diesem Fall. Mit

1 .
pr1 =2+ = (a, — 2)Z
2
erkennt man:
a1 €10,2) = a € (2,4], a € (—00,0) = @€ (4,00).
Damit konvergiert die Folge auch fiir a; € [0,2) und divergiert fiir a; € (—oc,0).
Fiir a; = 2 oder a; = 4 ist die Folge konstant, der Grenzwert ist gleich dem Startwert. Fiir
a; € (2,4) lautet die Fixpunktgleichung
. . 1, a?
a=lim a4 = lim ( za; —2a,+4) =——2a,+4.
n—o00 n—00 2 2
Dies lieftert
0=a*—-6a+8=(a—2)(a—4).
Da die Folge monoton fillt, kommt a = 4 nicht in Frage, somit ist in diesem Fall a = 2.

Mit den Uberlegungen von oben ist der Grenzwert a = 2 fiir a; € (0,2) und a = 4 fiir a; = 0.

Losung zu 4: (a) Es gilt

22 +1=03+2) f(z) = (3+x)2akl’k = Z?)akkarZakxk“ = 3a0+2(3ak+ak,1)xk.
k=0 k=0 k=0

k=1
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Ein Koeffizientenvergleich liefert

1
k=0: 1=3a, d.h. a():g,
1 1
k=1: 0=3a1+a0=3a1+§7 d.h. @=-g3
1 10
k=2: 1=3a2+a1=3a27§, d.h. a2=ﬁ7
k>3: 0=3a,+ap, d.h. ak=—%

Somit vermuten wir aj, = (—1)*10/3*1, k > 2, was sich durch vollstindige Induktion sofort
beweisen Isst. Damit ist die Potenzreihendarstellung von f

o352

(b) Die Reihe ist bis auf die ersten beiden Glieder eine geometrische Reihe mit ¢ = —a/3. Sie
konvergiert also fiir |¢| < 1, in allen anderen Féllen divergiert sie. Somit konvergiert die Reihe
genau fiir |z| < 3.
(c) Die Potenzreihendarstellung von f entspricht der Taylor-Reihe im Entwicklungspunkt 2o =
0. Damit ist

10-(=1° _ f9(0)

7 =5 also  f©(0)
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Losung zu 5: Ist |z] > 1, so ist

sin(z)
x

/(@) =

< |sin(z)] <1.

Es geniigt also das Intervall [—1,1] zu betrachten.

Mit der Regel von de I'Hospital erkennen wir, dass f auf diesem Intervall stetig ist. Das
das Intervall auBerdem beschrinkt und abgeschlossen, also kompakt, ist, nimmt f dort sein
Maximum und sein Minimum an. Allerdings ergibt sich in diesem konkreten Fall die Existenz
cines Maximums und zweier Minima direkt aus dem Monotonieverhalten von f, siche unten.

Fir « € [—1,1] \ {0} bestimmen wir die Ableitung

_ dsin(z) 2 cos(z) — sin(z)
Tdr oz a2 ’

f'(x)

Da der Nenner positiv ist, reicht es aus, den Zihler zu betrachten. Setze also (sogar fiir € R)
g(z) = x cos(z) — sin(z).

Dann ist ¢'(z) = —x sin(z). Diese Funktion ist negativ auf [—7/2,7/2] \ {0}. Also ist g auf

[=7/2.7/2] streng monoton fallend. Da g(—7/2) =1, g(0) = 0 und g(7/2) = —1 ist, ist g auf
[=7/2,0) positiv und auf (0, 7/2] negativ.



Fiir f” bedeutet dies, dass f’ positiv auf (—1,0) und negativ auf (0, 1) ist.

Somit, da f stetig ist, ist f auf [—1,0] streng monoton wachsend, auf [0, 1] streng monoton
fallend. Also hat f sein Maximum in [—1,1] in 0 mit dem Funktionswert f(0) = 1 und sein
Minimum in 41 mit dem Funktionswert f(£1) =sin(1) > 0 > —1. Also ist —1 < f(z) <1
auf [—1,1], was zu zeigen war.
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