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Aufgabe 1

Finden Sie alle Losungen z € C der Gleichung

(3 —2i)cos(z) — (2+1)sin(z) = -1 +1.

Aufgabe 2
Gegeben ist die Folge (a,) mit a; € [1,2] und

2

eN.
. n

Apt1 =

(a) Zeigen Sie a, € [1,2] fiir alle n € N.

(b) Begriinden Sie, dass die Folge konvergiert und bestimmen Sie den Grenzwert in Abhing-
igkeit von a;.

Aufgabe 3

Gegeben ist die Funktion

f(f)ZQ—

—_—, e R\ {2, 4}.

—x 44— v \ { }

(a) Bestimmen Sie die Potenzreihenentwicklung von f um den Entwicklungspunkt z = 0.
(b) Fiir welche 2 € R konvergiert diese Potenzreihe?

(¢) Berechnen Sie den Wert der Reihe

=

n=0

1_21F_HM |

Aufgabe 4
Gegeben ist die Funktion f: R — R mit

21/
1+ 5 220
(@) 1;—641
14el/z’ vl

(a) Zeigen Sie, dass f stetig ist.

(b) Berechnen Sie die Grenzwerte 1311 f(z) und lim f(z).
=00 r——00
(c) Zeigen Sie, dass die Abschitzungen

0< fla) <

ol

fiir alle 2 € R gelten.

Aufgabe 5

Bestimmen Sie die Losung des Anfangswertproblems

(1+2%)y(2) =4(1+2%) (y(@)™* + 8ay(x), >0,



Losung zu 1: Wir setzen die Darstellungen der Kosinus- und Sinusfunktion durch die Expo-
nentialfunktion ein und multiplizieren die Gleichung mit 2i. So erhalten wir

(2430) (" +e7) — (2+1) (" —e™) = —2-2i.

Wir substituieren w = ¢, multiplizieren mit w und bringen alle Terme nach links. Dadurch
erhalten wir die quadratische Gleichung

2iw? + (24 20)w+44+4i=0.
Wir dividieren noch durch 2i und fithren dann quadratische Ergénzung durch:

w4+ (1—)w+2-2=0.

1_~ 2 1_ 2
(u+Tl) F2-2i— (Tl) -0.

1-i\? C i 3.
('LU-'FT) ——2+21—§——2+§1,

Wir suchen zun#chst eine Zahl z +iy, z, y € R, mit (z+iy)* = —2+ 3/21. Vergleich von Real-
und Imaginérteil liefert das nichtlineare Gleichungssystem

3
2yt =2, 21’y:§.
Wir setzen y = 3/(42) in die erste Gleichung ein:
9 9
12—@=—2, also z4+212—E=0.

Mit quadratischer Ergnzung folgt (2% + 1)* = 25/16, also 2> = —1 4+ 5/4. Da « € R kommt
nur die positive Losung in Frage, also 2? = 1/4. Wir erhalten x = +1/2 und y = :l:%. Somit

1st
1—-i 1+3i . 1—i 143i
- + =2 oder w=— —

2 2 2 2

Es bleibt noch die Riicksubstitution von w = e** durchzufithren. Im Falle w = 2i ist |w| = 2,
Arg(w) = 7/2, also

w= =-1-i.

iz=ln(2)+i(%+27rn), nez.

Im Falle w = —1 — i ist |w| = V2, Arg(w) = —37/4, also
iZ:lll(\/E)+i(—3—I+27Tﬂ) , ne.

Die Losungsmenge der urspriinglichen Gleichung ist also

{g+27m—iln(2):nEZ}U{—?%+27m—iln(\/§):nEZ},

Losung zu 2: (a) Wir zeigen dies durch vollsténdige Induktion. Der Induktionsanfang (n = 1)
ist durch die Aufgabenstellung schon vorgegeben. Es ist also nur noch der Induktionsschritt
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zu erbringen. Als Induktionsvoraussetzung nehmen wir also an, dass a, € [1,2] fiir ein n gilt.
Dann ist

2 2-34a, a,—1LV

o1 — 1= —1= = >0,
Ont1 3—a, 3—a, 3—a,

2 2 -6+ 2a, 2 —a, LV.
1 — 2= —2= =2 <o.
1 3—a, 3-a, 3-a, =

Also ist auch a,4+1 € [1,2]. Somit ist der Induktionsschritt erbracht. Es folgt a,, € [1,2] fiir alle
n € N gezeigt.

(b) Nach Teil (a) ist die Folge beschrinkt. Wir untersuchen sie auf Monotonie:

2 . 2-3a,+al (4, —1)(a,—2)
" 3-—a, 3—a,

Upi1 — Qp = §07

3—a,
wobei wir die Schranken aus Teil (a) verwenden. Die Folge ist also monoton fallend. Aus dem
Monotoniekriterium ergibt sich, dass die Folge konvergiert.

Wir setzen ¢ = lim @, und bilden die Fixpunktgleichung:
n—oo

2
a=g— a®-3a+2=0 <= (a—1)(a—2)=0.

Der Grenzwert ist also entweder 1 oder 2. Da die Folge monoton fillt, ist @ = 1 fiir a; € [1,2).

Ist ay = 2, so folgt as = 2 und induktiv ergibt sich a,, = 2 fiir alle n € N. Somit ist a = 2 fiir
a; = 2.

Losung zu 3: (a) Wir verwenden die geometrische Reihe und erhalten

1 1 1 1 Iena” Igna" (1 1, =2tt41
@) =5 1—=z+71 1o =§Z§+zz4—n=2(gm+m>1 =§W1

fiir |2| < 2.

(b) Aus der Herleitung iiber die geometrische Reihe folgt direkt, dass die Reihe genau fiir
|z| < 2 konvergiert.

Man kann sich davon aber auch iiber das Wurzelkriterium (oder dhnlich {iber das Quotienten-
kriterium) tiberzeugen. Es ist

¢ 2n+1+1z"—§/Tn'2n+%|I|—>|l’| (n — )
4n+1 V2 4 ' 2 ’

Dabei verwenden wir im Zahler das Einschliefungskriterinm:

2 =2 < 1"/2"+%§ oy =32 =1/2.2—2 (n — 00).
In den Randpunkten 2 = +2 sind die Reihenglieder

1
_ "2"+1+1 n 2+F

2 =



und konvergieren daher nicht gegen null. Also divergiert die Reihe in den Randpunkten nach
dem Nullfolgenkriterium.

(c) Es ist
22" 41 2" 41 ntl 41 1 1 10
=2+ =2+ =2 N=24+ — 3+ - _ ="
—~ 4n — 471 Z 4n+1 +f() +2 1+4_1 3

Losung zu 4: (a) Beide Ausdriicke sind Kompositionen stetiger Funktionen und die Nenner

werden niemals null. Daher ist f auf R \ {0} stetig. Auerdem gilt zll}l})l_*_ f(z) = f(0) =1. Es
ist noch zu zeigen, dass auch IliI(I)li f(x) = 1ist.
z—=0- = l%fcx. = 0 = 11—>1.
x 1+ex
Somit ist f auf ganz R stetig.
(b) Es ist
-1/3 1/3 2-8/3 0
A )=t e = M e~ M e - e !
und
1 1 1

1
T 1+ exp( lim O 1v1 2

(c) Alle in der Definition von f auftretenden Terme sind auf den entsprechenden Intervallen
fiir = positiv. Somit ist f(2) > 0 fiir alle 2 € R. Fiir z < 0 gilt

B (1 +1e%)2 ¢ (_%> -0

Daher ist f auf (—oo, 0] streng monoton wachsend und somit f(x) < f(0) = 1 fiir < 0.

f@) =

22/5

Fiir « > 0 gibt es wegen lim, , f(2) =1 ein A > 0 mit f(z) < 1+ = fiir alle z > A.

Es bleibt das Intervall [0, A] zu betrachten. Auf diesem kompakten Intervall nimmt die stetige
Funktion f ihr Maximum an. Von den Randwerten wissen wir bereits, dass sie die Unglei-
chungen erfiillen. Wir suchen noch nach méglichen Maximalstellen in (0, A). Dazu berechnen
wir
(@) 2723 (14+642%) — 21/%1922% 1+ 642® — 5762°
T) = =
(14 6423) 3a2/3 (14 642%)’

Somit ist f/(z) = 0 genau fiir 1 — 5122 = 0, also fiir x = 1/8, wenn wir 0. E. A > 1/8
annehmen. Der Funktionswert an dieser Stelle ist

()=

8 1+64 (2)

€ (0,4).

13

9"

R=I [T
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Also ist auch f(z) < £ auf (0, A).

Losung zu 5: Es handelt sich um eine Bernoulli’sche Differentialgleichung. Wir substitutieren
y(x) = u(z)* mit
1
A=——m=4 und
1—2
1

u(z) > 0.

Dann ist y'(2) = 4u(z)?
4(1+2?)u(@)P ' (2) =4 (1 +2?)u(2)® + 8z u(x)*.

Wir dividieren durch 4u(z)? und erhalten eine lineare Differentialgleichung fiir u:

(1+ 2 (z) = 2z u(z) + 1+ 2%,

u'(), wir erhalten also die Gleichung

Zunéchst 1osen wir die zugehorige homogene lineare Differentialgleichung durch Separation.
Fiir ihre Losung u;, gilt also

u), () _ 2r
up(z) 1422

Wir wenden die Exponentialfunktion an, l6sen den Betrag auf und ersetzen die Integrations-
konstante, um die allgemeine Losung

up(z) = C (1 4+ 2?)

bzw.  Infuy(2)] =In(1+2?) +C.

zu erhalten.

Eine partikuldre Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung bestimmen wir durch
Variation der Konstanten. Mit w,(2) = c(z) (1 + 2?) ist u,(x) = ¢ (z) (1 + 2?) + 2z ¢(x). Wir
setzen beide Formeln ein und erhalten

(14 2?)?d @)+ 22 (1 4+ 2% e(x) =20 (1 +2%) c(z) +1+27.

Somit folgt
1

1+22’
Die allgemeine Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung lautet also
u(z) = (arctan(z) + C) (1 +2?).

Mit unserer Annahme u(z) > 0 folgt aus y(1) = 7* auch u(1) = 7. Somit ist

d(z) = also c(z) = arctan(z) .

m =2 (arctan(l) + C) = % +20.
Es folgt C' = m/4 und insgesamt
— ((aret: ™ o\
y(z) = ((arctan(x) + 4) (142 )) )

Bemerkung: Die Annahme u(2) > 0 ergibt sich natrlich aus der Tatsache, dass die Riicks-
ubstitution (in diesem Fall u(z) = y(z)"/*) wolldefiniert sein muss. Vergisst man dies, erhilt
man eine zweite ,, mogliche Losung*”

3m !

— )+ .

1 ) 1+ ))

yla) = <<arctan(l’) -

Eine Probe unter Beachtung des Vorzeichens des Terms (y(z))%* zeigt aber, dass dies tatsichlich
keine Losung der DGL ist.



