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Aufgabe 1

(a) Berechnen Sie die beiden Losungen w; » € C der quadratischen Gleichung

w? =3 +4i.
(b) Nutzen Sie das Ergebnis aus Teil (a), um alle Losungen z € C der Gleichung

-2 (sin (%))Z =i+ (2+i)e™

zu bestimmen.

Aufgabe 2

Die Folge (a,),, sei rekursiv durch einen Startwert ao € [1,3] und die Vorschrift

2a% — 3a, + 3

a, +1 » n€No
n

Apt1 =
gegeben.
(a) Zeigen Sie: Es gilt a, € [1, 3] fir alle n € Ny.
(b) Uberpriifen Sie die Folge (an)n auf Monotonie.

(¢) Begriinden Sie, dass die Folge (a,), konvergiert und berechnen Sie den Grenzwert in
Abhéngigkeit von ay.
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Aufgabe 3
Gegeben sei die Funktion

111(1-&-21)_’_1 250
FR\{1} =R, f(z) = zIn(z) ’ ’
1, z<0.

(a) Zeigen Sie, dass die Funktion f in 2 = 0 stetig ist.

(b) Ist die Funktion in x = 0 differenzierbar? Begriinden Sie Thre Antwort.

Aufgabe 4

fir « > —2.

3
Sei =
@ = 7=
(a) Zeigen Sie, dass fiir die k-te Ableitung von f gilt:
3 (2k)!

2k+1

(K) () — (_1)k
P =00sm (+2)%

ke N.

(b) Geben Sie die Taylorreihe fiir f mit Entwicklungspunkt 2 = —1 an.

(¢) Bestimmen Sie den Konvergenzradius dieser Reihe.

Aufgabe 5

Bestimmen Sic den Typ der Differentialgleichung und berechnen Sie dic Losung des Anfangs-
wertproblems

Y (z) = % + ¢”arctan(e”)vx, x € [1,00) mit y(1) = —%ln(l +e%).

Hinweis: Es gilt [ arctan(z)dz = zarctan(z) — $In(1 + 22) + C.



Losung zu 1:
(a) Mit w = x4 iy, =,y € R, folgt
W= (z+1iy)? = 27—y  + ey = 3+4i
und wir erhalten durch Vergleich der Real- und Imaginérteile die beiden Gleichungen

22 —y* =3 und ay=2.

Einsetzen von y = 2 in die erste Gleichung liefert #* — 322 = 4 mit den beiden Loungen

22 = —1 und 2% = 4. Da davon nur die zweite eine Losung 2 € R besitzt, folgt 212 = £2 und

Y12 = 1. Wir erhalten die zwei Losungen wy =2 +1i und wy = —2 — 1.

1, . )
(b) Mit der Darstellung sin(z) = % (¢ — ¢7=) erhalten wir

.o (% 1\ iz —iz\2 15 —iz
sin? (5) = (Z) (e'F —e'%)" = 7Z(e +e*-2).
Einsetzen dieser Identitdt und Multiplikation mit 2 fithrt auf die Gleichung

e -2 = 24 (4+2)eF
e e —2(1+i) (3+2i)e™

Wir substituieren u = e'* und erhalten die quadratische Gleichung
w?—2(1+i)u = 3+2i
2
I (u —(1+ i))

3+ 20+ (1+1)* =3 +4i.
Aus Teil (a) erhalten wir die beiden Losungen

[ A+ +2+1) =342,
T a+)- @) =1

Mit u = € bzw. iz = In(u) + 27ik = In |u| + iarg(u) + 27ik fiir k£ € Z und
|| = V13, arg(u,) = arccos (i) , lus| =1, arg(us) = arccos(—1) =
VI3

erhalten wir die Losungen

z=arccos(\/i1_3)+2k’7r—iln(\/ﬁ) und z=(14+2k)7 mit keZ.
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Losung zu 2:

(a) Wir beweisen die Aussage per vollstéindiger Induktion.
Induktionsanfang: n = 0: Nach Voraussetzung gilt 1 < qy < 3.
Induktionsvoraussetzung: Es gelte a,, € [1, 3] fiir ein beliebiges, aber festes n € Ny.
Induktionsschritt: n — n+1

Nach Induktionsvoraussetzung ist a,, < 3. Somit gilt
Ay — 3 S 0 | . 2“71

@20 942 _6a, <0 |+ 3an
= 2a% — 3a, < 3a, |+3
— 2ai—3an+3§3an+3

2a2 —3a, +3 _ 3(a, +1)

a, + 1 a, +1

Es bleibt noch a,4+1 > 1 zu zeigen. Umformen liefert

2a% — 3a, + 3 .

an + 1 -

e 22 —3a,+3>a,+1

& 242 —4a,+2>0

& 20a, —1)*>0. v

A

=3.

= Up41 =

Apt1 =

Alternative: Wir zeigen, dass die Funktion f : [1,3] = R, f(z) = 212;% monoton
steigend ist und erhalten damit

fle) <fB3)=3 ..
f(i) > f1)=1 fiir 2 € [1, 3]

= Up41 € [1,3]

Es gilt
) (dr—3)(x+1)—22+32—3 2%+40—6 2a+1)?—8 8
f'@) = = = —2_ )
(x4 1)2 (x+1)2 (x+1)2 (x+1)?
Fiir z € [1, 3] erhalten wir
. 1 1 1 1 8
4< 1<16 & —<—"o<- & -< <2
sE+s 16~ (T+22 1 2= (+1)?

und somit ist

7 _ L.
f(x)—Z—m20 fir x € [1,3].
Damit ist gezeigt, dass die Funktion f monoton steigend ist.
(b) Es gilt
2a; — 3a, + 3 2a2 — 3a, +3 —an(a, +1) @ —4a,+3
Upy1 — Gp = — Qp = =
a, +1 a, +1 a, +1
—9)2 _ an—2€[—1,1]
_ (e m 2P o1 el

a, +1 -

Das bedeutet, die Folge (ay,), ist monoton fallend.



I(l+20) gy o — 04

z2In(z)

Wenn der Kehrwert jedoch gegen 0 konvergiert, so muss der Bruch
divergieren. Daher ist f in @ = 0 nicht differenzierbar.
Achtung: Wenn wir die Regel von L’Hospital anwenden mdéchten, muss der Grenzwert

!
lim f((x) =ceR
T—IT0 g (1,’)

(c) Die Folge (ay,), konvergiert nach dem Monotoniekriterium. Wir berechnen

.22 —-3a,+3 2d*—3a+3
lim =
a, + 1 a+1

a= lim a,4 =
n—00 n—oo

e d+a=2-3a+3 & a*—4a+3=0 & (a—-2>-1=0

existieren. Daher konnen wir mit L’Hospital nur den Grenzwert des Kehrwertes berechnen.

& la—2/=1 = a=1odera=3.
Fiir ao € [1,3) konvergiert die Folge gegen den Grenzwert a = 1. Fiir ap = 3 ist die Folge

konstant 3, also gegen a = 3 konvergent.
Losung zu 4:
(a) Beweis durch vollsténdige Induktion:
IA: k =1 : Wir berechnen die erste Ableitung f’ und zeigen damit
3.2l

Losung zu 3:
3
@)= ————— = (1) ———.
f@) 2z +2)2 ( 21z +2)%

(a) Damit die Funktion f in z = 0 stetig ist, muss
=1

lim f(z) = f(0) =

=0+

erfiillt sein, d.h. wir haben den Grenzwert lim f(z) zu berechnen. Mithilfe der Regel von
o0+ IV: Die Darstellung fiir f*) gelte fiir ein k € N.
IS: k — k4 1 : Wir berechnen die Ableitung von f®*):
1@ = (fP@)

L H()bpl al bestimmen wir zunéchst
26k 2k 1

1 —oo 1 2
lim zln(z) = lim n(lat) = lim % = lim L —
z—0+ z—0+ > z—0+ —z z—0+ x
Somit kénnen wir fiir die Berechnung des Grenzwertes 1#1[(1)1+ 1.;(1111;(5;) die Regel von I’Hospital = (=D 22k k! 2
benutzen. Es gilt (1) 3-(2k+1)! ) 2(k+1)
. ) 22+1f(z 4 2) % 2(k+1)
ez 4 B T liI(1)1+1()+1+§1()+2 =0 e
=0+ In(z a—0+ In(x 2 In(z x = (= -
22+2(f 4 1)) (2 + 2) %5
Damit ist die gegebene Darstellung der k-ten Ableitung nachgewiesen.

i In(z)

Somit ist li%l+ f(z) =1 und wir haben die Stetigkeit von f in 2 = 0 gezeigt.
2
(b) Wir berechnen den Funktionswert und den Wert der Ableitungen am Punkt zp = —1

(b) Fiir die Differenzierbarkeit ist lill(l) H@-JO 4y berechnen. Der linksseitige Grenzwert ist 0,
Z—
da f(z) = 1ist fir alle 2 < 0. Fiir > 0 ist 3
J1) = o—— =3
f@) - fO0) _ AT 1420 Vo

= = . *) % 3(2k)! « 3(2k)!
z z 22 In(z) ! (_1) = <_ ) 2%il (_1) o2kl

22kfl(—1 + 2)%5 22k

Da
. 5 . In(z) = 1 . 2° Damit lautet die Taylorreihe fiir f mit Entwicklungspunkt zq = —1
lim #°In(z) = lim —— = lim = lim —— =0

20+ 20+ =5 0+ — = =0+ 21 - f(’“>( ) - 3(20)

. _ Zo k o k c)! k
kann erneut die Regel von L’Hospital angewendet werden. Fiir den Kehrwert von % T(x;—1) = (Z k! (@ — o) ) - (3 + Z(_l) 226 L] (@+1) )
berechnen wir k=0 k=1

) > 3(2k)!
2% In(x) 2rln(z) +Z = Z(—l)k—?k(m)?(m +1)R) .
im = lim —= = lim (14 22)(2z1n(z) +x) = 0. k=0 :
=0+ In(1 + 2) 20+ o 250+
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(¢) Mit dem Quotientenkriterium berechnen wir

aerr|  [(1)FT3(2k + 2)1(x + 1)FF! 22|

m 2Rk DI+ 1) (—1)F3(2k)(x + 1)k
@k +2)(2k+1) 2+ Dk + 1)
_‘ AV L il ey L
72]&‘-‘1—1 k—o0

= — 1 1].
2k+2|£+ | == |z + 1]

Der Konvergenzradius der Taylorreihe ist r = 1.

Losung zu 5: Es licgt cin lincarc inhomogenc Differentialgleichung 1. Ordnung vor.

Allgemeine Losung der linearen homogenen DGL:

Eine Stammfunktion von a(z) = 5 ist A(z) = +In(z) = In(y/Z) und die lincare homogene

2z 2
DGL .
! = —
(&) = 5o (@)
besitzt somit die allgemeine Losung y,(2) = Cy/x, C € R.

Spezielle Losung der linearen inhomogenen DGL: Variation der Konstanten

Wir setzen den Ansatz §(x) = C(z)y/z in die DGL ein, um eine Losung der linearen inhomo-
genen DGL zu bestimmen. Wir erhalten

7(2) = C'(2)Vx + C(az)ﬁ = %C(az)\/a_: + e” arctan(e”) vz
& C'(x) = ¢” arctan(e”)
= C(x) = /ez arctan(e”)dz .

Mit der Substitution e¢* = z, ¢*dx = dz konnen wir das Integral berechnen,
/ ¢” arctan(e”)dz = /arctan(z)dz Himweis arctan(z) — %ln(l +2H+C
= ¢” arctan(e”) — %ln(l +e)+C, CeR.
Alternativ kann das Integral mithilfe partieller Integration berechnet werden

/ e’ arctan(e¢”)dx = ¢” arctan(e”) — / e da = " arctan(e”) — 3 In(1+¢*) +C.

e 41

Eine spezielle Losung der DGL ist somit durch
1 .
g(z) = (el arctan(e”) — §1H(1 i ezz)> JE

gegeben.
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Allgemeine Losung der linearen inhomogenen DGL: Die allgemeine Losung der linearen inho-
mogenen DGL lautet

1
y(z) = 9(x) + yu(x) = (ez arctan(e”) — 3 In(1 + ¢*) + C) V.
Einsetzen der Anfangsbedingung liefert

1 1
= In(1 +€*) = y(1) = earctan(e) — 5 In(l+e*)+C

= (C = —earctan(e).



