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1.1

Vektorraume

Einfiihrung

Wir wollen die Grundbegriffe der Vektorrechnung wiederholen bzw. einfithren. Dazu betrachten
wir zunéchst einige Beispiele.

Beispiele:

(a)

In der Mechanik werden physikalische Grolen wie Kréfte, Geschwindigkeiten oder Impulse als
Pfeile veranschaulicht, die durch ihre Richtung und ihre Lénge festgelegt sind. Man spricht
von Vektoren. Da ein Vektor beliebig in der Ebene oder im Raum verschoben werden kann,
spricht man auch von freien Vektoren.

Man kann zwei freie Vektoren addieren, indem man den Anfangspunkt des zweiten in den
Endpunkt des ersten legt. Die Summe ist dann der Pfeil vom Anfangspunkt des ersten zum
Endpunkt des zweiten. Man kann ferner einen freien Vektor mit einer reellen Zahl mul-
tiplizieren: Ist die Zahl positiv, ist das Ergebnis der um diese Zahl gestreckte Vektor. Ist
die Zahl negativ, wird zusétzlich die Richtung umgekehrt.

Freier Vektor Addition freier Vektoren

In der Geometrie kann mit einem Punkt in der Ebene oder im Raum dessen Ortsvektor asso-
ziiert werden, der Verbindungsvektor des Ursprungs O mit diesem Punkt. Zwei Punkte A, B
bzw. deren Ortsvektoren konnen addiert werden, indem man das Parallelogramm konstruiert,
das die Eckpunkte A, O und B besitzt. Der vierte, O gegeniiberliegende Punkt, ist dann die
Summe von A und B. Auch die Multiplikation von A mit einer reellen Zahl A ist moglich:
Ist A > 0, so ist das Ergebnis der Punkt auf dem durch O und A festgelegten Strahl mit dem
A-fachen des Abstands von O verglichen mit A. Ist A < 0, so muss zusétzlich an O gespiegelt
werden.

Zwei Polynome p, ¢ : C — C vom Grad kleiner gleich N kénnen im Sinne von Funktionen
addiert und mit einer komplexen Zahl multipliziert werden. Ist

N N
pr)=> a;a’,  q@)=> ba', xeC,
5=0 5=0
und A € C, so ist
N N
p+ @) =S (e +b)27,  Op)@) =3 Aga/,  weC.
5=0 5=0

Beide Funktionen p + ¢ bzw. Ap sind wieder Polynome vom Grad kleiner gleich N.
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In allen drei Fillen sind also auf einer Menge von Objekten zwei Operationen Addition und
Multiplikation mit einer Zahl definiert. Durch Anwendung der Operationen erhélt man jeweils
wieder ein Objekt dieser Menge. Bevor wir die Rechenregeln identifizieren, die fiir diese Operationen
gelten, wollen wir fiir uns wichtige Beispiele solcher Strukturen kennenlernen.

Definition 1.1 Sei K = R oder K = C und n € N eine natiirliche Zahl. (Wir denken vor allem
ann =2 oder n =3 sowie K=R.)

Spaltenvektoren bestehen aus n tibereinandergeschriebenen Zahlen,

I
r = : mit 1, ...,x, € K.
g
Die Zahlen x4, ..., x, heiffen Komponenten oder Koordinaten des Vektors x. Die Menge aller
Vektoren mit n Komponenten wird mit K* bezeichnet (also R™ bzw. C" fiir K =R bzw. K= C).
I Y1
Firz= 1| :|,y=1 1| € K" und A\ € K werden Addition und skalare Multiplikation
Tn Yn
definiert durch:
1+ U ATy
Tty= : ) AL = :
T + Yn ATy

Um Platz zu sparen, schreiben wir auch

1
= (x1,...,2,) €K" statt x=

Tn

Bei der letzten Notation steht das hochgestellte T fiir transponiert. Im Zusammenhang mit der
Matrizenrechnung wird dies spéter eine wichtige Operation.

Wir kénnen nun nachrechnen, dass fiir V= K" die folgenden Rechengesetze gelten:

(V1) Mit =, y € V und A € K sind = + y und Az wieder Elemente von V' (Abgeschlossenheit
beziiglich der Operationen)

(V2) Fiir alle z, y, z € V gilt x + (y + 2) = (v + y) + 2 (Assoziativgesetz).
(V3) Fiir alle z, y € V gilt x + y = y + = (Kommutativgesetz).

(V4) Es existiert genau ein Element o € V mit z 4+ 0o = x fiir alle z € V. Das Element o heift
neutrales Element oder Nullelement.

(V5) Zu jedem z € V existiert genau ein 2’ € V mit x + 2’ = o. Das Element 2’ wird mit —z
bezeichnet und heifit Negatives zu z. Es gilt also x + (—z) = o fiir alle z.

(V6) Fur allez € V und A, p € K gilt (A + p) x = Az + pa.

(V7) Fiir alle z, y € V und A € K gilt A (z +y) = Az + \y.



(V8) Fiir alle x € V und A\, p € K gilt () x = A(px)
(V9) Fiir alle z € V gilt 1z = =z (1 ist die Zahl Eins).

Dabei ist das Nullelement derjenige Spaltenvektor, dessen sédmtliche Komponenten null sind. Das
Negative von z € K" erhélt man, indem man bei allen Komponenten das Vorzeichen &dndert.

Sie konnen (und sollten!) sich davon iberzeugen, dass auch bei den anderen einfithrenden Beispielen
die Gesetze (V1)—(V9) erfillt sind. Sehr unterschiedliche Mengen zeigen also ein und dieselbe
Struktur. Hierfiir fithren wir einen eigenen Begriff ein.

Definition 1.2 FEine Menge V', auf der zusammen mit K = R oder K = C zwei algebraische
Operationen Addition und skalare Multiplikation definiert sind, die den Gesetzen (V1)-(V9)
geniigen, heifit Vektorraum diber K oder K-Vektorraum. Die Elemente von V' heiflen Vektoren.

Wenn wir einen Sachverhalt iiber einen Vektorraum nur unter Verwendung der Rechengesetze
(V1)-(V9) nachweisen, so gilt dieser Sachverhalt automatisch fiir alle Vektorrdume.

Die wesentliche Aussage, dass die Spaltenvektoren einen Vektorraum bilden, formulieren wir noch
einmal als einen Satz.

Satz 1.3 Der K" ist ein Vektorraum iber K, d.h. die Figenschaften (V1)-(V9) gelten mit dem
neutralen Element 0 = (0,...,0)" und dem Negativen —x = (=1)z 2u x € K".

Bemerkung: Der Raum C! = C ist einerseits ein C-Vektorraum. Andererseits kénnen wir uns auch
auf die Multiplikation nur mit reellen Zahlen einschrianken, also C als R-Vektorraum betrachten.
Dann entspricht C dem R

Fiir n = 1 wird K! mit K identifiziert. In der Literatur wird hiufig Fettdruck, oder eine spezielle
Notation wie z oder ¥ verwendet, um deutlich zu machen, dass es sich um einen Vektor handelt.
Wir werden aber im Folgenden auf eine gesonderte Kennzeichnung verzichten; denn, ob mit oder
ohne Kennzeichnung, es wird stets unerlésslich sein, sich im Zusammenhang klarzumachen, welche
Elemente aus welcher Menge gerade durch einen bestimmten Buchstaben vertreten werden.

Veranschaulichung des R? und R?®: Fiir n = 2 oder n = 3 kénnen wir x = (x1,79)" bzw.
x = (z1,72,23)" als Punkte der Ebene bzw. des Raums auffassen, wenn wir ein festes Koordina-
tensystem zugrunde gelegt haben. Ublicherweise nehmen wir ein rechtwinkliges Koordinatensystem.
Z.B. entspricht der Spaltenvektor x = (1,2)" dem Punkt X mit der z;-Koordinate 1 und der z-
Koordinate 2 der Ebene. Oft interpretieren wir = (21, 23) T auch als Ortsvektor OX oder als freien
Vektor. Ab jetzt identifizieren wir Vektoren mit Ortsvektoren und Punkten der Ebene, schreiben
also z.B. (3,1) " und meinen damit den Spaltenvektor (3,1)", aber auch den entsprechenden Punkt
oder Ortsvektor in einem Koordinatensystem.

Es gibt viele weitere Rechengesetze fiir Spaltenvektoren. Diese kénnen direkt nachgewiesen werden,
oder nur mit Hilfe der Axiome (V1)-(V9). Einige wichtige fassen wir im folgenden Satz zusammen:

Satz 1.4 (a) 0x =0 € K" fiir alle x € K" und A0 =0 fiir alle A € K.
(b) Az =0 € K" impliziert A = 0 oder x = 0.
(c) (=N)x = —(Ax) = A(—=x) fir alle x € K" und A € K.




Beweis nur mit Hilfe der Axiome (V1)—(V9) (und damit giiltig in allen Vektorrdumen):

(a) Nach (V6) ist 0z + 0x = (0 + 0)z = O0x. Addition des Negativen —(0x) zu Oz liefert (benutzt
wird auch (V2)) 0z + 0 = 0, also wegen (V4) die Behauptung 0x = 0. Genauso folgt: A0 + A0 =
A(0 +0) = A0, also nach Subtraktion von A0 die Behauptung A0 = 0.

(b) Sei Az =0 und A # 0. Dann ist © = 1z = (3A)z = ;(Az) = 1+ 0 = 0 wegen (a).

(c) (=N)x+ Az = (=A+ ANz =0z = 0, also ist (—A\)x = —(Az). Speziell fiir A = 1 ist (—1)z =
—(1lz) = —z und M(—z) = AM(—1)x = (=\)z. O

Geraden in der Ebene R? oder im Raum R? und Ebenen im R? haben eine besondere Struktur, sie
sind ,,nicht krumm®. Dies prézisieren wir:

Definition 1.5 (a) Sei U C V eine nichtleere Teilmenge eines Vektorraums V iber K mit den
Figenschaften:

Firallez,y e U und N e K gilt t +y € U und A\x € U.

(Man sagt auch dazu: U ist bzgl. Addition und skalarer Multiplikation abgeschlossen.) Dann heifit
U ein linearer Unterraum oder Teilraum von V.

(b) Sei z € V ein fester Vektor und U ein linearer Unterraum. Dann heifit die Menge
z + U = {z—l—x:xEU}

ein affiner Unterraum. Interessant ist dieser Begriff natirlich nur, wenn z & UQ ist.

Wir erkennen sofort, wenn wir in obiger Definition A\ = 0 bzw. A = —1 setzen, dass fiir jeden
Unterraum U gilt: 0 € U und mit jedem = € U ist auch das Negative —x € U. Die Eigenschaften
(V1)-(V9) gelten auch, wenn wir uns auf Elemente von U einschrinken.

Lemma 1.6 Ein linearer Unterraum ist selbst ein Vektorraum.
Fiir jeden affinen Unterraum z + U gilt z € z+ U.

Triviale lineare Unterrdume von K" sind U = K" und U = {0}. Dies sind die groft- bzw.
kleinstmoglichen linearen Unterrdume. Als Beispiele von affinen Unterrdumen betrachten wir Ge-
raden und Ebenen in Parameterform.

Definition 1.7 (Parameterform von Gera-
den im R™)

Sein > 2, sowie p € R" und a € R\ {0}
gegeben. Die Gerade G durch den Punkt
p in Richtung a ist gegeben durch a4 r=p+2a

G={p+tacR": teR}. )

Da jedem Parameter t € R der Punkt x =
p+ta € G entspricht, spricht man auch von
der Parameterform der Geraden.




Die Menge U = {ta : t € R} ist ein linearer Unterraum, denn tya + toa = (1 + t2) a und t1(tea) =
(tity) a fur alle ¢y, to € R. Daher ist {p +ta : t € R} = p+ U ein affiner Unterraum. Sind zwei
Vektoren p und q des R™ gegeben, so gibt ¢ — p die Richtung der Geraden durch p und ¢ an, also
istz = p + t(¢g—p), t€R,die Parameterform der Geraden durch p und ¢. Fiir ¢t € (0, 1) liegt
r=p+1t(q—p) ,zwischen® p und gq.

Definition 1.8 (Parameterform wvon Ebe-
nen im R")

Jetzt sein > 3. Gegeben seien p € R™, a,b €
R™\ {0}, fiir die a # N\b fiir alle A € R gelte.

Dann st

E={p+ta+sbeR": stecR},

die Ebene E durch den Punkt p, die mit den
Richtungsvektoren a und b aufgespannt wird.

Die Menge U = {ta+sb: s,t € R} ist ein linearer Unterraum, daher {p+ta+sb:s,t € R} =p+U
ein affiner Unterraum.

Beispiel: Bestimme die Ebene durch die Punkte (1,1,1)", (1,2,3)" und (2,4, 1)". Hier kann man
nehmen:

1 1 1 0 2 1 1 1
p=|1),a= 2 )—-1 1 |=(11],6=14 |- 1]=1|3 ], alsox=1[1 |+
1 ) 3 1 2 1 1 0 1
0 1
tl 1 | +s| 3 ], s,te€R, oderin Komponenten:
2 0
ry = 1 + S
ro = 1 + t 4+ 3s t,s € R.

Die Ebene durch drei Punkte p, ¢ und r ist also gegeben durch
{zeR:2=p + tlg—p) + s(r—p), steR}.

Es muss vorausgesetzt werden, dass p, ¢ und r nicht auf einer Gerade liegen, spéter fithren wir
hierfiir die Sprechweise ein, dass die Vektoren ¢ — p und r — p linear unabhdngig sind.

Hélt man in der Ebenengleichung = = p + ta + sb, s,t € R, einen der beiden Parameter (z.B. t)
fest, so beschreibt der andere Parameter (hier s) eine Gerade in der Ebene (hier in Richtung b).

Wir erkennen, dass im Spezialfall p = 0 die Gerade x = ta, t € R, bzw. die Ebene x = ta + sb,
t,s € R, durch den Nullpunkt gehen und damit lineare Unterrdume sind. Fiir p # 0 ergeben sich
entsprechend verschobene affine Unterrdume. Wir betrachten zwei weitere Beispiele, die ebenfalls
Geraden im R3 beschreiben.

Beispiel 1.9  Seien U,V C R? definiert durch
U = {ZEER332ZE1+1‘2—4ZE3:O, x1+5x3:0},
Vo = {x€R3:2x1+x2—4x3:1, x1+5x3:2}.
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Dann ist U ein linearer Unterraum von R® und V ein affiner Unterraum (weshalb?). Wie sehen
diese Mengen anschaulich aus? Wir werden spéter zeigen, dass sie jeweils aus den Schnittpunkten
von zwei Ebenen bestehen, also selbst Geraden beschreiben.

1.2 Das Gauf3’sche Eliminationsverfahren

Im obigen Beispiel 1.9 wurden die Mengen beschrieben durch Gleichungen, die die Vektoren erfiillen.
Genauer handelt es sich um lineare Gleichungen, d.h. Gleichungen der Form

n
E aja:j =)
j=1

mit gegebenen Zahlen (Koeffizienten) a;, j = 1,...,n, b und den zu bestimmenden unbekann-
ten Werten z;, j = 1,...n. Haufig miissen, wie im Beispiel, simultan einige solcher Gleichungen
betrachtet werden. Dies fiihrt auf lineare Gleichungssysteme:

Es ist ein Vektor z = (x1,...,2,)" € K" von reellen (K = R) oder komplexen (K = C) Zahlen
gesucht, sodass m Gleichungen der Form

a1 r; + apry + - 4+ apmT, = b
axn r1 + axpry + -0 4+ agmT, = by (11)
ami T1 + amé To + ce + am,; T, : b
erfiillt sind mit gegebenen Koeffizienten a;; € K, ¢« = 1,...,m, j = 1,...,n und rechten Seiten
b e K,i=1,...,m, die wir entsprechend der Gleichungen indizieren.

Wir haben etwa im Beispiel

—xr + 2l‘2 — 71‘3 = -3

3ry + dxy — 6.1’3 = -1
zwei Gleichungen in den drei Variablen (zy,75,23)" € R?® mit der rechten Seite (by,by)" =
(=3,—1)" € R? und den Koeffizienten a;; = —1,a10 = 2, ..., ag = —6.
Falls b, = --- = b,, = 0 sind, heiffit das Gleichungssystem homogen. Ansonsten ist es ein inho-

mogenes Gleichungssystem.

Wegen des wichtigen Konzepts der Linearisierung, das wir bei einer Variablen bereits beim Ab-
leiten kennengelernt haben und auch noch bei mehreren Variablen untersuchen werden, sind bei
vielen Problemen solche Gleichungssysteme teilweise mit sehr groler Anzahl an Variablen zu 16sen.
Deswegen betrachten wir hier einen systematischen Losungsweg, den Gauf3-Algorithmus. Dieser
Zugang wird auch in Programmpaketen verwendet, zumindest wenn die Anzahl der Variablen nicht
zu grof ist. Wegen der Rechenzeit sind bei sehr groflen Systemen andere Verfahren erforderlich,
die Losungen iterativ annédhern.

Wir 16sen Gleichungssysteme, indem wir Schritt fiir Schritt einfachere Systeme mit gleicher Losungs-
menge bestimmen. Ziel ist es Variablen zu eliminieren, d.h. Gleichungen so zu kombinieren, dass
die Variable sich in einfacher Weise direkt aus den iibrigen ergibt. Bei linearen Gleichungssystemen
ist dies stets moglich.

Beispiel 1.10

T + T2 + T3 — r, = 1
4xry + dxry + dSx3 + 24 = 0
rr — 2.1’2 —+ 2.1’3 — 533‘4 = 5
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Subtrahiere 4% (1. Zeile) von der 2. Zeile und die 1. Zeile von der 3. Zeile, dann erhalten wir:

rr + To + T3 — Ty = 1
To + X3 + 61’4 = —4
- 3[L‘2 + r3 — 4[L‘4 = 4
Addiere 3x 2. zur 3. Zeile:
r, + X9 + rs — Ty = 1
T2 + T3 + 6374 = —4
dxs + 14y = -8

Genau diese Dreiecksgestalt des Gleichungssystems ist das Ziel des Vorgehens. Nun kénnen wir
durch Einsetzen von unten nach oben (Riicksubstitution) x3, x5, x1 in Abhéngigkeit von z4 an-
geben. Wir erhalten z3 = —2 — %x4, Tog = —2 — 3374 und xy = 5 + Txy. Fiir jede Wahl von x4, € R
ergibt sich eine reelle Losung des Gleichungssystems.

Benutzt wurden die folgenden elementaren Umformungen:
(a) eine Gleichung wird ersetzt durch ein von Null verschiedenes Vielfaches dieser Gleichung.

(b) eine Gleichung wird ersetzt durch die Addition der Gleichung und einem Vielfachen einer
anderen Gleichung.

Die Umformungen unter (a) und (b) sind offensichtlich Aquivalenzumformungen, d.h. sie indern
die Losungsmenge des Gleichungssystems nicht.

Da bei allen Rechnungen x4, .. ., x,, unangetastet bleiben, bietet sich eine iibersichtlichere Notation
an. Wir stellen nur die Koeffizienten in einem Tableau zusammen:

a1 @iz - Qi | b
Az Gog - Qg | by

(1.2)
am1 Am2 - Amn bm

welches das Gleichungssystem repréasentiert. Das Gaufl’sche Eliminationsverfahren besteht nun
aus folgenden Schritten:

(A) Wihle ein sogenanntes Pivotelement, d.h. ein Element a;; # 0 des Schemas (nicht aus der
b—Spalte). Fiir Handrechnungen nehme moglichst eines aus einer Spalte mit vielen Nullen,
und/oder eine 1 oder —1, um die Rechnungen nicht unnétig zu erschweren.

(B) Fiihre elementare Umformungen durch, um in der Spalte des aktuellen Pivotelements alle
Eintrdge leerzurdumen, die nicht in einer Zeile mit einem Pivotelement stehen.

(C) Wahle wieder ein Pivotelement # 0 aus einer Zeile, in der noch kein Pivotelement aufgetreten
ist, und fahre fort mit (B).

(D) Breche ab, falls kein Pivotelement in einer ,unmarkierten“ Zeile mehr vorhanden ist.

Die Anzahl r der Pivotelemente heifit Rang des Gleichungssystems. Um die Dreiecksgestalt zu
bekommen, miissten jetzt die Zeilen eventuell noch entsprechend umsortiert werden. Mit ein wenig
Routine kénnen wir uns diesen Schritt sparen.

Es ist immer | < m und r < n|, da verschiedene Pivotelemente in verschiedenen Zeilen und ver-
schiedenen Spalten stehen.




Beispiel 1.11 (a) (vergleiche Beispiel 1.10 oben) Wir berechnen

1] 11 —1/|1 1 11 -1 1 111 -1] 1
4 55 2|0 — o011]1 6/-4 — 011 6|4
1 -2 2 5|5 0 -3 1 —4| 4 004 14|-8

Wir sind fertig, da in jeder Zeile ein Pivotelement steht. Die Spalten 1, 2 und 3 sind pivotisiert,
daher nennen wir x1, xs und z3 die abhdngigen Variablen und x4 die unabhdingige oder freie Variable.
Die Losungsmenge L ldsst sich ablesen,

5 7 ’
L = {<5+7x4,—2—§x4,—2—§x4,x4) ER4:x4eR}

und der Rang ist 3.

(b) Gesucht ist die Losung des linearen Gleichungssystems (m = n)

r1 + 2190 + 313 + w4 = 1
ry + 3l‘2 + 31‘3 + 21‘4 = 0
201 4+ 4dxy + 3xz3 + 34 = O

ry + To + T3 + .T}4:O.

Wir stellen das Schema auf und wahlen das erste Element in der letzten Zeile als erstes Pivotele-
ment.

123 1]1 012 0]1 01 2 0|1 01 o0 o0f1
13320 o022ffjo 02 210 0 2 210
2 43 3|0 021 10 00 [-1] 0]0 0 0 —1 0|0
1110 111 10 11 1 110 1 1 1 10
Also haben wir das dquivalente Gleichungssystem

i) =1

2[L‘2+2l‘3+l‘4:0

— I3 =0

Ty + x2 + w3 + x4 = 0

und erhalten nach Riicksubstitution die eindeutig bestimmte Losung # = (1,1,0, —2)". Der Rang
ist hier 4. Beachten Sie zum Beispiel die Wahl des ersten Pivotelements. Es wurde die vierte Zeile
gewihlt; denn zum einen ist das Pivotelement gleich Eins (also treten nur einfache Multiplikationen
im ersten Schritt auf), zweitens sind alle weiteren Elemente in der Zeile gleich Eins (also auch hier
nur einfache Rechnungen beim Eliminieren) und drittens steht auf der rechten Seite eine Null (also
sind keine weiteren Rechnungen auf der rechten Seite in diesem Schritt erforderlich)

(c) Ein weiteres Beispiel mit m > n:

xrT — Tro -+ 2[L‘3 = 2 1 -1 212
r, + 2[L‘2 — Tr3 = 1 . 1 2 —1|1

. Alsoh
%1 — my - 14 = 0 so haben wir 5 _1 0
3r; + 3z9 = 3 3 0]«
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-3 [1] o] 2 -3 1 0] 2 -3 1 0| 2
. 3 rojt . 6] oo -1t . [6] 00 -1

2 -1 1|0 2 -1 1| 0 2 -1 1| 0

3 3 0|a 12 0 0|a—6 0 0 0|la—4

Mit Riicksubstitution ergibt sich x = (=1/6 , 3/2, 11/6 )" als eindeutig bestimmte Losung, falls
a = 4 gilt. Ist a # 4, so ist die letzte Gleichung, Ox; + Oxy + Ox3 + 0y = o — 4, nicht erfiillbar,
d.h. das Gleichungssystem hat in diesem Fall keine Losung. In jedem Fall ist der Rang 3.

(d) Analog lassen sich lineare Gleichungssysteme in C betrachten etwa

ry + X9 + i.Tg =1 1 1 1|1
Ty — To — 2x3 = 0. Also haben wir -1 =210
il‘l + x99 + Tr3 = 1 7 1 1|1

0 2+ |1 0 2 2+d| 1
— 1 -1 —210 — 1 -1 —2 0

0 1+4 1+2i|i 0 0 5450 —5+530

Also ist das LGS aquivalent zu
ry + o — 2.1’3 = 0

und es folgt durch Auflosen der dritten, der ersten und danach der zweiten Gleichung die Lésung
r=(1+1i1—14,)".
1.3 Linearkombinationen und lineare Unabhingigkeit

Lineare Gleichungssysteme lassen sich auch anders lesen. Betrachten wir etwa das Beispiel 1.11(b),
so lassen sich die vier Gleichungen auch durch Vektoren im R* beschreiben,

1 2 3 1 1
- 1 tg 3 tg 3 +z 21 [ O
o2 2| 4 i 13 o
1 1 1 1 0
Dies gilt allgemein. Fassen wir im Gleichungssystem
Zaijxj:bi, izl,...,m,
j=1
die Koeffizienten zu n Vektoren a,; = (ay;,as;,...,am;) € R™ zusammen, so sind Faktoren z;

gesucht, mit denen wir die rechte Seite b = (by, ..., b,,)" als Kombination

n
E ZL’ja,*j =b
Jj=1

schreiben konnen.
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Definition 1.12 (a) Es seien v, ... 0™ € K" beliebige Vektoren in K". Ein Ausdruck der Form

ST = ao® 4 @ 4 A, 0™
j=1
mit Koeffizienten )\; € K heifst Linearkombination der Vektoren v ),

(b) Fiir A C K" definieren wir die Menge

span A := {Z)\ja(j):)\jeK, aVeA j=1,...,m, mEN} )

Jj=1

span A ist ein linearer Unterraum von K" und wird der von A aufgespannte Unterraum genannt.

Es ist zu beweisen, dass span A tatsichlich ein linearer Unterraum ist. Dies ist aber der Fall, da
die Summe von zwei Linearkombinationen und die skalare Multiplikation einer Linearkombination
wieder Linearkombinationen sind.

Im allgemeinen darf A aus unendlich vielen Elementen bestehen. Besteht A aber nur aus endlich
vielen Elementen, etwa A = {a(l), el a(m)}, SO ist

span A = {Z)\ja(j) tA\ € K} .
j=1

Beispiele 1.13  (a) Sei a = (2,1)" € R% Dann ist

amnta) = {o(2) es),

also eine Gerade im R? durch die Punkte 0 und (2,1)".
(b) Es seien a = (1,1,1)", b= (2,0,1)" zwei Vektoren des R?. Dann beschreibt
span{a,b} = {t(1,1,1)" + s(2,0,1)" : t,s e R} ,
die Ebene im R? durch die Punkte 0, (1,1,1)" und (2,0,1)".

Es werden sich endliche Mengen A = {v™®) v ... (M} C K" von Vektoren als besonders wichtig

erweisen, bei denen sich die Elemente von spanA auf nur genau eine Weise als Linearkombination
der v, j =1,...,n darstellen lassen.

Definition 1.14 (Lineare Unabhingigkeit)
Eine Menge von endlich vielen Vektoren {v™M, v ... 0™} C K" heifft linear unabhingig,
wenn sich das neutrale Element 0 nur als triviale Linearkombination, also als

Ozz%vm mit ap =ag=---=0aq,; =20,

schreiben lisst. Andernfalls heifst die Menge linear abhéingig.
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Man nennt auch héufig die Vektoren selbst linear unabhéngig bzw. linear abhéngig.
Eine linear unabhéngige Teilmenge des K™ hat in der Tat die gewiinschte Eigenschaft, dass die
Darstellungen der Vektoren als Linearkombinationen eindeutig sind.

Satz 1.15 Die Menge A = {vM 0@ . 0™V C K" ist genau dann linear unabhingig, wenn
jedes x € span A eine eindeutige Darstellung als Linearkombination der v, j =1,...,m, besitzt.

Beweis: Besitzt jedes Element aus span A eine eindeutige Darstellung als Linearkombination der
v, j=1,...,m, so gilt dies insbesondere fiir den Nullvektor. Somit ist A linear unabhingig.
Sei umgekehrt A linear unabhéngig. Betrachte x € span A mit

_ Z ¢; 09 — Z d; @)
j=1 j=1
fiir geeignete Zahlen ¢;, d; € K, j =1,...,m. Dann ist
S IR LR
j=1 J=1

Da A linear unabhénig ist, folgt ¢; —d; = 0, d.h. ¢; = d; fiir j = 1,..., m. Die beiden Darstellungen
von z sind somit gleich. a

Beispiel 1.16 (a) Seien a,b € R* mit a = (1,2)" und b = (1,1)" gegeben. Dann ist {a,b} linear

unabhéngig, denn aus
1 1
o) e (i) -0

folgt mit den ersten Koordinaten A\ = —p und anschliefend mit den zweiten A = p = 0. Somit

lésst sich jedes
1 1
z € span{a,b} = {)\(2) +/~L<1) S, ER} :

in eindeutiger Weise als Linearkombination von a und b schreiben.
Wir berechnen die Koeffizienten und zeigen dabei auch span {a,b} = R% Sei z = (21, 25)" € R?
beliebig. Wir miissen zeigen, dass A, u € R existieren mit Aa + pub = 2, d.h.

A+ puo= 2z,
2)\"‘,&:22.

Dies sind zwei lineare Gleichungen in den zwei Unbekannten A und p. Subtraktion der Gleichungen

liefert A = z5 — z; und hieraus p = 227 — 25.
(b) Wir betrachten ¢, d € R? mit ¢ = (1,2)" und d = (2,4)". Dann ist {c, d} linear abhiingig, denn

es gilt zum Beispiel
=1\ _ (1) _ (1) (2
-2) 2/ \2 4)"

nichttrivial linear kombinieren.
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(c) Es seien e = (i,1,1)" € C* und f = (1,1,7)" € C3. Dann ist {e, f} C C? linear unabhingig;
denn sei e + pf =0, d.h.
Ai + p o= 0,
A+ po= 0,
A+ i = 0.
Subtraktion der ersten beiden Gleichungen liefert (i — 1) A = 0, also A = 0 und hieraus p = 0. Also
sind {e, f} linear unabhéingig.

Im Beispiel 1.16 (a) haben wir zwei Vektoren gefunden, so dass jeder Vektor des R? eindeutig als
Linearkombination dieser beiden dargestellt werden kann. Wir definieren allgemein:

Definition 1.17 Sei U C K" ein linearer Unterraum. Eine Menge B = {bM b2 . p™} C U
von endlich vielen Elementen heifst Basis von U, wenn sich jedes Element x € U auf genau eine
Weise als Linearkombination der bY) schreiben ldsst, d.h. wenn es eindeutig bestimmte a; € K

gibt mit
T = Z a; bY)
j=1

Bemerkungen: (a) Es ldsst sich zeigen, dass jeder Unterraum von K" eine Basis besitzt — und
zwar nicht nur eine, sondern viele Basen. Wie wir aber gleich noch sehen werden, haben je zwei
Basen gleich viele Elemente.

(b) Bei Linearkombinationen von Vektoren nennt man allgemein die Zahlen a; Koeffizienten. In
Zusammenhang mit einer Basis spezifiziert man dies und spricht von den Koordinaten beziiglich
der Basis B.

(¢) Nach Satz 1.15 kénnen wir auch dquivalent formulieren: Genau dann ist B C U eine Basis von
U, wenn U = span B und B linear unabhéngig ist.

Beispiele 1.18 (a) Im R” seien die folgenden Vektoren e¥), j =1,...,n, gegeben:
e = (0,...,0,1,0,...,0)" € R",

wobei die 1 an der j—ten Stelle steht. Man nennt e¥) den j-ten Koordinateneinheitsvektor.
Jedes x = (z1,...,7,)" € R" hat die Form

n
-  eld
r = E x]e(),
j=1

und dies ist auch die einzige Moglichkeit, x als Linearkombination der e) zu schreiben. Daher
bildet {e) : 5 = 1,...,n} eine Basis des R™. Beziiglich dieser Basis fallen also die Komponenten
des Vektors z mit den Koeflizienten in der Linearkombination zusammen. Daher heifit diese Basis
die Koordinateneinheitsbasis des R".

(b) Sei U = {z € C3 : 3iaz; — 229 + 523 = 0}. Uberlegen Sie sich, dass dann U ein linearer
Unterraum des C? ist. Sei a = (2,3i,0)" € U, b= (0,5,2)" € U. Dann bildet {a, b} eine Basis von
U; denn zu jedem x € U ist o, f € C zu bestimmen mit x = aa + (b, also das Gleichungssystem
zu losen:

2a = 1,
Jia + b = xq,
2/8 = I3.
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Dies sind 3 Gleichungen und nur 2 Unbekannte o und . Trotzdem ist es losbar: Aus der 1. und
3. Gleichung erhalten wir @« = 1/2 und f = x3/2, und die zweite Gleichung ist auch erfiillt
wegen 3ix; — 225 + 5x3 = 0 (nachpriifen!). Die Koeffizienten o und g sind auch eindeutig durch
x bestimmt.

(c¢) Wir wollen eine Basis bestimmen von

1 2 1
U = span 2 1,111,111 C R3.
-1 1 2

Dazu untersuchen wir zunéchst die drei Vektoren auf lineare Unabhéngigkeit. Es ist die Losungs-
menge des homogenen linearen Gleichungssystems

1 2 1
Ml 2 L +x 1] e -1]=0
—1 1 2
gesucht. Wir fithren das Gauf’sche Eliminationsverfahren durch, wobei wir die Pivotelemente mar-
kieren:
1 2 1 2 1 2 1
2 1 —-1| — 0 -3 -3| — 0 -3
-1 1 2 0o 3 3 0 0 O
Somit kénnen wir A3 € R frei wiahlen und erhalten Ay = —A3, Ay = A3. Es gibt nicht-triviale

Losungen, die Vektoren sind somit linear abhéngig, bilden also keine Basis von U.

Um eine solche zu finden, miissen wir aber keine neue Rechnung durchfiihren. Die bereits durch-
gefiihrte Rechnung zeigt nédmlich, dass die ersten beiden Vektoren linear unabhéngig sind. Lésst
man ndmlich den dritten Vektor weg, so entspricht dies der Vorgabe A3 = 0. Damit folgt unmit-
telbar A\; = Ay = 0 als einzige Losung des verbleibenden LGS.

Allgemeines Verfahren: Sind m Vektoren v, ... v(™ € K" auf lineare Unabhingigkeit zu
iiberpriifen, so wendet man auf das lineare Gleichungssystem

AW A, oM =

fiir die Unbekannten Aq,...,\,, das Gaufische Eliminationsverfahren an. Die Spalten, in denen
Pivotelemente gewéhlt werden, entsprechen einer grofitmoglichen linear unabhéngigen Teilmenge
von {vM ... 0™} und bilden somit eine Basis von span {v™M, ... o™},

Wie schon erwéihnt, ist die Anzahl der Basiselemente eine charakteristische Grofie fiir einen linearen
Unterraum. Kennen wir sie, konnen wir einfacher zeigen, dass eine Menge eine Basis ist.

Satz 1.19 Es sei U ein linearer Unterraum von K® und B = {bM b2 .. o™} C U eine Basis
von U. Dann gult:

(a) Jede Menge V- C U mit mindestens m + 1 Elementen ist linear abhdingig.
(b) Hat V C U m Elemente und ist linear unabhdngig, so ist V eine Basis von U.

(c¢) Jede Basis von U hat genau m Elemente.
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Beweis: (a) Seien vV, ..., v™*Y € V paarweise verschiedene Elemente von V. Wir stellen den

Nullvektor als Linearkombination der v) dar,
v 4+ ev® 4 e 0™ =0,

Zu zeigen ist, dass mindestens ein cj von null verschieden gewahlt werden kann.
Da B eine Basis ist, kann jedes v\) als Linearkombination der b*) dargestellt werden,

v(j):Zaj7kb(k), Jj=1...,m+1.

Somit sind ¢; zu finden mit

m+1l m m m+1
0= Zc vj)—ZZc]ajkbk)—Z (Z%‘%’Jﬂ) bk

=1 j=1 k=1 k=1 \j=1
Da B als Basis linear unabhéngig ist, folgen die Bedingungen

m+1

E CjOéj,k:O, kzl,...,m.
j=1

Dies ist ein lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen fiir die m + 1 Unbekannten c;. Eine der
Unbekannten ¢; kann also frei und damit von null verschieden gewéhlt werden.

(b) Wir schreiben V = {v M ..., o™} und wihlen x € U beliebig. Es ist zu zeigen, dass z als
Linearkombination der v¥) geschrleben Werden kann.

Nach Teil (a) ist die Mengen {x,v™", ... v(™} linear abhingig. Somit existieren Zahlen ay, . . ., i,
die nicht alle gleich null sind, mit

0= Oéol"i‘ZOéj’U(])
j=1

Ist ap = 0, so folgt aus der linearen Unabhingigkeit der v auch ay = --- = a,,, = 0. Somit gilt

ag # 0, und wir haben
1 m
- )
r=— E v
Qp = J

(c) Es ist nur noch zu zeigen, dass keine Basis V' von U mit weniger als m Elementen existiert. Ware
dies aber der Fall, so wire nach Teil (a) die Menge B linear abhingig. Dies ist ein Widerspruch
dazu, dass B Basis von U ist. O

Da die Anzahl der Elemente jeder Basis eine charakteristische Eigenschaft jedes Unterraums des
K™ ist, verdient sie einen besonderen Namen.

Definition 1.20 Ist U C K" ein linearer Unterraum, so heifit die Anzahl m € N der Elemente
jeder Basis von U die Dimension von U, als Formel

dimU =m.

Bemerkungen:
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(a) Mit Satz 1.19 kénnen wir nun formulieren: Ist die Dimension m von U bereits bekannt, so
bilden m Elemente von U genau dann eine Basis von U, wenn sie linear unabhéngig sind.

(b) Die Koordinateneinheitsbasis {e),... e} des R™ aus Beispiel 1.18 besitzt n Elemente.
Damit ist dimR" = n.

(c) Bei {eM, ..., e} handelt es sich auch um eine Basis des C". Also ist auch dim C" = n.

Beispiele 1.21 (a) Die Vektoren e = (i,1,1)" € C* und f = (1,1,i)" € C® aus Beispiel 1.16
sind linear unabhiingig, bilden aber keine Basis des C®. Dazu wiren drei linear unabhingig
Vektoren nétig, etwa noch g = (0,0,7)". Rechnen Sie selbst nach, dass diese drei Vektoren
linear unabhéngig sind.

(b) Die Menge V = {v® v 4@ B} C R3 mit

1 —2 2 1
oW =1 31, v® =1 -6, v@® =101, oW =1=3],
-2 4 1 3

ist linear abhingig, da V vier Elemente enthilt, aber dimR? = 3 ist. Um dim(span V') zu
bestimmen, betrachten wir trotzdem das homogene lineare Gleichungssystem

4
Z )‘j U(j) =0.
7=1

Beim Gaufy’schen Eliminationsverfahren markieren wir wieder die Pivotelemente:

1 -2 2 1 -2 2 1 -2 2 1
3 =60 =3|] — o 0 -6 6| — 0 0 —6
—2 4 1 3 0 0 5 5 0 0 0 0

Somit ist {v(!), v} eine Basis von spanV, und es gilt dimspanV = 2.

1.4 FEuklidische Vektorriaume

Bislang haben wir fiir Vektoren nur die algebraischen Operationen ,, Addition“ (und Subtraktion)
und die ,,Streckung® benutzt. Alle unsere Darstellungen von Vektoren in der Ebene und im Raum
haben auch eine Linge und je zwei von ihnen schliefen einen Winkel ein. Dies konnen wir
allgemein fiir z,y € R™ definieren (bzw. noch allgemeiner fiir x,y € C").
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Definition 1.22 (a) Fir z = (x1,...,2,)" € C*, y = (y1,...,yn) € C" definieren wir das
Skalarprodukt oder innere Produkt durch

wobei y; die konjugiert komplexe Zahl zu y; € C ist.

(b) Fir z € C" definieren wir die Norm (die Linge, oder den Betrag) durch

2]l = vz, z) =

Hier ist |x;| der Betrag der komplexen Zahl x;.

Bemerkung: Beachte, dass sich die Definitionen fiir reelle Vektoren auf die folgenden Definitionen
reduzieren.

(a) Wenn = = (z1,...,7,)" € R", y = (y1,...,yn)" € R gilt, so verwendet man eine spezielle
Schreibweise mit einem Multiplikationspunkt. Das Skalarprodukt ist gegeben durch

-y = <l‘,y> = ijyj = T1+ -+ TpYn
j=1

gegeben.
(b) Wenn = € R™ ist, so ist durch

loll = Va-z =

die euklidische Norm definiert.

Der euklidische Abstand von zwei Punkten x, y € R" ist die Norm des Differenzvektors bzw.
Verbindungsvektors,

Als erstes rechnen wir die Binomischen Formeln nach. Es seien x,y € C". Dann ist

n

@ty z+y) = > (15 +y)(r; +y;)

J=1

= D> Il + Dl + D Ty
j=1 j=1 j=1

2 2
2™ + llyll” + 2Re(z,y),

I+ yI”
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und genauso noch zwei weitere Identitidten, also zusammengefasst:

2 2 2
e +ol? = ll2l’ + ol + 2Re(a.y).
e =ol” = llzl’ + o> — 2Re(a.y).
@rva—y) = [ol’ =yl = 2ilm(z,y).

Weitere wichtige Eigenschaften fasst der folgende Satz zusammen:

Satz 1.23 (Eigenschaften des Skalarprodukts und der Norm)
Fiir beliebige (komplexe) Vektoren gilt:

(a) (x,y) = (y, ) hermitesch
(b) (z+y,2) = (v,2) + (y,2) distributiv
(c) Mz,y) = (M\x,y) = (x,\y) assoziativ

(d) x #0 <= (z,z) >0 positiv definit

(¢) Al = |l [l] homogen

) {z, )| < ||zl |yl Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
Gilt |{x,y)| = ||z llyl], so sind x und y linear abhingig.

(9) lz+yll < |zl + llyl erste Dreiecksungleichung

() |z —yll = |ll=] = [yl zweite Dreiecksungleichung.

Bemerkungen: (a) Ausgeschrieben heifit die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung (f) nach dem Qua-

drieren:
n 2 n n
Sl < Y lwlP Dyl
=1 j=1 j=1

(b) Beachte, dass im reellen Fall, R", die erste Eigenschaft Symmetrie bedeutet, d.h. das Skalar-
produkt ist dann kommutativ, z -y = y-x.

Beweis (Auszug): (a)—(e) sind einfach zu zeigen. Interessant ist Aussage (f), d.h. die Cauchy-
Schwarzsche Ungleichung. Wir fithren den Beweis nur fiir reelle Vektoren durch. Seien also =,y € R”
festgehalten, y # 0. Fiir ¢ € R definieren wir die Funktion

fO) = le—tyl* = ll* + llyl* — 2t (z-y).

Dann ist f ein reelles quadratisches Polynom in ¢ und wegen (d) ist f(¢) > 0 fir alle ¢t € R.
Quadratische Ergéanzung liefert:

0 < f(t) - (tnyn—ﬁ) ol - “ﬂ@'jﬁﬂ -

Fiir to := [z - y]/ |Jy|]” ist (---) = 0, also

[ - y)?

0 < flto) = ||z - R
[yl

Nach Multiplikation mit [jy||* ist dies genau die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung. Ist |z - y| =
[zl lyll, so ist f(t) = (---)?, also f(to) = 0, also

0 = f(to) = |lz—toyl>, dh. z=ty,
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und x, y sind linear abhéngig.

(g) Mit der Binomischen Formel und der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung rechnen wir einfach
aus:

2
lz +yll* = llall® + llyl® + 2Ref, ) < Nal® + llyll® + 2zl lyll = (=l +llyl)"-
(h) Dies fithren wir auf die erste Dreiecksungleichung zurtick:
2l = Iz =y) +yll < lz =yl +lyll, also |z =yl > [lz[ = llyll -
Genauso zeigt man ||y — || > [|y[| — ||z und daher [lz —y|| > [[lz]| - [ly]] O

Wie beim Begriff des Vektorraums kénnen wir R™ als ein mogliches (aber wichtigstes) Beispiel fiir
einen sogenannten euklidischen Vektorraum betrachten. Jeder Vektorraum V', der ein Skalarpro-
dukt hat, also ein Produkt V' x V' — K mit den Eigenschaften (a)—(d) des letzten Satzes, heifit
Pra - Hilbertraum. Ist K = R, so nennt man V' auch einen euklidischen Vektorraum, falls
K = C einen unitiren Vektorraum. In jedem euklidischen oder unitdren Vektorraum kann man
eine Norm tiber ||z|| := /(z, ) einfithren. Den entstehenden Raum nennt man dann einen nor-
mierten Vektorraum, und es gelten die Eigenschaften (e)—(h) des obigen Satzes. Wir werden
noch héufiger auf diese algebraischen Strukturen stoflen.

Aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt fiir beliebige Vektoren z,y € R", z,y # 0:

L.L’ <1
Iz vl

Daher gibt es einen eindeutig bestimmten Winkel w € [0, 7] mit

z Y
— = COSw.

Il Iyl

Der Winkel w heifit der von den Vektoren x und y eingeschlossene Winkel. Der Fall x -y = 0
gehort zu w = 7/2 (im BogenmaB, d.h. 90°). In diesem Fall stehen also die beiden Vektoren x und
y senkrecht aufeinander (orthogonal). Wir schreiben auch z_Ly.

Bemerkung: Wir haben den Winkel zwischen zwei Vektoren fiir beliebige Dimensionen n erklért.
Aus der Definition folgt sofort

vy =[] llyl cosw,

und dies ist die bekannte Formel aus der
Schule. Die Formel wurde benutzt, um mit
dem Léngen- und Winkelbegriff das Ska-
larprodukt zu definieren. Wir haben hier
den Spie umgedreht und zuerst das Ska-
larprodukt definiert und damit Linge und
Winkel. Eine wichtige anschauliche Inter-
pretation des Skalarproduktes ergibt sich,
wenn wir annehmen, dass einer der bei-
den Vektoren etwa y die Léinge ||y|| = 1
hat. Dann ist das Skalarprodukt mit ei-
nem Vektor x € R" gerade die Lénge
der orthogonalen Projektion von x auf die

Richtung y (s. Abbildung).

Das Skalarprodukt x - y mit
|ly|| = 1 ist die Lange der
orthogonalen Projektion von x
auf y.
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Beispiele 1.24
(a) Die beiden Vektoren z,y € R* seien gegeben durch

r = (1,2,3,4)7, y = (1,0,2,0)".

Dann ist ||z]|*> = 30, |jy[|> = 5 und z - y = 7. Der Winkel w zwischen z und y wird aus cosw =
7/4/30 - 5 berechnet und ist (im Bogenmafl) w & 0.9624 oder 55.1418 Grad.

(b) Fiir die Koordinateneinheitsvektoren e, j = 1,...,n, gilt @) .e®) = 0 fiir j # k und |eV)|| = 1
fiir alle j. Diese Vektoren stehen also alle senkrecht aufeinander und haben die Léange 1. Es gilt die
Darstellung:

n

Mit 2= (21,...,2,)", ist z = ije(j) = Z(:c~e(j))e(j).
=1

J=1

Wir kommen jetzt zuriick zu Geraden und Ebenen im R". Wir hatten gesehen, dass diese in
Parameterform angegeben werden kénnen, etwa

G={r=p+tg:teR} bzw. E={z=p+sq+tr:stecR}

mit p € R", g € R"\ {0} bzw. p € R", {¢,r} C R” linear unabhéngig. Eine alternative Darstellung
ist fiir Geraden im R? und fiir Ebenen im R? die Normalform.

Normalform einer Geraden im R?: Zu ¢ € R?\ {0} existiert a € R? \ {0} mit a - ¢ = 0, denn
dies ist ein lineares Gleichungssystem mit einer Gleichung fiir die zwei Unbekannten aq, as.
Es hat also eine freie Variable. Mit p = a - p, gilt dann fiir x € G

arr=a-(pttg)=p+ta-q=p.

Gilt umgekehrt fiir ein z € R? die Gleichung a -z = p, so ist a - (x — p) = 0. Das homogene
lineare Gleichungssystem a - z = 0 mit einer Gleichung und den Unbekannten z;, 2z, hat die
Losungsmenge span {¢} mit einem ¢ € R?\ {0}. Man hat also

T—p=2z=1q, teR.

Diese Uberlegung zeigt, dass man aus der Parameterform 2 = p + t¢ stets die Normalform
a - x = p ableiten kann, und umgekehrt. Es ist

G={r=p+tg:tcR}={zcR*:a-2=p}
Den Vektor a, der bis auf die Lénge eindeutig bestimmt ist, nennt man die Normale zu G.

Normalform einer Ebene im R3: Das Vorgehen ist ganz analog. Man findet zu den linear un-
abhiingigen Richtungsvektoren ¢, r € R3 ein a € R*\ {0} mit a-q = a -7 = 0. Umgekehrt
findet man zu gegebenem a zwei linear unabhéngige Vektoren ¢, r, die die Lésungsmenge von
a-z = 0 aufspannen. Damit hat man die zwei dquivalenten Darstellungen einer Ebene im R3,

E={x=p+sqg+tr:s,tcR}={zeR:a-2=p}.

Auch hier heifit ¢ die Normale zu E.
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Auch im R” kénnen die entsprechenden Mengen betrachtet werden.

Satz 1.25 Seia € R", a # 0. Die Menge Ay := {x € R" : a-x = 0} ist ein linearer Unterraum
des R". Fiir p € R ist die Menge A :={x € R" : a-x = p} ein affiner Unterraum.

Beweis: Es seien z,y € Ap. Dannist - (r+y) =a-xz+a-y=0und a- (A\x) = Aa-z = 0. Also
ist Ap ein Unterraum. Wir setzen )
= P
]
Dann ist - a = p, also £ € A. Nun zeigen wir A = & + Ay.
(i) Ist = € A, soistx:iJr(x—i) und z — & € Ay, denn a - (:E—fc) =a+x—a-T=p—p=0,
d.h. z € T+ A,.

(i) Ist umgekehrt z € Ag, soist x =2+ 2 € A, denna- (2 +2) =a-z+a-3 = p. O

Das Zusammenspiel der beiden Darstellungsformen von Geraden und Ebenen ist bei der Losung
von Abstandsaufgaben besonders interessant. Wir definieren den Abstand eines Punktes x € R”
von einem affinen Unterraum A C R™ also

d(r, A) = min{lly — al| : y € A}

Ausfiihrlich wollen wir d(z, A) fiir den Fall bestimmen, dass A eine Gerade durch 0 im R” ist,
d.h. ein eindimensionaler linearer Unterraum des R™. Wir nehmen ferner zunéchst an, dass der
Richtungsvektor ¢ normiert ist, also A = {t¢ : t € R}, und es gilt ||¢|| = 1. Ist z € R™ und
y =tq € A, so gilt mit den Eigenschaften des Skalarprodukts und einer quadratischen Ergénzung

lz = yl* = llll* = 22 - y + yll* = l|* = 2t 2 - g + £*

= ||lz]* = (z - ¢)* + (x- g —1)*.

Hieraus erkennen wir, dass der Abstand d(z, A) wohldefiniert ist, denn der Ausdruck nimmt fiir
t = x - ¢ tatsédchlich sein Minimum an. Es ist

d(w, A) = |z -2  mit &= (z-q)q.

Ferner ist

(r—2)-q=z-q—(r-q)q-q¢=0,
d.h. der Verbindungsvektor von = und Z ist orthogonal zu A. Wir nennen z die orthogonale
Projektion von z auf A, oder auch Lotfulpunkt zu x in A.

Allgemeiner erhélt man fiir einen Richtungs-
vektor ¢ mit ||¢|| # 1 den LotfuBBpunkt

A - q
lq

Ist A={y =p+tq:t e R} eine beliebige
Gerade, so verschiebt man zunéchst = und A
um —p, wendet dann die bisher hergeleiteten
Formeln an und verschiebt schliefSlich wieder
zuriick mit p. Dies ergibt den LotfuBpunkt

(z—p)-q

T=p+ 5
lqll

e Orthogonale Projektion bzw. Lotfulpunkt &
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Ist nun A C R? in Normalform a -y = p mit Normale a gegeben, so ist * — & = d a mit einem
d € R. Hierbei ist |d| = d(z, A)/||a||. Es folgt aus & € A die Gleichung

arx—p=a-z—a-i=a-(x—=2)=a-(da)=d |a]]* .

Somit ergibt sich
Jarz—pl

d(z,A) =

lal]

Das Vorgehen beim Bestimmen des Abstands eines Punktes von einer Ebene FE ist theoretisch
analog. Man kann hier zundchst den Fall betrachten, dass die Ebene 0 enthélt und die Richtungs-
vektoren ¢, r orthogonal sind und die Norm 1 besitzen. Dann gilt fiir den Abstand von z € R" von
y=sq+irek

lz = yl* = [l =22 -y + y|* = |z]|* = 252+ ¢ = 2t w - v+ 5% ||q||* + 2st g - 7 + £ - ||r||”
= ||z|®* =252 q+ s> =2z 412
=lz|* = (z-q)* = (z-7)’+ (z-q—s)+(z-7—1).

Wieder sehen wir, dass der Abstand fiir genau eine Wahl der Parameter s,t minimal wird, ndmlich
firs=xz.q,t=x-r. Mit = (2 q)q+ (z - r)r folgt die Orthogonalitit von x — & zu E,

(r—2)-q=2-q—(v-q)q-q—(x-7)r-q=0,

Jor=z-r—(z-q)q-r—(z-r)r-r=0.

=>

(z —

Wir nennen z wieder die orthogonale Projektion von = auf F, oder Lotfu3punkt.

Es wére nun auch wieder moglich, eine explizite Formel fiir der LotfuBBpunkt fiir eine Ebene in
allgemeiner Parameterform anzugeben, aber diese wird kompliziert und unhandlich. Praktisch
einfacher ist es, die Orthogonalitéitseigenschaft auszunutzen und direkt & = p + sq + tr mit
(x —2)-q=(z—2)-r =0 zu suchen. Dies ist ein lineares Gleichungssystem fiir die Parameter s,
t. Der Abstand d(z, E) ergibt sich dann als Abstand von z und Z.

Ist £ C R3, so kénnen wir E auch in der Normalform a -z = p betrachten. Dann ist mit derselben

Rechnung wie bei Geraden im R?
|-z —pl
dz,A) = ————
el
Auch in beliebigen Dimensionen fithren analoge Uberlegungen zu einer entsprechenden Abstands-
formel. Damit erhalten wir den folgenden Satz.

Satz 1.26 Gilt fir a € R™\ {0}, p € R zusdatzlich, dass ||al]| =1 und p > 0 ist, so sagt man, der
affine Unterraum A ={y € R":a-y— p =0} liegt in Hesse’scher Normalform vor. In diesem
Fall gilt

d(z,A) =la-x — p| fir alle x € R™.

Der Ausdruck im Betrag ist genau dann negativ, wenn x auf ,derselben Seite” von A wie 0 liegt.

Die Bestimmung von Absténden in vielen weiteren geometrischen Situationen ldsst sich dhnlich
durchfiihren.
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(a)

Bestimmung des Abstands zwischen zwei Geraden z = p+ta,t € R, und y = ¢+ sb, s € R:

Hier miissen analog zwei Parameter 5§ € R und ¢ € R gesucht werden, so dass (# —¢)+-a =0
und (2 — ) - b = 0 ist. Dies ergibt zwei Gleichungen in den Unbekannten ¢ und 5. Das
Gleichungssystem ist genau dann eindeutig lésbar, wenn a und b linear unabhéngig sind, d.h.
die Geraden nicht parallel sind.

Falls sich die beiden Geraden schneiden, so ist der Schnittwinkel w zwischen ihnen gegeben

durch
a-b

lall el

COSw =

Genauso konnen wir den Abstand zwischen einer Geraden und einer Ebene bestimmen. Wir
gehen darauf nicht néher ein, sondern verweisen auf die Ubungen.
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2 Lineare Abbildungen

2.1 Lineare Abbildungen und Matrizen

Die Struktur eines Vektorraums wird bestimmt durch die beide Operationen Addition und skala-
re Multiplikation. Betrachtet man nun Abbildungen zwischen zwei Vektorrdumen, so sind solche
Abbildungen besonders interessant, die sich mit diesen Operationen , gut vertragen®.

Definition 2.1 FEine Abbildung A :V — W wvon einem Vektorraum V in einen Vektorraum W
mit den Figenschaften

Alz+y) = A(z) + A(ly) und A(\z) = MA(x)

fiir alle x,y € V und A\ € K heifit linear.

Bei linearen Abbildungen ist es dasselbe, ob man erst addiert und dann abbildet, oder erst abbildet
und dann addiert.

Wir haben diesen Begriff auch schon bei Differentialgleichungen verwendet, dabei handelt es sich
um dieselben Bedingungen, aber im entsprechenden Vektorraum von Funktionen, d.h. die Funk-
tionen spielen dort die Rolle der Vektoren und die linke Seite der Differentialgleichung lésst sich
als Abbildung (Operator) auffassen, die Funktionen auf Funktionen abbildet. Dieser Operator ent-
spricht der Abbildung A in der Definition 2.1.

Beispiele: (a) Im Vektorraum V' = R sind die linearen Abbildungen A : V' — V genau diejenigen
mit A(z) = ax, x € V, fiir ein a € R. Allgemeiner nennt man Polynome ersten Grades, A(x) =
ax+b, lineare Funktionen. Sie haben aber streng genommen nicht die Linearitétseigenschaft sondern
unterscheiden sich von einer linearen Abbildung durch eine Konstante. Praziser miisste man sie
affin linear nennen.

(b) Die Abbildung z = (z1,...,7,)" — 2, = x - e()) ist eine lineare Abbildung vom R™ nach R
und heifit Projektion auf die erste Komponente. Hierbei bezeichne e den ersten Koordinatenein-
heitsvektor.

(c) Die Abbildung A(x) = (—x3,x1)" ist linear und beschreibt eine Drehung um den Ursprung um
90° gegen den Uhrzeigersinn.

Wir konzentrieren uns in diesem Kapitel auf lineare Abbildungen auf den endlich dimensionalen
Réaumen K". Zu einem Vektor x € K" betrachte man die Darstellung in der Koordinateneinheits-

basis,
n
_ J
x = E x; eV,
j=1

so gilt fiir die Anwendung einer linearen Abbildung A : K* — K™ auf z € K™:

" | | n
A(z) = Z@A(e“’) = [ A@e®) - A(e™)
j=1 | | Tn
Sind umgekehrt v, ... 0™ € K™, so wird durch

A@) =Y a0, = (@ 2)T €K,
j=1
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eine lineare Abbildung definiert, die A(el)) = vV, j = 1,...,n, erfiillt. Also ist eine lineare Abbil-
dung vollstindig durch die Bilder A(e")) = (ayj, ..., a, )" € K™ der Einheitsvektoren bestimmt.
Schreibt man diese spaltenweise nebeneinander, so entsteht ein rechteckiges Zahlenschema.

Definition 2.2 Unter einer reellen oder komplezen (m,n)—Matrix A verstehen wir ein recht-
eckiges Schema von Zahlen a;; € K, i =1,...,m, j =1,...,n, wobei wieder K =R oder K = C
ist. Wir schreiben:

a;x Q2 - QAip

Q21 Q22 -+  QA2p
A = = (aij)z:l _____ m
Jj=1,..,n

Am1 Am2 - Omp

Die Zahlen a;; heiffen Elemente oder Koeffizienten der Matriz. Wir schreiben A € K™™ fiir
(m,n)—Matrizen mit Koeffizienten in K. Zwei Matrizen heiflen gleich, wenn die Griflen n und m
und alle ihre Elemente tibereinstimmen.

Die Uberlegung vor dieser Definition zeigt, dass jede lineare Abbildung genau einer Matrix ent-
spricht, deren Spalten die Bilder der Standardbasisvektoren sind. Man nennt diese Matrix die
Abbildungsmatrix oder Darstellungsmatrix der linearen Abbildung. Ist A : K — K™ linear
mit Darstellungsmatrix A = (a;;) € K™, so gilt fiir alle z € (z1,...,7,)" € K" mit y = A(z):

Y1 n aij n

y=1 : :Z S und somit yi:Zaij:cj 1=1,....,m.

Ym 7=1 amj =
Spezielle Matrizen liefern auch spezielle lineare Abbildungen.
Spezielle Beispiele:
(a) O = (0)i=1,.,m heifit Nullmatrix, und entspricht der linearen Abbildung A(z) = 0 fir alle

=1

x e K"

—_
=}
@]
=}

0 1
I, = 0 0 (51']')1:1 ..... n € R™T
Jj=1,...n
Do 1 0
o 0 --- 0 1

ist der Identitatsabbildung A(x) = x zuzuordnen. Sie ist nur fiir m = n definiert. Das verwendete
Kroneckersymbol ist d;; erklart durch

P 1, fallsi =7,
Y10, falls g #£ 5.

a1q a1
(c) Die (m, 1)-Matrix A = : konnen wir offensichtlich mit dem Spaltenvektor a =

am1 am1
identifizieren, d.h. es ist K™*! = K™. Die zugehorige lineare Abbildung A : K — K™ ist einfach
die Streckung des Vektors a um das Argument z € K, d.h. A(x) = za.
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(d) Ein Zeilenvektor, d.h. eine (1,n)-Matrix (ai1,...,a1,) ist der linearen Abbildung

n

A(z) = Z ay; T

j=1

zugeordnet, also im reellen Fall dem Skalarprodukt A(z) = b-z mit dem Vektor b = (ayy,...,a1,)" €
R".

Wir wollen nun Rechenoperationen wie Addition oder Multiplikation fiir Matrizen definieren. Da
Matrizen so eng mit linearen Abbildungen verkniipft sind, sollen solche Operationen zu den ent-
sprechenden Operationen fiir lineare Abbildungen kompatibel sein. Lineare Abbildungen kénnen

wie skalarwertige Funktionen addiert oder mit einer Zahl multipliziert werden, um neue lineare
Abbildungen zu erhalten. Sind A, B : K® — K™ linear und A € K, so sind

(A+ B)(z) = A(z) + B(x), (AA)(z) = N A(x), re K",

ebenfalls linear.

Wir fithren entsprechende Operationen direkt fiir die Darstellungsmatrizen ein. Sind A, B € K™*™,
so gehoren hierzu lineare Abbildungen A, B : K" — K™. Man definiert die Addition von A und
B nun so, dass A+ B die Darstellungsmatrix von 4 + B ist. Analog macht man es fiir die skalare
Multiplikation. Es ist leicht nachzurechnen, dass dies auf eine komponentenweise Addition bzw.
Multiplikation herauslduft: Sind A = (ag;)i=1,...,m und B = (b;)i=1,..,

Jj=1...n Jj=1...n

A+ B = (aij + bij)i:l ,,,,, m UIld )\A = ()\a,ij)izl _____ m .
Eine weitere wichtige Operation ist die Verkettung (Komposition) von Abbildungen, d.h. wir
verbinden A : K" — K™ und B : K? — K" zu einer wiederum linearen(!) Abbildung C : K? — K™,
die durch C(x) = A(B(z)) definiert ist. Fiir die Komposition von Abbildungen nutzen wir weiterhin
die Notation C = A o B. Die Abbildungsmatrix von C ergibt sich nun aus den Matrizen A zu A
und B zu B durch das Matrixprodukt.

Definition 2.3 (Matrizprodukt)
Seien A = (aij)i=1,...m € K™ B = (bij)i=1,..p € KP*" 2wei Matrizen, wobei die Spaltenzahl

j=1,.p j=l,..m
von A mit der Zeilenzahl von B tibereinstimmt. Dann heif§t

.....

definiert durch

p
Cij = g aipb; 1=1,....m, j=1,...,n,
k=1

das Matrixprodukt oder Matrizenprodukt von A und B.

Achtung: Die Groflen der zu multiplizierenden Matrizen miissen zueinander passen.

Wir begriinden kurz, dass das Matrixprodukt tatsdchlich die oben angesprochene Eigenschaft be-
sitzt, kompatibel zur Verkettung linearer Abbildungen zu sein. Wir wihlen x € K" und setzen
y=B(z) € KP und z = C(z) = A(y) € K™. Dann ist y = Bz, z = Ay und somit

n p
yk:zbijj’ /{::1,...,p, zi:Zaikyk, Z:L,m
j=1 k=1
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Es folgt

p n n p n
Zi; = E (0733 E bkj {L‘j = E E Qe bkj {L‘j = E Cz‘j {L‘j .
k=1 =1

j=1 \k=1 j=1
Die Darstellungsmatrix C' von C = A o B ist also tatséchlich das Matrixprodukt AB.

Beispiele:
1 -1 2
2 1(-12) = -2 4
3 CRIx2 -3 6
cR3x1 cR3%2
1 2 5 3 6 5
0 3 (é g 411 ;) = 6 0 3 6
4 1 /)« iy y 6 12 17 6
cR2x4 -~
€R3%2 cR3x4

Die uns schon bekannten Spaltenvektoren, also die Elemente von K", finden wir unter den Matrizen
als Elemente des K™*! wieder. Diese beiden Mengen werden identifiziert. Wichtig ist hierbei, dass
fir x € K™ das Bild A(z) unter einer linearen Abbildung A : K* — K™ durch das Matrixprodukt
der Abbildungsmatrix A € K™*™ von A mit x gegeben ist:

A(z) = Az, xreK".
Umgekehrt ist fiir jede Matrix A € K"™*" eine lineare Abbildung A : K” — K™ durch A(z) = Az,

x € K" eindeutig festgelegt.
Auch ein lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen und n Unbekannten, ausgeschrieben:

a1 T1 —+ a12 T2 + -+ ain Ty = bl
a1 1 + apry + -+ 4+ agx, = by
A1 1 + GpaTa + 0+ QG Tn = by,
bzw.
n
E Qi Tj = bi, 2:1,...,m,
j=1

kann jetzt als Az = b mit A = (q;;) € K™ und b = (b;) € K™ geschrieben werden. Die
Losung eines LGS zu finden, bedeutet also nichts weiter, als dass wir Urbilder zum Vektor b (etwa
Nullstellen, b = 0) unter der zugehorigen linearen Abbildung .4 suchen.

Fiir das Matrixprodukt gelten folgende Rechenregeln, die wir durch Nachrechnen leicht zeigen
konnen:

Satz 2.4 (Rechenregeln)
Fiir Matrizen A, B, C der ,richtigen“ Dimensionen und \ € K gilt:
(a) MAB)=(MA)B = A(AB) 1. Assoziativgesetz,

(b) A(BC)=(AB)C 2. Assoziativgesetz,
(c) A(B+C)=AB+ AC 1. Distributivgesetz,
(d) (A+ B)C =AC + BC 2. Distributivgesetz,
(e) A0O=0, 0A=0 (0 bezeichne verschiedene Nullmatrizen!)

(f) I.A=A, AL, =A
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Achtung: Im Allgemeinen ist selbst fiir quadratische Matrizen AB # BA. Die Matrizenmulti-
plikation (und somit auch die Komposition von linearen Abbildungen) ist also nicht kommutativ.
Dariiber hinaus folgt aus AB = O nicht, dass A = O oder B = O ist!

Beispiel: Mit

10 00 ) 00
A = (1 O)undB— (1 1) ist AB = O und BA—(2 O)'

Also ist das Produkt nicht kommutativ und besitzt , Nullteiler”, d.h. das Produkt kann O sein,
ohne dass einer der beiden Faktoren O ist.

Fiir Vektoren haben wir schon (. ..)T kennengelernt, um aus einem Zeilenvektor einen Spaltenvektor
zu machen und umgekehrt. Diese Notation fithren wir nun allgemein fiir Matrizen ein.

Definition 2.5 (Transponierte und adjungierte Matriz)
S€i A = (a,ij)izl
j=

.....

.....

.....

n € K™ mit a;; = aj; heifit adjungierte Matrix zu A. Hier

.....

bezeichnen wir wzeder mzt ajZ die zu a;; € C komplex konjugierte Zahl. (Die Koeffizienten
von A* sind die komplex konjugierten Eintrige von AT).

Fiir reelle Matrizen stimmen beide Begriffe tiberein.

Beispiel: Sei

1+i 3
A = 2 1-3i | eC®?
0 4
Dann ist
T _ (1+¢ 2 0 2x3 « _ (1= 2 0 2x3
A‘<3 1o3i 4 ) €07 md A=y gy JECT

Fiir das Rechnen mit der transponierten oder adjungierten Matrix gelten die folgenden Regeln:
(ANT=A, (A+B)T=AT+B" (AT =x4T und
fiir jedes A € K.

Interessant ist nun das Zusammenspiel dieser Operationen mit den verschiedenen Formen der
Multiplikation von Matrizen und Vektoren, die wir kennengelernt haben.
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Satz 2.6 FEs seien A € K™*", B € K"*P Matrizen.

(a) Fir die Transposition bzw. Adjunktion des Matrizprodukts gilt
(AB)" =BTAT | (AB)* = B*A*.
(b) Sind x,y € K", so gilt
(r,y)=2"g=y"z

(c) Sind x € K", y € K™, so gilt
(Az,y) = (2, Ay) .

Beweis: (a) und (b) kénnen leicht nachgerechnet werden. Dann folgt (c) aus (b), denn
(Az,y) = y"(Az) = (y" A)z = (A"y)" & = (z, A"y).

O

Ein weiterer Spezialfall ist das dyadische Produkt, ba', von a € K" und b € K™. Ausgeschrieben
ergibt sich

bl b1a1 b1a2 s blan
ba' = Co | (ay, .. an) = : : e Kmx",

by, bay - - bya,
Die Definition impliziert sofort folgende Rechenregel mit dyadischen Produkten:
A(ba") = (Ab)a" fir AcK™", be K", a € K?,

(ab") (cd") = (b'c) (ad") firac K", bcc K™, dcK?
—— N — —— N —
cKnxm g RKmXp eK cKnXp

und analog fiir adjungierte Elemente.

Wir betrachten zum Abschluss dieses Abschnitts noch einige wichtige lineare Abbildungen der
Ebene und des Raumes und ihre Abbildungsmatrizen. Durch diese Beispiele werden wir auf eine
spezielle Klasse von linearen Abbildungen gefiihrt.

Beispiele 2.7 (a) Mit « € [0, 27] sei

R — (cosa —sina) c R2%?

sin o Ccos &

Die Matrix R angewandt auf die Koordinateneinheitsvektoren e’ und e ergibt Re!) = (%)
und Re® = (zgisnaa). Diese beiden Vektoren werden also unter der Matrix R um den Winkel «
entgegen dem Uhrzeigersinn gedreht. Da die zugehorige Abbildung R linear ist, und {6(1),6(2)}
eine Basis des R? ist, beschreibt Rz fiir jeden Vektor x € R? seine Drehung (oder Rotation) um

den Ursprung und den Winkel «.
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(b) Sei wieder « € [0, 27]. Die (3, 3)—Matrizen

cose —sina 0 cosae 0 sina
Ry = sinawe cosa 0 |, Ry = 0 1 0 ,
0 0 1 —sina 0 cosa
1 0 0
R, = 0 cosa —sina e R33

0 sina cosw

beschreiben Rotationen im R? gegen den Uhrzeigersinn um die x3—Achse, bzw. x5—Achse oder
x1—Achse.

(c) Es sei n € N, n > 2, beliebig und @ € R” mit ||a||* = a+a = a"a = 1 ein Einheitsvektor. Setze
P:=1, — aa' € RV,

wobei [, die n—dimensionale Einheitsmatrix ist. Es ist Pz die orthogonale Projektion auf den
Unterraum £ := {x ER":a'x = O}, d.h.

PreFE und (x —Pz)-y=0firaley e E.

Esist Pz € FE wegen ' Pr=a"z — (a'a)a'z =0 und z — Pr = a(a'x) € span {a}.
Fiir n = 2 ist Pz also die orthogonale Projektion auf die Gerade {:c cR?:a'x = O}, fiir n = 3
auf die Ebene {z € R* : aTz = 0}.

Wir betrachten noch den Fall des affinen (d.h. verschobenen) Unterraums. Sei wieder a € R™ ein
Einheitsvektor und p € R. Fiir z € R" ist die orthogonale Projektion p, auf

E = {xGR":aTx:p} = T + {xGR":aT:E:0}

gegeben durch
p:. = Px + (aTi)a =1 + (aT(:i"—x)) a.

(d) Sei n € N, n > 2, beliebig und a € R" ein Einheitsvektor, d.h. ||al|s = 1. Setze
S =1, — 2aa' € R™".

Dann beschreibt Sx die Spiegelung von x an dem Unterraum E = {:c ER":a'zx = 0}. Spiegelung
bedeutet folgendes: Ist P = I, —aa' der orthogonale Projektor von Teil (c), so liegen x, Pz und
Sz auf derselben Geraden mit Richtung a und ||Sz — Pzx|| = ||z — Px||. Man veranschauliche sich
dies flirn =2 und n = 3! O

Rotationen und Spiegelungen sind Beispiele fiir orthogonale Matrizen.

Definition 2.8 (orthogonale, unitire Matriz)

(a) Fine reelle, quadratische Matriz A € R™ ™ heiffit orthogonal, falls
ATA=AAT =1,.

(b) Eine komplexe, quadratische Matriz A € C™"*™ heifit unitar, falls
A*A=AA =1,.
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Interpretiert man Matrizen als Abbildungen, so lassen orthogonale Matrizen Léngen und Winkel
invariant, d.h.

(Az) - (Ay) = (An)"(Ay) = 2" A Ay = 2"y = z-y.

Man rechne selbst nach, dass die Rotationen R; aus Teil (b) des letzten Beispiels orthogonale
Matrizen sind. Dies gilt auch fiir die Spiegelung S von Teil (d), denn

STS = (I,—2aa") (I, —2aa") = (I, —2aa")(I, —2aa’")
= I,—4aa' +4aa'aa’ = 1I,.
=1
2.2 Theorie der linearen Gleichungssysteme

Wir haben gesehen, dass sich lineare Abbildungen durch entsprechende Matrizen beschreiben las-
sen. Das Losen eines linearen Gleichungssystems von der Form Ax = b kann somit interpretiert
werden, als die Suche nach der Losung einer Gleichung A(z) = b, also einem Urbild x zu b unter
der zugehorigen linearen Abbildung A.

In diesem Abschnitt fragen wir uns zunéchst, unter welchen Bedingungen es eine solche Losung
gibt. Sei also ein lineares Gleichungssystem Ax = b gegeben. Wenn wir den j-ten Spaltenvektor der
Matrix A mit a.; := (ayj,...,am;) € K™ bezeichnen, kénnen wir das lineare Gleichungssystem

auch durch .
Z .’L‘j CL*J' =b
j=1

beschreiben. Also ist das Gleichungssystem losbar genau dann, wenn b Element des durch die
Spalten von A aufgespannten Unterraums ist, d.h.

be B=span{a,;:j=1,...,n} ={y € K" :es gibt € K" sodass y = Az} .
Diese Menge B nennen wir das Bild der Matrix A. Weiter setzen wir
L:={reK": Az =b} und L;:={reK":Ax =0}.

Ly wird der Kern von A genannt. In den Beispielen 1.9 und 1.18, aber auch in Satz 1.25 sind
uns schon solche Mengen begegnet. Der Kern einer Matrix spielt eine entscheidende Rolle in der
allgemeinen Losungstheorie. Dies besagt der folgende Satz.

Satz 2.9 Der Kern Ly von A ist ein linearer Unterraum des K™.

Die Lisungsmenge L ist entweder leer, oder L ist ein affiner Unterraum des K" und
;C:Si’—FLQ:{J?EKn : .T:.i’—i‘ﬂfo, SL’QEE()}

fiir jedes & € L.

Dies bedeutet, dass sich alle Losungen des inhomogenen Gleichungssystems als Summe aus irgend-
einer partikuliren Losung = des inhomogenen Gleichungssystems und Losungen des homogenen
Gleichungssystems schreiben lassen.
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Beweis: Sei £ # (). Dann gibt es 2 € L. Ist nun y € £ ein weiteres Element in der Losungsmenge
L, so folgt, dass A(y —2) =b—b=0. Alsoist y—z € Lo bazw. y=2 + (y — ) € T + Lo.

Andererseits, wenn y € & + Lg ist, also v € L existiert mit y = & + v, dann gilt Ay = A(T +v) =
Az + Av = b. Damit ist y € L. Insgesamt erhalten wir, dass die beiden Mengen gleich sind. a

Mit diesem Satz kénnen wir nun beim Losen von linearen Gleichungssystemen Ax = b genau drei
Félle unterscheiden

1. Fall: Es gibt iiberhaupt keine Losung & zu Ax = b.

2. Fall: Es existiert & € K" mit Az = b und £, = {0}. Dann gibt es genau eine Losung des
Gleichungssystems namlich z.

3. Fall: Es existiert 2 € K" mit Az = b und £y, # {0}. Dann besitzt das Gleichungssystem
unendlich viele Losung niamlich den affinen Unterraum £ = 2 + L.

Welcher der drei Fille zutrifft, ldsst sich zumindest theoretisch stets mit dem Gauflschen Elimina-
tionsverfahren ermitteln. Mit Hilfe des Verfahrens lassen sich wichtige allgemeine Aussagen zeigen.
Es sei dazu an den Begriff des Rangs eines linearen Gleichungssystems aus dem ersten Kapitel er-
innert: Dieser bezeichnet die Anzahl der Pivotelemente, die im Gauf3’schen Eleminationsverfahren
gewéhlt werden konnen (siehe Seite 9).

Satz 2.10 Betrachte ein lineares Gleichungssystem Ax = b mit A € K™*" b e K™.

(a) Ist m = n, gibt es also ebenso viele Gleichungen wie Unbekannte, so ist das inhomogene Glei-
chungssystem fiir jede rechte Seite b € K™ genau dann eindeutig ldsbar, wenn das homogene
Gleichungssystem nur die Losung x = 0 besitzt.

(b) Ist r der Rang des linearen Gleichungssystems, so gilt|r + dim Ly = n‘

(c) Ist v < n, so gibt es nichttriviale (d.h. von 0 € K" verschiedene) Lisungen des homogenen
Gleichungssystems, d.h. Lo # {0} und dim Ly > 1. Dar < minm, n, ist dies insbesondere der
Fall, wenn weniger Gleichungen als Freiheitsgrade gegeben sind. Hat das inhomogene System
eine Losung, so gibt es unendlich viele Lisungen.

Beweis: Wir skizzieren den Beweis zu Teil (a).

Wenn Az = b fiir jedes b € K™ genau eine Losung besitzt, so trifft dies auch fiir b=0zu. Daxz =0
Losung des homogenen Systems ist, folgt, dass x = 0 die einzige Losung ist, also £y = {0}. Dies
beweist eine Richtung der Aussage.

Andererseits, wenn £y = {0} ist, so kann in einem Endtableau, dass wir durch das oben beschriebe-
ne GauBsche Eliminationsverfahren gewinnen, keine Zeile verschwinden. Da sonst wegen m = n in
einer Spalte kein Pivotelement auftritt und wir mit beliebiger Wahl der zugehorigen Variable stets
das homogene System losen konnten im Widerspruch zu £y = {0}. Also erreichen wir mit dem
Algorithmus nach eventuellem Umbenennen der Variablen, Umsortieren der Zeilen und Dividieren
der Zeilen durch die Pivotelemente zu beliebiger rechter Seite b € K™ ein Endtableau der Form

1 % ... *x| b

01 .
k

0 0 1]bn,



von dem wir die Losung des Systems durch Riicksubstitution ablesen konnen. a

Beispiel 2.11
Betrachte das Gleichungssystem

T + 21‘3 = 1
4l‘1 + QI‘Q + 31‘3 = 0

mit «,y € R. Mit dem Gaufischen Eliminationsverfahren erhalten wir

1 0 2|1 0 2|1 10 2 1
4 3/0 — 4 2 310 — 4 2 3 0
2 2 al|y -2 0 a—=3|y 0 0 |a+1||y+2
Schreiben wir das reduzierte lineare Gleichungssystem ausfiihrlich hin,
T + 21‘3 = 1
4l‘1 + 2[L‘2 + 31‘3 =0

(a+ 1z = 742,

so sehen wir sofort die drei moglichen Fille. Ist a4+ 1 # 0, so ist das Gleichungssystem eindeutig
losbar (fiir beliebige Werte v € R), also der zweite Fall. Wenn o« = —1 und v # —2 ist, gibt es
keine Losung. Das ist oben als erster Fall beschrieben. Wenn aber o = —1 und v = —2 gilt, so
gibt es unendlich viele Losungen (3.Fall) und wir kénnen die Losungsmenge eine Gerade, durch
Riicksubstitution mit x3 = t ablesen:

1 -2
Lz{ -2 |+t 3|, teR}
1

T €Ly

Wir interpretieren nun noch diese Theorie der linearen Gleichungssysteme und linearen Abbildun-
gen im Fall quadratischer Matrizen. Dazu definieren wir die zu einer Matrix A inverse Matriz, also
die Matrix, die der Umkehrabbildung zu A zugeordnet werden kann, wenn die lineare Abbildung
A umkehrbar ist.

Definition 2.12 FEine quadratische Matrix A € K™*" heifit regulér, nicht singulir oder in-
vertierbar, wenn es eine Matrix X € K"*" gibt mit AX = X A= 1,. Falls es so eine Matriz
X gibt, so ist X eindeutig. Sie heifit die zu A inverse Matrix und wird mit A~ bezeichnet. Es

gilt also
AA™Y = A7'A = 1,

Andernfalls heifit die Matriz A singulér.

Die Eindeutigkeit ergibt sich wie folgt: Gébe es zwei Matrizen X und Y mit A X = X A = [,, und
AY =Y A=1I,,sowireY =Y [, =Y AX=1,X =X.

Bemerkung: Bei quadratischen Matrizen lasst sich zeigen, dass eine Matrix genau dann invertier-
bar ist, wenn es eine Matrix X gibt mit XA = [,,, also ohne die in unserer Definition geforderte
zweite Identitat AX = I,,. Wir verzichten auf einen Beweis.
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Die Losungstheorie der linearen Gleichungssysteme liefert eine ganze Reihe von dquivalenten Be-
dingungen, um die Regularitit einer Matrix zu beschreiben. Die Wichtigsten fithren wir hier auf:

Satz 2.13 Sei A € K™*". Dann sind dquivalent:
(a) A € K™™ ist reguldr.
(b) AT ist requldr.
(c) A* ist requldr.
(d) Das Gleichungssystem Ax = b hat fir jedes b € K" genau eine Losung x € K.
(e) Das homogene Gleichungssystem Ax = 0 besitzt nur die Losung x = 0.

(f) Der Rang des Gleichungssystems bzw. der Matriz ist n.

Beweis: (a) < (b): Ist A regulér, so ist

T

(AH"AT = (AAa) =1, wnd AT(AY = (44 = 1,.

Genauso zeigen wir umgekehrt aus der Regularitit von A" die von A.

(a) < (c): Dies ldsst sich genauso zeigen.

(a) = (d): Ist A regulér, so ist z = A7'b Losung des Gleichungssystems, denn Az = A A7 =
I,b =b. Aulerdem ergibt sich fir z,y € K" mit Az = Ay = b, dass A(x—y) = Ax— Ay = 0 ist und
mit der Inversen folgt z —y = A710 = 0, d.h. es gibt genau eine Losung des Gleichungssystems.
(d) = (a): Besitzt das Gleichungssystem fiir jede rechte Seite eine eindeutige Losung, so kénnen
wir fiir jedes j = 1,...,n Spaltenvektoren z\9) € K" finden mit Az = V). Hier ist wieder eV
der j—te Koordinateneinheitsvektor im K”. Fassen wir die Vektoren zU) zu der Matrix X € K"*"
zusammen, so bedeutet diese Gleichung genau AX = I,,. Wir haben XA = [, zu zeigen. Zunéchst
zeigen wir, dass auch das Gleichungssystem A*x = z fiir jedes z € K" eine Losung besitzt. Nach
Satz 2.10(a) geniigt es zu zeigen, dass das homogene System A*x = 0 nur die Losung = = 0 besitzt.
Sei x € K" eine Losung von A*z = 0 und sei u € K" Losung von Au = z. Dann ist

0 = (A2)'u = 2 Au = z*z = Z|xj|2.

j=1

Hieraus folgt x = 0. Daher hat A*x = 2z fiir jedes z € K" eine Losung. Wir kénnen wieder fiir jedes
j = 1,...,n Spaltenvektoren y) € K" finden mit A*yY) = eU). Fassen wir die Vektoren y¥) zu
der Matrix Y € K™*" zusammen, so bedeutet diese Gleichung A*Y = [I,,. Damit ist Y*A = [,, und

Y* = V'L, = Y(AX) = (Y'A)X = X = X,

und daher auch XA = I,,.
(d) < (e): siehe Satz 2.10
(e) < (f): Dies folgt aus der Durchfiihrung des GauBschen Eliminationsverfahrens. O

Fazit:

Ist A quadratisch und reguldr, so wird das Gleichungssystem Az = y durch
r = A~y gelost.
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Also ist die inverse Matrix A~! die Abbildungsmatrix derjenigen linearen Abbildung, die die Um-
kehrabbildung zu A(z) = Az ist.

Fiir das Rechnen mit inversen Matrizen gelten die folgenden Regeln:
(AN =4, AB)'=B7'AT, (AT T =4,
aber (A+ B)"'#£ A+ B~

Beispiel:
Fir A = (

) c K¥>2%ist A7 = 1 (d _b) , falls ad — be # 0. Dies lasst sich direkt nachrechnen.

ab
cd ad—bc \—c a

Die inverse Matrix A~ zu A erhalten wir, indem wir die Gleichungssysteme AX = I, lésen, d.h.
die linearen Gleichungssysteme fiir die n rechten Seiten e¥) € K, j = 1,...,n. Dazu nutzen wir
wieder das GauB-Verfahren mit einer Matrix auf der rechten Seite, in deren Spalten die rechten
Seiten zusammengestellt sind. Beim letzten Tableau vertauschen wir die Zeilen so, dass links vom
vertikalen Strich die Einheitsmatrix steht. Rechts vom Strich koénnen wir so die inverse Matrix

ablesen.

Beispiel 2.14

1 21
Bestimme die inverse Matrix zu A = (0 2 1 |. Wir haben das folgende Gleichungssystem
2 6 2
zu losen:
2 1/1 0 0 12 1] 100
021/01 0 — 02 010
2 6 2|10 01 02 0]-201
1 0 0] 1 -1 0 100 1 -1 0
— 0 2 1 0 10 — 0 0 1 2 1 -1
02l 0]-2 01 020/-2 0 1

Dies beendet das eigentliche Gauf3-Verfahren. Jetzt dividieren wir die letzte Gleichung noch durch
2 und sortieren die Zeilen (d.h. die Gleichungen) so, dass links die Einheitsmatrix steht. Dies liefert

1
0 und daher ist A7! = —
0

O = O

0] 1 -1
0j-1 0
11 2 1

—_Nl= O
DD = =

-1
0
1

— = O

Einen Aspekt in Hinblick auf lineare Abbildungen haben wir bisher noch nicht angesprochen. Eine
Abbildung A : R™ — R™ ist unabhéngig von der Koordinatendarstellung der Vektoren in R™. Aber
die zugehorige Matrix hangt vom Koordinatensystem ab. Also sieht die Matrix zu einer linearen
Abbildung beziiglich einer anderen Basis vollig anders aus.

Zunéchst beobachten wir, dass Basiswechsel im R” (bzw. C") auch durch Matrizen gegeben sind.
Betrachten wir zwei Basen zum R”, B = {bM, ... 6™} und C = {cM, ... ¢™}. Da B eine Basis
ist, gibt es eindeutig bestimmte Zahlen ¢;; € R mit

D =3t 40,
=1
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Wir erhalten eine Matrix gTe = ()i j=1,..,» € R™" mit den Eintrdgen t;; € R. Ist nun € R”
ein Koordinatenvektor beziiglich der Basis C, d.h. 2 = (21,2, ...,7,)" beschreibt den Vektor

v:xlc(l)+xgc(2)+...+xnc(n)’

so erhalten wir die Koordinaten y € R" desselben Vektors v beziiglich der anderen Basis B durch
die Matrixmultiplikation y = gTx. Das bedeutet, es gilt

Die Matrix gT¢ heifit Basistransformationsmatrix. Die Darstellungen sind eindeutig. Daher ist
g1 invertierbar und beschreibt den Koordinatenwechsel vollstandig.

Betrachten wir nun eine lineare Abbildung A : R" — R", die beziiglich der Basis C' durch eine
Matrix A € R™ "™ gegeben ist. Dann gilt fiir einen Vektor v mit Koordinaten z € R™ beziiglich der
Basis C, dass das Bild A(v) die Koordinaten Az = b beziiglich der Basis C' hat. Nun wollen wir
dieselbe Abbildung beziiglich der Basis B angeben. Wir bezeichnen mit y = gT¢ x und b=pTch
die Koordinaten von v beziechungsweise des Bilds A(v) beziiglich B. Dann gilt

(A) = BTC b= BTC Ar = BTC ABTcily .

Also ist durch das Matrizenprodukt pTe A gTe™ ! = A die Matrix A zu A gegeben, wenn wir
Koordinaten in Bezug auf die Basis B betrachten.

Definition 2.15 (Ahnliche Matrizen)

Zwei Matrizen A, A € R™" (bzw. C"*™) heiffen zueinander &hnlich, wenn es eine invertierbare
n x n Matrix T gibt mit
A=TAT".

In den nichsten beiden Abschnitten suchen wir nun Kennzahlen bei Matrizen, die sich unter Ahn-
lichkeitstransformationen nicht &ndern. Das bedeutet, dass diese Kennzahlen der lineare Abbildung
zuzuordnen sind, unabhéngig vom betrachteten Koordinatensystem.

2.3 Determinanten

Sei n € N und A € R"™" eine reelle quadratische Matrix. Dann werden durch die zugehérige
lineare Abbildung = — Az die Koordinateneinheitsvektoren e) € R™ in die Spaltenvektoren
Ael) = a,; € R" von A abgebildet. Die {e(j) g =1,... ,n} spannen den , Einheitswiirfel* im
R™ auf mit Volumen 1. Die Bilder {a*j g =1,.. .,n} spannen ein Parallelepiped auf. Welches
Volumen hat dies?

Wir beantworten diese Frage zunéchst fiir die Félle n = 2 und n = 3:
Spezialfall n = 2: Die Fliche des von zwei Vektoren a,b € R? aufgespannten Parallelogramms ist

aJ_

he —
’ el

wenn a® = (ay, —a;)' den zu a senkrechten Vektor bezeichnet (Skizze!). Wir definieren die Abbil-
dung

la|| = |aiby — as2by]

det(a,b) = aiby — aghy fiir a,b € R?,
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die je zwei Vektoren im R? bis auf das Vorzeichen die Fliche des von ihnen aufgespannten Paral-
lelogramms zuordnet.

Spezialfall n = 3: Um das Volumen des von drei Vektoren a,b,c € R? aufgespannten Spats zu
bestimmen, betrachten wir zunéchst die Flache des von a und b aufgespannten Parallelogramms.
Dazu definieren wir das Vektorprodukt im R? (bzw. C?).

Definition 2.16 Sei K = R oder K = C. Fiir a,b € K? ist das Vektorprodukt (oder Kreuz-
produkt) a X b € K* erklirt durch

aq bl (05} b3 — as b2
as X bs = az by — ap b3
as bg aq bg — a9 bl

Einige Eigenschaften lassen sich direkt durch Nachrechnen nachweisen.

Satz 2.17 Fiir a,b,c € K> und A € K gilt:

(a) a X a = 0,

(b) axb = —(bxa),

(c) (a+b) xc =axXxc+ bxXe, und aX (b+c) = aXxb + aXe,
(d) (Aa) xb = Aaxb) = ax (Ab),

(e) (axb)-c =a-(bxc),

(f) ax (bxc) = (a-c)b — (a-b)c.

Bemerkung: Fiir komplexe Vektoren bedeutet der Malpunkt in den letzten beiden Féllen, dass
die Formel fiir das reelle Skalarprodukt verwendet wird, also ohne komplexe Konjugation.

Der folgende Satz gibt nun die gesuchte geometrische Interpretation des Vektorprodukts.

Satz 2.18 Es scien a,b € R3. Dann gilt:

(i) Es steht a X b senkrecht auf a und aufb, d.h. (a X b) +a =0 und (a X b) -+ b = 0. Damit ist
also die Richtung des Vektorprodukts festgelegt.

(11) Es st ||a X b|| = ||a|| ||b]| [sinw]|, wobei w der von a und b eingeschlossene Winkel ist. Damit
ist [ja X b|| die Fliche des von a und b aufgespannten Parallelogramms.

Beweis: (i) Esist (a X b):b=a-(bxXb)=a-0=0und (a Xb)-a=—(bXa)-a=0.

(i) Mit c = a X bist [|a X b||> = (ax b)-c=a-(bxc)und bx c=0bX (axb) = ||b]|*> a— (a-b)b,
also

lax b* = a-(bxc) = [la|” oI — |a-b

2 2 2 2 .
= Jal” [[olI" [1 = cos*w] = [lall” [|b]|" sin® w.
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Dies beendet den Beweis. O

Bemerkungen:

(a) Durch die angegebenen Eigenschaften ist das Vektorprodukt bis auf ein Vorzeichen eindeutig
charakterisiert. Der Vektor a X b zeigt in die Richtung, so dass die drei Vektoren a, b, a X b ein
Rechtssystem bilden. Dies bedeutet: Man spreize die rechte Hand, sodass der Daumen in
Richtung a weist, der Zeigefinger in Richtung b, und der Mittelfinger rechtwinklig zu Daumen
und Zeigefinger zeigt. Dann weist der Mittelfinger in Richtung von a X b.

(b) Multiplikation der ersten beiden Koordinateneinheitsvektoren ergibt:

1 0 0
e x @ = 0 X 1 = 0 = @,
0 0 1

Analog ist e® x e®) = e und e® x e = ?),

(c) Die Bedingung a X b = 0 ist gleichbedeutend mit der linearen Abhéngigkeit von a und b.
Ist ndmlich z.B. a = Ab, so folgt a X b = Ab X b = 0. Ist umgekehrt a X b = 0, so folgt aus
(ii), dass w = 0 oder 7 gilt. Dies ist aber genau dann der Fall, wenn a und b linear abhéngig
sind.

Die Projektion von ¢ auf die Normale zur von a und b aufgespannten Ebene liefert die Hohe des
Spats, so dass wir insgesamt das Volumen eines durch a, b, c € R?® aufgespannten Spats durch

la X bl flell lcosw] = [(a xb) - |

erhalten, wobei w der Winkel zwischen a x b und c ist (Skizze!). Analog zum zweidimensionalen
Fall definieren wir:

det(a, b, C) = ((1, X b) cC = a2b301 — a3b201 + a,gblCQ — a1b302 + a1b203 — a2b103
= a (bQCg — bgCQ) — CLQ(bng — bgcl) + CL3<Z)102 — bQCl)
= a1 (bQCg — bgCQ) — bl (a203 — agCg) + C1 (a2b3 — ang) (23)

fiir a,b, c € R?. Also etwa

det =0-1-2-1-2-24+1-1-3-3-1-34+3-2-1-0-1-1=—-4.

_ o W
e
_ W N

Die vorletzte Identitdt nutzen wir fiir eine allgemeine Definition der Determinante einer n X n
Matrix.

Definition 2.19 (Determinante)

Ist A € K™™ eine quadratische Matriz, so ist det(A) = ayy im Falln = 1 und fir n > 2 wird

rekursiv definiert
n

det A = Z(—l)“rl a;q detA®
i=1
wobei AW die (n — 1) x (n — 1)—Matriz bezeichnet, die durch Streichen der 1. Spalte und der
i—ten Zeile entsteht.
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Bemerkung: Fiir die Determinante einer Matrix wird auch abkiirzend |A| = det A geschrieben.

Beispiel 2.20 (a) Wir berechnen

320
1o2|=3]Y 212 %5202 % 2302 —@2-0)+214-0)=0.
11 11 0 2
2 11
(b) Fiir die Einheitsmatrix I € R™*" gilt
det(l,) = 1.

Wir bezeichnen im Folgenden die j—te Spalte einer Matrix A mit a,; und die i—te Zeile mit a;,,
1,7 =1,...,n und machen zunéchst zwei wichtige Beobachtungen.

Lemma 2.21 (a) Die Determinante einer Matriz ist linear beziiglich der ersten Spalte, d.h. mit
as1 =a+beR" qilt

det(a+ b, s, ..., Q) = det(a, aua, . . ., Qup) + det(b, aue, . . ., Gup)
und mit A € R st
det( Ay, Guay - - oy Gun) = Adet(au, Guay - -y Gup) -

(b) Ist die Matrix A gegeben durch Vertauschen der ersten und zweiten Spalte, so gilt

det(A) = —det(A).

Beweis: Die erste Beobachtung ergibt sich offensichtlich direkt aus der Definition. Fiir die Deter-
minante nach Vertauschen der beiden ersten Spalten rechnen wir nach:

n

det(A) = 3 (=1)"*ay, )A@

1=1
n i—1 n
= Z(—l)z‘+1a,~2 Z(—1)1+1all | BO-O] 4 Z (—1)a, | BO-O)|
= =1 I=i+1
g -1
=2 [Z (D)™ (=1 apiaiz [BOO| + 3 (-1 (= 1) agra,0 | BOO|
=1 Li=t+1 P

n

-1
Z(_l)iﬂam ‘B(i)’(l)‘ + Z (—1)2@1.2 ‘B(i),(l)‘
i=1

i=l+1

— Z(_l)Hlall

=1

==Y (=1)!"a; [AV] = —det(A).
=1

Bei diesen Rechnungen haben wir mit B®® die (n—2) x (n —2) Matrizen bezeichnet, die sich nach
Streichung der ersten beiden Spalten und der i—ten und j—ten Zeile aus A ergeben. Auflerdem
haben wir die Konvention Z?:l =0=>",., genutzt. O
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Die rekursive Definition der Determinante reduziert die Berechnung einer n x n Determinante
auf n Berechnungen von (n — 1) x (n — 1) Determinanten. Mit dem Lemma(b) zur Vertauschung
von Spalten wird deutlich, dass wir dabei nicht notwendig die erste Spalte betrachten miissen.
Dies fiihrt uns auf die allgemeine Entwicklungsregel zur Berechnung von Determinanten. Mit der
letzten Gleichung in (2.3) sehen wir, dass durch entsprechendes Umsortieren der Summanden auch
Zeilen anstelle von Spalten zur Entwicklung genutzt werden kénnen. Auf einen vollstéindigen Beweis
verzichten wir hier.

Satz 2.22 (Entwicklungsregel)

Sei k € {1,...,n} eine feste Zeilennummer, also ay, ..., ax, die Elemente der k—ten Zeile. Fir
jedes j € {1,...,n} entsteht aus A eine (n—1) x (n—1)—Matriz A% durch Streichen der k—ten
Zeile und j—ten Spalte. Dann gilt:

det A = Z(—l)”kakj det A®I)

J=1

Diese Methode heifst ,Entwicklung der Determinante nach der k—ten Zeile“. Genauso kann nach
der j—ten Spalte entwickelt werden (wie im Fall der Definition mit j = 1).

Zur Illustration der Aussage dienen die folgenden beiden Beispiele.

Beispiele 2.23 (a) Sei

-1 0 3 4

21 0 3

4= 01 -2 1
12 0 3

Wir entwickeln nach der dritten Spalte, da dort 2 Nullen auftreten:

2 13 ~1 0 4
Al = 3|01 1| -2 21 3
1 2 3 1 2 3

= 3[2(3-2) + 1(1-3)] — 2[-1(3-6) + 4(4-1)] = —30.

Hier haben wir die beiden dreireihigen Determinanten nach der 1. Spalte bzw. 1. Zeile entwickelt.

(b) Sei

30 -2 1 3
4 2 1 31
A = 10 0 -2 2
02 0 04
03 0 00

Bei dieser Matrix gibt es jede Menge Nullen. Wir entwickeln zuerst nach der 5. Zeile, dann nach
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der 4. und dann nach der 3. Zeile:

3 — 1 3
4 1 31 3 - 1
Al = -3 . 9 9] = (=3)-4-14 1 3
0 0 0 4 1 —2

= —12[(-6—-1)—2(3+8)] = 12-29 = 348.
O

Bemerkung: Man beachte, dass es bei der Berechnung von Determinanten sinnvoll ist, sich eine
Spalte bzw. Zeile auszuwéhlen, die viele Nullen enthélt, um den Rechenaufwand gering zu halten.

Um die Berechnung von Determinanten noch effizienter durchfithren zu kénnen, listen wir wesent-
liche Eigenschaften von Determinanten auf ohne die Beweise genau auszufiihren.

Satz 2.24 (Eigenschaften)

(a) det AT = det A und det A* = det A fiir jede Matriz A € K™™",
(b) Linearitét bzgl. jeder Spalte und jeder Zeile (vgl. Lemma 2.21 (a)),

(¢) Antikommutativitit: Bei Vertauschung von zwei Zeilen oder Spalten vertauscht sich das
Vorzeichen (vgl. Lemma 2.21, (b)).

(d) Reihen- oder Spaltenakkumulation: Der Wert der Determinante dndert sich nicht,

wenn man zu einer Zeile (bzw. Spalte) ein Vielfaches einer anderen Zeile (bzw. Spalte)
addiert.

(e) Multiplikationsformel: det(A B) = detA detB fiir alle Matrizen A, B € K",
(f) det A # 0 genau dann, wenn die Matriz A requldr ist. In diesem Fall gilt

1
det A~

det (A_l) =

Bemerkung: Mit (e) und (f) sehen wir, dass sich die Determinante bei Koordinatenwechsel, also
bei einer Ahnlichkeitstransformation, nicht &ndert, denn fiir eine invertierbare Matrix T' gilt

det(TAT™") = det(T) det(A) det(T") = det(i)t(‘;‘j)t(f‘l)

= det(A).

Die Eigenschaft (d) bietet die Moglichkeit, zur Berechnung von Determinanten das Gauf3-Verfahren
zu verwenden. Dieses eignet sich besonders fiir Matrizen mit keinen oder wenigen Nullen. Man
beachte dabei nur die folgenden Einschrinkungen:

(a) Vertausche keine Zeilen! Sonst wiirde sich das Vorzeichen éndern.

(b) Ersetze keine Zeile durch ein Vielfaches von ihr! Sonst wiirde die Determinante auch multi-
pliziert bzw. dividiert werden miissen.
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Beispiele 2.25
(a) Wir betrachten zunéchst die (4,4)—Matrix

1 2 31
1 3 3 2
4= 2 4 3 3
1111
Mit Gaufl Schritten, bei denen sich die Determinante jeweils nicht d&ndert, erhalten wir die Tableaus
2 31 1 2 31 10 3 -1
1332 o ofQf o1 . 01 0 1
2 4 3 3 0 0 —3 1 00 -3
1111 0 -1 -2 0 00 -2 1
10 00 1 0 0 0
01 30 0100
00 -31 ~ ' 0001
00 0 0010
Diese Determinante konnen wir jetzt leicht entwickeln und erhalten det A = —1. Wir erkennen,

dass wir eigentlich zu viel leergerdumt haben. Betrachten wir das zweite Tableau. Entwickeln wir
nach der ersten Spalte, so konnen wir nur mit dem reduzierten Tableau

1 01
0 -3 1
-1 -2 0

weitermachen. Wir miissen also die Elemente in der markierten Zeile nicht mehr leerraumen.

(b) Bei dem folgenden Beispiel muss man etwas mehr aufpassen: Sei

1 -2 9 -3

3 4 1 3

4 = 6 8 —2 1

2 1 3 10

Dann erhalten wir

—2 9 -3 1 -2 9 =3
3 4 1 3 N 0 10 —26 12
6 8 —2 1 0 20 —-56 19
2 1 3 10 0 ~15 16

Jetzt konnen wir nach der ersten Spalte entwickeln, d.h. wir brauchen in den folgenden Tableaus
die erste Zeile nicht mehr leerzurdumen:

1 -2 9 -3 1 -2 9 -3

0 0 —20 . 0 0 4 -20

0 0 4 —45 0 0 0 —25

0 5 —15 16 0 5 —15 16

Dies entwickeln wir nach der ersten Spalte und es folgt
0 4 —20 L o0
detA = 1-]0 0 =25 | =5- 0 25 | = 5-4-(=25) = —=500.

5 —15 16
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2.4 Eigenwerte und Eigenvektoren

Abschlieend wollen wir noch weitere wichtige Kennzahlen bei linearen Abbildungen einfiihren.

Definition 2.26 (Eigenwert, Eigenvektor)

Sei A € C™™ eine quadratische Matriz. Eine Zahl A € C heiffit Eigenwert mit zugehorigem
Eigenvektor v € C", wenn v # 0 ist und Av = \v gilt.

Bemerkung: Wir kénnen uns reelle Eigenwerte und Eigenvektoren veranschaulichen. Wenn wir die
zugehorige lineare Abbildung betrachten, so besteht die Abbildung fiir Vektoren in dem durch den
Eigenvektor aufgespannten Unterraum nur in einer Streckung bzw. Stauchung (und gegebenenfalls
Punktspiegelung bei negativen Eigenwerten) um den Faktor, der durch den Eigenwert gegeben ist.

Schreiben wir Av = Av um in die Form (A—AI,,)v = 0, wobei [, die Einheitsmatrix ist, so erkennen
wir, dass v ein quadratisches homogenes lineares Gleichungssystem 16sen muss. Es gibt genau dann

nichttriviale Losungen, wenn die Determinante von A — AI,, verschwindet. Wir miissen also solche
A € C bestimmen mit det(A — Al,,) = 0.

Definition 2.27 (Charakteristisches Polynom,)

Die Funktion p(A) = det(A — Al,,) heifit charakteristisches Polynom der Matriz A. Die
Nullstellen des charakteristischen Polynoms sind die Figenwerte der Matriz A.

Entwickeln wir die Determinante so erhalten wir wirklich ein Polynom vom Grad n. Indem wir
die Nullstellen dieses Polynoms berechnen, konnen wir die Eigenwerte der Matrix bestimmen.
Eigenvektoren erhalten wir dann aus dem entsprechenden linearen Gleichungssystem.

Beispiel 2.28 Sei
1 0 O
A=10 3 -1
1 -1 3

gegeben. Wir bestimmen die Nullstellen des charakteristischen Polynoms,

I-X 0 0
0 = det(A — \I3) = det 0 3-X =1 |=0-=XN[B=-X>-1].
1 -1 3-2A

Also sind A\; = 1, Ay = 2 und A3 = 4 Eigenwerte. Einen Eigenvektor v etwa zu A = 4 erhalten wir
aus dem linearen Gleichungssystem (A — 413)v = 0. Wir berechnen mit dem GauB-Verfahren

-3 0 0|0 -3 0 010
0O -1 -1/0 — 0 -1 —-1]0.
1 -1 —-1|0 0O 0 010
Also ist etwa v = (0,1, —1)" ein Eigenvektor zum Eigenwert \ = 4. O
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Bemerkung: Mit Hilfe des charakteristischen Polynoms sehen wir nun auch, dass wir die Eigenwer-
te der durch die Matrix beschriebenen linearen Abbildung zuordnen kénnen. Denn die Eigenwerte
einer Matrix dndern sich nicht unter Ahnlichkeitstransformationen, da

det(TAT™' — \I,) = det(TAT ' — A\TT 1) = det(T(A — \L,)T 1) = det(A — \1,,)
gilt. Fiir Eigenvektoren v zu einem Eigenwert A gilt wegen \v = Av die Identitéit
MNv=TAv=TAT 'Tv=(TAT ") Tv

d.h. der Vektor Tw ist Eigenvektor zum Eigenwert A der Matrix TAT~!. Wir haben mit den
Eigenwerten und der Determinante Kennzahlen zu einer linearen Abbildung kennengelernt, die
sich bei Koordinatenwechsel nicht verdndern.

Wir kénnen analog Eigenvektoren zu den anderen Eigenwerten bestimmen und wiirden dann even-
tuell eine wichtige Beobachtung machen, die wir allgemein in folgendem Satz festhalten.

Satz 2.29 Seien A € C™" und \y,...,\; € C paarweise verschiedene Eigenwerte von A mit
zugehorigen Eigenvektoren v, ... v® € C". Dann sind die Vektoren {v(l), . ,v(k)} linear
unabhéngig.

Beweis: Dies zeigen wir mit vollstdndiger Induktion nach k (vergleiche auch Satz 4.14). Fiir k = 1
k41
ist dies klar, da v! # 0. Es seien nun {v(l) o) } linear unabhéngig und es sei Z pjo) = 0.

Zu zeigen ist, dass alle p; = 0 sind. Multiplikation dieser Gleichung mit A bzw. mit )\kﬂ liefert

k+1 k+1 k+1 k+1

ij)\jv(” = ijAv(]) =A (Z P; v(3)> =0 bzw. ij)\kJrlv(J) =
J=1 J=1 J=1 J=1

Die Differenz beider Gleichungen ergibt Z p][ )\k+1} (/) = 0. Beachte, dass die Summation

j=
jetzt nur noch bis k£ geht, da das letzte Ghed sich weghebt. Aus der Induktionsvoraussetzung folgt,
dass alle Koeffizienten Null sind, d.h. p; [)\ )\k+1} =0fiir j =1,...,k Da alle \; verschieden
sind, folgt p; = 0 fiir j = 1,..., k. Dann folgt schlieSlich auch p;;; = 0, womit die Behauptung

bewiesen ist. a
Eine sehr spezielle Matrix ist eine Matrix A € R™"™ mit Eigenwerten Aq,..., A, und linear un-
abhingigen Eigenvektoren v, ... v zum Beispiel wenn alle Eigenwerte verschieden sind (s.

Satz 2.29). Dann ist durch die Eigenvektoren eine Basis gegeben. Wéhlen wir als weitere Basis die
kanonische Orthogonalbasis mit den Einheitsvektoren e¥) und die zugehorige Basistransformati-

onsmatrix 7' mit
Tl = el |

die die Koordinaten v\) zur iiblichen Basis auf die Koordinaten zur Basis {v),...v™} abbildet.
Dann gilt
TAT 'e?) = TApY) = ATvD) = el

Daraus ist ersichtlich, dass

A 000
TAT™! 0 "-. 0
0 0 A
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gilt. Die Ahnlichkeitstransformation fithrt auf eine Diagonalmatrix mit den Eigenwerten auf der
Diagonalen. Matrizen mit dieser Eigenschaft heiflen diagonalisierbar.

In Hinblick auf die zugehorige lineare Abbildung ist Diagonalisierbarkeit eine sehr angenehme Ei-
genschaft. Geometrisch bedeutet es, dass sich die lineare Abbildung in diesem Koordinatensystem
vollstiandig zerlegen lésst, als Streckungen/Stauchungen um Faktoren A; in Richtung der Basisvek-
toren v9). Aus diesem Grund begegnen uns Eigenwerte und Eigenvektoren hiufiger in Anwendun-
gen etwa bei elastischen Phanomenen als Hauptspannungen bzw. Hauptspannungsrichtungen.
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3 Fouriertheorie

Es wurde bereits angedeutet, dass wir etwa die Menge der stetigen Funktionen {iber einem Intervall
oder die Menge der Polynome iiber C als Vektorraum betrachten kénnen. In diesem Kapitel werden
wir sehen, wie Funktionen sogar als Vektoren in einem euklidischen Vektorraum angesehen werden
konnen. Dies liefert Darstellungen bzw. Approximationen fiir Funktionen mit sehr weitreichenden
Konsequenzen in den Anwendungen etwa in der digitalen Signalverarbeitung.

3.1 Trigonometrische Polynome

Ist eine Funktion f in eine Potenzreihe entwickelbar, so kann sie durch eine Linearkombination von
Polynomen, also durch sehr einfache Funktionen, approximiert werden. Zu beachten ist aber:

(i) Die Klasse der Funktionen, die sich als Potenzreihe beschreiben lasst, ist klein. So muss f
beliebig oft differenzierbar sein. Aber selbst das reicht noch nicht aus, um f als Potenzreihe
darstellen zu kénnen, wie Beispiel 5.36 im ersten Semester zeigt.

(ii) Die Approximation ist im Allgemeinen nur in einer Umgebung des Entwicklungspunktes
“gut”. Dies haben wir an den Plots zu Potenz- und Taylorreihen gesehen.

Es gibt viele verschiedene Methoden, eine méglichst grofie Klasse von Funktionen auf ihrem Defini-
tionsbereich durch einfache Funktionen anzunédhern. Historisch ein Meilenstein in der Entwicklung
der Naturwissenschaften sind die , Fourierreihen“. In der Fouriertheorie werden Funktionen auf
einem beschrinkten Intervall I C R durch trigonometrische Polynome approximiert. Es ist im
Folgenden niitzlich, die komplexe Notation zu wahlen, also f : I — C zu betrachten.

Definition 3.1  FEin (komplezes) trigonometrisches Polynom vom Grad n ist eine Funktion

der Form
n

p(z) = ickeikm = ch[e”]k, r €R,

k=—n k=—n
mit Koeffizienten ¢, € C.

Beachte, dass der Name ,,Polynom® gerechtfertigt ist, indem wir die Summe in positive und negative
Indizes aufteilen und z = €@ bzw. z = e~ setzen.

Bemerkung: Wegen = € R erhalten wir mit der Eulerschen Formel

n n

p(z) = Z cp et = Z cx(cos kx + isin kx)

k=—n k=—n

= ¢+ Z<Ck + c_p) coskx +i(cy — c_y)sinkx.
k=1

Also koénnen wir p(z) auch darstellen durch

p(z) = ay + Z ay, cos kx + by sin kx
k=1
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mit ag = cg, ax = ¢, + c_x und by = i(cy — c_y). Beachte, dass ag,ar, b € R fiir k = 1,...n
impliziert, dass p : I — R reellwertig ist. In der komplexen Darstellung ist dies dquivalent zu der
Bedingung

C_p = Ck -

Anhand der zweiten Darstellung sehen wir, dass die trigonometrischen Polynome auf der reellen
Achse periodisch sind mit Periode L = 2.

Definition 3.2 Die Funktion f : R — C heifft periodisch mit der Periode L > 0, wenn
flzx+ L) = f(x) gilt fir alle x € R.

Da sich periodische Funktionen mit Periode L stets durch f(z) := f (£%) zu einer 27-periodische
Funktion transformieren lassen, kénnen wir im Folgenden ohne Einschrénkung 27-periodische tri-
gonometrische Polynome betrachten.

Wir erinnern uns an das erste Kapitel, in dem wir uns mit Vektorrdumen, Unterrdumen und
Skalarprodukten beschiftigt haben. Der Raum

Tn = f:[—7r,7r]—>(C:f(a:):cheikm:ckeC

[k|<n

ist ein Vektorraum iiber C, wobei die ,, Vektoren“ hier Funktionen sind. Die Vektorraum-Eigenschaften
sehen wir, indem wir direkt die Bedingungen (V1)-(V9) in Definition 1.2 fiir die Addition von Funk-
tionen f,g € T,, d.h. f+ g € T, ist gegeben durch (f + g)(z) = f(z) + g(x), x € [—m, 7], und die
skalare Multiplikation Af € T, mit (Af)(x) = Af(z) fiir € [—7, 7] nachpriifen.

Offensichtlich ist 7,, ein Unterraum von 7y mit N > n. Weiterhin bilden mit dieser Addition und
skalaren Multiplikation etwa die stetigen Funktionen einen Vektorraum. Man bezeichnet diesen
mit C(I) = {f : I — C : f ist stetig}. Bei der Definition des Integrals haben wir auch bereits
gezeigt, dass die Summe und ein Vielfaches integrierbarer Funktionen auch integrierbar ist und
die Eigenschaften (V1)-(V9) gelten, d.h. die Menge der integrierbaren Funktionen L(I) ist auch
ein Vektorraum. Die Menge 7, kann somit auch als linearer Unterraum von C([—m,x]) oder als
linearer Unterraum von L((—m, 7)) aufgefasst werden.

Unser Ziel ist es nun, eine moglichst gute Naherung einer Funktion (aus einem der oben genannten
Réume) durch ein trigonometrisches Polynom p € 7, zu finden. Im R? hatten wir durch Konstruk-
tion des LotfuBpunktes eines Punkts auf eine Ebene (Unterraum) die Approximation mit dem
kiirzesten Abstand angeben konnen. Dazu haben wir das euklidische Skalarprodukt und die daraus
sich ergebende euklidische Norm verwendet, also weitergehende Eigenschaften als nur die eines
Vektorraums. Analog zum R™ bzw. C" lisst sich auch iiber dem Vektorraum 7, ein Skalarprodukt
definieren.

Lemma 3.3 Durch -
(fo9) = [ F@gle)da

ist ein Skalarprodukt auf T, firn € N definiert.
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Bemerkung: Das hier auftretende Integral iiber die komplexwertige Funktion h = fg wird be-
rechnet, indem man den Integranden in Real- und Imaginérteil aufteilt:

/Zh(:ﬂ)dx:/iReh(x)deri/iImh(x)dx

Beweis: Wir miissen die Eigenschaften (a)-(d) im Satz 1.23 verifizieren. Offensichtlich gilt

o= [ s = [ T de =T 7.
Die Distributivitat, d.h. ((f+g), h) = (f, h)+ (g, h) und die Assoziativitit, A(f, g) = (Af, g) =

(f, Ag) ergeben sich direkt aus der Linearitit des Integrals.
Mit Satz 6.8 (e) des ersten Semesters folgt aus

<f,f>=/ﬂ @) dr =0,

—T

dass | f(z)]? = 0 fiir fast alle x € |7, 7] ist. Da f € T, stetig ist, folgt, dass f = 0 auf [—7, 7. Also
gilt auch die Definitheit f =0 < (f, f) =0 fur Funktlonen in 7,. O

Somit ist 7, ein euklidischer Vektorraum. Durch

£l =V 1) / (2)[2 da

ist auf 7, eine Norm gegeben mit den in Satz 1.23, (e)-(h) aufgelisteten Eigenschaften. Durch

I = gll2 = \// 2|2 da

ist ein ,,Abstand“, das quadratische Mittel, zwischen Funktionen definiert.

Bemerkung: Die Festlegung auf das Intervall [—7, 7] ist vorteilhaft, aber nicht wesentlich. Es
kann auch ein beliebiges anderes Intervall der Lange 27, zum Beispiel [0, 27|, verwendet werden.
Denn ist f : R — C periodisch mit Periode 27 und f|[_r - integrierbar, so ist f auf jedem Intervall
der Léange 27 integrierbar, und es gilt

a+2m

/f(t)dt = /f(t)dt fiir jedes a € R.

Das sieht man folgendermaflen: Wir spalten das Integrationsgebiet auf:

aton at2m
/ /f dt+/f dt+/f

Hierbei ist es unerheblich, ob z.B. a > —m oder a < —m ist. Die Substitution ¢ = s + 27 im letzten

Integral liefert
a+2m

]ﬂf(t) dt + / fit)ydt = ]Tf(t) dt + /af(s) ds —

s
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Mit dem Skalarprodukt zeigt sich nun der wesentliche Vorteil, den die Wahl der Basis in der
Fouriertheorie beinhaltet.

Satz 3.4 Die Funktionen
({L‘) — Leikx |k3| <n
Spk‘ ° \/ﬂ Y — )
bilden eine Orthonormalbasis des T, beziglich des Skalarproduktes (., .). Insbesondere hat der
Vektorraum T,, die Dimension 2n + 1.

Bemerkung: Wir sprechen von einem Orthogonalsystem W = {v(!) ... v(™} in einem eukli-
dischen Vektorraum V, wenn die Vektoren paarweise orthogonal sind, d.h. (v, ")) = 0 fiir i # j.
Ist TV sogar eine Basis von V und haben die Vektoren alle die Norm |[v® | = 1,7 =1,...,m, so

heifit W Orthonormalbasis.
Beweis: Es gilt

1 fir k=m

1 [
. i(k—m)z o
(Prs Pm) = _271'/6 dr = )
g 2mi (k—m)

ei(kfm):v

= 0 fir k#m.
Die ¢ haben also die Norm 1 und sind paarweise orthogonal. Damit ergibt sich insbesondere,
dass die Funktionen linear unabhéngig sind; denn wir erhalten aus 0 = > ¢ = 0 fiir die

—n

Koeffizienten . .
0= (Z CkPk s P1) = Z ckl{ens 1) =
k=—n k=—n
fir | = —n,...,n. Also ist {¢g : k = —n,...,n} eine Orthonormalbasis zu 7. O

Im Unterraum 7, der trigonometrischen Polynome bis zum Grad n sind durch ¢, Basisvektoren ge-
geben analog zu den Einheitsvektoren im R™ und wir konnen die Koeffizienten ¢, als ,, Koordinaten*
beziiglich dieser Basis verstehen.

Zu einer allgemeinen Funktion f : [—7, 7] — C suchen wir nun das trigonometrische Polynom
Pn € T, mit dem kiirzesten Abstand || f — ppll2. Um diesen Abstand formulieren zu kénnen, muss
nur vorausgesetzt werden, dass das Integral ||f — pnll3 = [7_|f(z) — pa(2)|* do existiert. Dies

ist gewihrleistet, wenn wir voraussetzen, dass |f|> Lebesgue-integrierbar ist, d.h. wir betrachten
Funktionen f mit

™

fe ¥ (—m )= {f € L(—m, ) : /

—T

)P < oo}

Die Menge L?(—m,7) ist ein Vektorraum; denn es gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung,

([ |f(x)l2dw)% ([ |g<x>|2dx)% — 1151l lgle,

(s. auch Satz 1.23). Damit existiert mit f,g € L*(—m, ) auch

ral=|[ st

| 1@+ g@P s = [ 17@)P +2Re( @5l + lg(o)P da

—T —T

< 1z + 20 fll2llgll2 + llgllz < oo
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Da auch \f € L?(—m, ) fiir f € L?*(—m, m) gilt und die Eigenschaften (V1)-(V9) erfiillt sind, ist
L?*(—7,m) ein Vektorraum. Weiterhin ist wegen der Cauchy-Schwarz Ungleichung durch

9)= | J@isw s

ein Skalarprodukt zu f,g € L?(—m, ) gegeben, so dass der Raum L?*(—m, 7) ein euklidischer
Vektorraum ist.

Nun betrachten wir den Abstand einer Funktion f € L?*(—n, ) zu einem Polynom ¢ = > qrpx €
k| <n
T.. Es gilt unter Ausnutzung der Orthogonalitét

If—al; = (f—af—a)={f.f)—2Re(f,q) + (¢, q)

= <f7f>—2Re<f7 Z%%>+<Z qk Pk qu¢k>

Jk|<n [k|<n kl<n

|k|<n |k|<n

= 1= D2 WhenP+ D lae = (fren)l (3-4)

|k|<n [k|<n

Wir sehen, dass der Abstand am kleinsten ist unter allen ¢ € 7,,, wenn die Koeffizienten so gewahlt
werden, dass

@ = (¢, ) = ([, or)

gilt. Bezeichnen wir dieses spezielle trigonometrische Polynom mit p,, € 7, so besagt die Bedin-
gung, dass
(f —pnypry = 0 furalle |k] <n

oder kurz (f — p,) L 7T, gilt. Also ist p, der ,Lotfupunkt* p, € 7, der Funktion f € L*(—n, ) in
T,.. Das trigonometrische Polynom p,, hat den kiirzesten Abstand zu f unter allen trigonometrischen
Polynomen der Ordnung kleiner oder gleich n, d.h. ||f — p,|l, < || f — g, fiir alle ¢ € T;, bzw.

/‘f —pu(2))Pdz < /|f ) —q(z)]*dz fiir alle ¢ € T, .

Weiter folgt fiir die Koeffizienten ¢;, von p, = > ¢ ¢k aus der Bedingung, dass ¢, = (pp, 1) =
|k|<n

(f, @r) ist. Also ist

p@) = S (henea) - / F(t) et dt | i

|k|<n kf—n
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Definition 3.5 Fliir eine komplezwertige Funktion f € L*(—n,7) und n € N heifit

pal(z) = Z et reR,
k=—-n
: 1 —ikt
mit  cp = Py ft)e ™ dt, ke{-n,...,n},
T

das (komplere) Fourierpolynom n—ten Grades zu f mit den Fourierkoeffizienten c.

Mit der Euler’schen Formel kénnen wir die Fourierpolynome auch umschreiben zu

po(T) = ag + Zak cos kx + by sin kx|

k=1
wobel fiir die Koeffizienten
+m
1
apg = Cy — —/f(t)dt,
27
- 17
ap = cp+cp = 2—/f(t) (7™ + e dt = —/f(t) coskt dt,
T T

1 r . 4 1 K
by = ilcy —cog) = Z2—/f(t) (e — ™) dt = —/f(t) sin kt dt .
T T

folgt.
Ist f reellwertig, so bieten sich diese reellen trigonometrischen Polynome an; denn wegen c_, = ¢
(s. Bemerkung nach Definition 3.1) ergibt sich

ar =cp+cr = 2Recy € R und by =i(cy —cp) = —2Imc, € R.

Fiir die praktische Berechnung von Fourierpolynomen im Reellen sind somit die folgenden For-
mulierungen niitzlich, wobei bei den symmetrischen Fillen die Substitution z +— —x ausgenutzt
wird.
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Korollar 3.6
(a) Ist f € L*(—m,7) eine reellwertige Funktion, so ist das Fourierpolynom p,(z) = ag +

> aicoskx + by sinkx gegeben durch die reellen Koeffizienten

1 - L[
ap = Q—/f(t)dt, ap = —/f(t) cosktdt, b, = —/f(t) sinktdt, firkeN.
T 7T T

(b) Ist f dariber hinaus eine gerade Funktion, d.h. f(x) = f(—x) fir alle z, so ist by = 0 und
- 2 | ..
ag = —/f(t)dt, ar = —/f(t) cosktdt, firkeN.
T T
0 0

(c¢) Ist f ungerade, d.h. f(z) = —f(—x) fir alle x, so gilt a, =0 und

2 s
by = —/f(t) sinktdt, firkeN.
77
0

Beispiele 3.7
(a) Sei f(z) =« fiir |z| < 7. Dann ist f eine ungerade Funktion, also ay = 0 fiir alle k£ und

s

s
™

2 2 2
b, = —/tsinktdt = ——tcoskt] + — [ cosktdt
T 7k 0 mk
0 0
2(—1)* 2 . " 2(=1)k
= — kt| =
Ko ae .
also ist
n (_1)k+1
pu(z) = 22 sin(kz) .
k=1

das n—te Fourierpolynom zu f.
(b) Sei jetzt f(x) =signz, |x| < m. Dann ist f ebenfalls ungerade, also a, = 0 fiir alle k£ und

4k ungerade,

9 ™ 9 T ) 7k’
b, = —/sinktdt = = coskt| = p [1_ <_1)k} -
- / T 0 ™ 0, k gerade,
also
(@) 4~ 1 n((2k + 1)z)
Pan+1 w2k + 1
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Fiir beide Beispiele sind die Funktionen und die drei ersten Fourierpolynome geplottet.

ﬂﬂﬂmm

4+ 4 4t

-6 1 -6

f({L') = Z, |l’| S T, und b1, P2, P3 f(l’) = Sign(l‘)7 |l’| S ™, und b1, D3, Ps
Anscheinend approximiert das Fourierpolynom auferhalb des Intervalls [—7, 7] die 27-periodische
Fortsetzung der Funktion f, d.h. die Funktion f: R — C mit
f(x) = f(x —2jm), fir —7+2jr<z<n+2m, jeLl

Beachte, dass wir hier in den Stellen 7 + 2j7m den Funktionswert f(—m) gewdhlt haben. Genauso
hatten wir auch f(m) verwenden konnen. Beide Fortsetzungen unterscheiden sich hochstens an den
Nahtstellen (also auf einer Nullmenge!).

3.2 Fourierreihen

Nun interessiert das Konvergenzverhalten, wenn der Grad des Fourierpolynoms gegen unendlich
geht. Wir beginnen mit einer allgemeinen Abschitzung, die insbesondere zeigt, dass die Fourierko-
effizienten fiir k — +o00 gegen 0 konvergieren.

Satz 3.8 (Besselsche Ungleichung)
Sind (cy,) die Fourierkoeffizienten einer Funktion f € L*(—m, ) so gilt

n 1 g
Z x| < 2—/|f(x)|2dx fiir alle n € N,
T
k=—n g
Da die Summe auf der linken Seite nur nichtnegative Summanden hat, konvergiert die Rethe

< > |ck|2>. Insbesondere konvergieren die Fourierkoeffizienten ci gegen O fiir k — +o0.

k=—o0

Beweis: Mit den Beziehungen |u—v|? = |u]?+ |v]|? =2 Re (u?) und |u|* = u 7 fiir komplexe Zahlen
u,v € C folgt aus der Rechnung in (3.4)

+m

0§/

—T

@) - 3 e

Ik|<n

da::/|f(:c)|2d:c — 21 ) el

Ik|<n
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Dies beweist die Besselsche Ungleichung. a

Die Aussage, dass fiir f € L?(—m, )
1 i —ik
=5 flz)e "™ dx — 0, k— +oo
™ —T

bzw. reell ausgedriickt

™

f(z)coskxdr — 0, und /f(:p)sinkxdx -0, k— o0,

—Tr

gilt, wird Riemann-Lebesgue-Lemma genannt.

Wir wollen jetzt zeigen, dass fiir n — oo die Fouriersumme von f gegen die Funktion f konver-
giert. Wir miissen hier aufpassen mit der Art der Konvergenz. (Aus dem ersten Semester kennen
wir ja verschiedene Formen: punktweise und gleichméfBiige Konvergenz, Konvergenz im quadra-
tischen Mittel). Wir beginnen mit stiickweise differenzierbaren Funktionen und der punktweisen
Konvergenz.

Definition 3.9 Sei I ein beschrdinktes Intervall mit Endpunkten a < b. Eine Funktion f : I — C
heifit stiickweise stetig, wenn es eine Zerlegung

a =1x9 <1 < ... <xZ = b von la,b

gibt, so dass alle Einschrinkungen fl,_, ;) fir j = 1,...,n stetig und stetig fortsetzbar auf
[z;_1,%;] sind.

Mit PCla,b] sei der Raum der auf [a,b] stickweise stetigen Funktion bezeichnet (,PC“ soll an
Lpiecewise continuous“ erinnern,).

Wir benétigen noch die folgende Bezeichnung: Fiir f € PC[—7, x| definieren wir die links- und
rechtsseitigen Grenzwerte durch

fe(x) = zlJl_I)Iﬂl: f(y) fur alle inneren Punkte x € (—m, 7).
y2z

Ist f am Punkt z stetig, so ist natiirlich f(z) = f (x). Fiir die Randpunkte +7 sind f, (—7) und
f-(m) analog erklért. Wir setzen noch f_(—mn) := f_(7) und fi(7) := fi(—n).

In den folgenden Sétzen treten die Mittelwerte 1[4 (x) 4+ f-(z)] auf. Diese Mittelwerte stimmen
natiirlich mit f(z) iiberein, wenn f in z stetig ist. An den Randpunkten +7 ist aber im allgemeinen

f(=m) # f(m).
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Satz 3.10 Sei f € PC|—m,7]. Fiir allen € NU {0} und x € [—7, x| ist

@+ @] = Y adk + Ri),

[k|<n

wobei ¢y, die Fourierkoeffizienten von f sind und

sin [(2n + 1) %]
sin £t

dt

Ra) = o5 | [ {5 - 50}

sin [(2n + 1)%]

1y T—1
SHl—g-

4 / [Fe(@) - 1)} dt

Beweis: Wir setzen die Funktion f|_ . auf R zu einer 2r—periodischen Funktion fort. Wir
definieren die Funktion

An(s) = Re Z e =1+ 2Re Ze““, seR,
k=1

k=—n
und rechnen mit der geometrischen Summenformel aus (Ubung):

1 2n+1)2
An(s) = Sm[(sizﬁ )2}, seR.
2

A, ist also die Funktion, die in R,, auftritt. Wir beweisen jetzt die Behauptung mit vollstdandiger

Induktion nach n.
r+7
Sei zuerst n = 0. Dann ist wegen ¢ = 5= [ f(t)dt:

U@+ @] a0 = oo e+ wf@) - [ s
- o | [r@-toya + [ (@ -s0ya| = R,
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Sei nun die Behauptung fiir n richtig. Dann gilt fiir n 4 1

n+1

@I @] = Y e
h=—(n+1)

—i(n+1)z i(n+1)x

= Rn(fE) — C-(n+1) € — Cpt1€

r+m

— % /{f(x) )} An(z —t)dt + /{f+ fO)} Ap(z —t)dt

T

/+f [ —i(n+1)(z—t) +ez(n+1)(m t)} dt
—2Re expli(n-+1)(z—1)]
Wegen i
Re /e“"“xﬂ& Ydt = —Re [ L (1 in+1) ) 0
iln+1)

und analog
T+

1st
|k|<(n+1)

- = / {f—(x) - f(t)}lAn(x —t)+2Re ei(n+1)(x—t)ldt

2 —
o =Any1(z—1)
T+
+ / {fi(@) = FO} [An(x —t) + 2Re ™™D dt| = R, (2).
2 — At (z—t) ’

Dies beweist den Satz.

Die punktweise Konvergenz kann jetzt gezeigt werden, wenn auch f’ stiickweise stetig ist.
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Satz 3.11 Sei f stiickweise stetig differenzierbar, d.h. es gebe —m = x9g < 11 < ... < T, =T S0,
dass alle Restriktionen f|,_, ., und ihre Ableitungen f'|,_, ;) stetig fortsetzbar auf [x;_y, ;]
sind. Dann konvergiert die Fourierreihe punktweise, und es ist

[er( ) ch‘e [_ﬂ-vﬂ-]'

Auferdem konvergiert die Reihe im quadratischen Mittel, d.h. mit

po(x) = Z e e xe[-m ],

|k|<n
gilt:

/\f<x>—pn<a:>\2dx 0 firn— oo,

Beweis: Wir schiitzen das Restglied R, (z letzten Satz fiir festes x ab. Dazu definieren wir

) im

_(z) = f(t
sinf[(x —t)/
fi(x) = f(1)

n| /

Snl(z =) /2] t e (z,z+ml,

) te€r—mx)
2 ) Y
W(t) = 072

und setzen ¢ mit der L’Hospitalschen Regel von rechts oder von links stiickweise stetig in den
Punkt ¢ = x fort. Nun kénnen wir schreiben:

T+

R.(x) = %/@/}(t) sin[(n +1/2) (z — t)]dt = %/@Z)(x—s) sinf(n +1/2) s|ds

1 s
= 5 /@/}(x — 3) [sinns COS% + cosns sin g] ds.
Damit ist R,(z) die Summe der n-ten Fourierkoeffizienten von s +— 1t(z — s)cos? bzgl. der
Sinus- und von s — 1¢(z — s)sin £ bzgl. der Kosinusfunktion. Die Besselsche Ungleichung liefert
R,(x) — 0 fir n — oo. Damit ist die punktweise Konvergenz gezeigt. Schliefllich kénnen wir

R, (x) noch gleichméBig bzgl.  und n beschrinken, denn es gibt ¢ > 0 mit ’1/1(15)} < c fiir alle
t € [t — m,x + 7] und daher wegen der vorletzten Formel:

|R.(z)] < ¢ fiiralle x € [, 7).

Der Konvergenzsatz von Lebesgue (Satz 5.2), liefert jetzt, dass auch fjﬁ’Rn(:c)}Q dx — 0 fir n —

oo. Dies liefert die zweite Behauptung, wenn man ausnutzt, dass 3 [f4(z) + f-(z)] = f(z) fiir alle
x gilt bis auf endlich viele. a

Beispiele 3.12
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(a) Wir haben schon die Fourierschen Polynome fiir die Funktion f(z) =z, x € [—m, 7|, berech-

net:
k+1

pu(z) = 22 sin(kz) .

Die Voraussetzungen des Satzes sind erfullt, also

o k+1
2

k=1

sin(kx), z€ (—m,m).

Fiir x = 7/2 ist sin(kn/2) = 0 fiir gerades k und sin((2j + 1)7/2) = (—1)? fiir ungerades
k =27+ 1. Also erhalten wir die Gregory-Leibniz-Reihe

= 1 — + - ...

(S

+

Wl

T
4

|~

(b) Betrachte nun f(z) = 22, |z| < 7. Dann ist f gerade, also by = 0 fiir alle k£ und

1 [ 2
aoz—/xQd:c:ﬂ—

s 3
2 2 .4
ap = —/x coskrdr = — x* smk:p} —/ sin kx dx
T k 0 7wk
0 0
4 [ 4
= x cos kx| kQ/cosk:cda: = ﬁ(—l)k,
70

also

coslm:, lz] < .

H

Il

oo|:‘
wmg

2 o0 0 2
s T 1 I
m —?“Zk:lﬁ’ also Z“ﬁ G

Addition der beiden Formeln ergibt:

> T
PN Y 2k:—1 T8

k:l

Abschliessend zeigen wir den Hauptsatz der Fouriertheorie, der die letzte Aussage in Satz 3.11 fiir
alle quadratintegriebaren Funktionen verallgemeinert.



Satz 3.13 ( Fourierscher Entwicklungssatz)

Sei f € L*(—m,m) mit zugehirigen Fourierpolynomen (p,). Dann konvergiert (p,) im quadra-
tischen Mittel gegen f, d.h.

™

10— 2o nmy = / pu(e) — F@)fde — 0, n— oo

—Tr

Die in diesem Sinne konvergente Reihe

i : 1 " —ikx
(chem> mit ¢, = %/_ﬂ f(z)e * dy

heifst Fourierreihe. Es gilt die Parsevalsche Gleichung

> laP = 5 [ 1) de.

k=—00

Bemerkung: Die Parsevalsche Gleichung kann auch fiir die reellen Fourierkoeffizienten hinge-
schrieben werden:

- 1
o [ 17@F dz=laof + 53 (janf + ).
o k=1

Dies nachzurechnen, iiberlassen wir den Lesern als Ubungsaufgabe.

Beweis: Wir benutzen ein Ergebnis der Lebesgueschen Integrationstheorie ohne Beweis. Durch
unseren Zugang (Approximation durch Treppenfunktionen) ist es aber sehr plausibel:

Zu jedem f € L?(—m, ) gibt es eine f approximierende Folge (¢ )ren von Treppenfunktionen, d.h.
lor — f||%2(_7m) — 0 fiir k — oo.

Sei also jetzt ¢ > 0. Wahle k so groB, dass [|¢r — flz2(—rn) < €/2. Wir halten dieses k fest und
schreiben ¢ = ¢y,. Die Treppenfunktion ¢ ist sicher stiickweise stetig differenzierbar. Also gilt nach
Satz 3.11, dass ||¢g, — ¢||r2(—r,x) — O fiir n — oo, wobei g, das n—te Fourierpolynom zu ¢ ist.
Insbesondere gibt es ein ny mit ||g, — @||p2(—rx) < €/2 fiir alle n > ng. Jetzt nutzen wir aus,
dass das Fourierpolynom p, von f die beste Approximation an f unter allen trigonometrischen
Polynomen vom Grad hochstens n ist, also

Hpn - f”LQ(fﬂJr) < HQn - f”LQ(fﬂJr) < HQn - QOHLQ(fW,ﬂ) + HQO - f”LQ(fﬂJr)

€ €
< = i
_2+25

fiir alle n > ng. Dies ist gerade die Konvergenz von p,, gegen f in L?(—m, ).
Mit der oben eingefiihrten Orthonormalbasis berechnen wir weiterhin

PallZenm = | D crom D cios | =D D adilone) =D lel.

[k|<n lil<n [k|<n|jl<n k| <n
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Mit der Dreiecksungleichung gilt || f|| z2(—r.x) = [|Pn — fll22(=rm) < 1Pnllz2(crm) < I f |l 2cmm) + [P0 —
fll2(=nm)- Also liefert diese Einschachtelung mit der gezeigten Konvergenz im Grenzfall, n — oo,
die Parsevalsche Gleichung. a
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4 Differentialgleichungen

Am Ende des ersten Semesters haben wir einige Differentialgleichungen kennengelernt und ihre
Bedeutung in Naturwissenschaft und Technik erahnen koénnen. Mit einem Beispiel aus der Elek-
trotechnik wollen wir nun daran ankniipfen.

Beispiel 4.1 (elektrischer Schwingkreis)

Ein einfacher elektrischer Schwingkreis besteht aus einem Widerstand R, einer Spule der Induk-
tivitdt L und einem Kondensator der Kapazitdt C. Nach dem Kirchhoff’schen Gesetz gilt fiir die
Summe der Spannungsabfille am Widerstand Ug, an der Spule Uy, und am Kondensator Us zu
jedem Zeitpunkt ¢ die Gleichung

0= Un(t) + Us(t) + Ur(2).

C
||
I

Mit I(t) bezeichnen wir den Strom, der zum Zeitpunkt ¢ > 0 im Schwingkreis fliefit, mit Q(¢) die
Ladung auf den Kondensatorplatten. Weiter nutzen wir die iibliche Schreibweise F' anstelle von F’
fiir Ableitungen beziiglich der Zeit. Es gelten die Zusammenhénge

) t .

QW =10),  Ust)) =RID,  Ue) =22 u0) = Lit)

Durch Einsetzen erhalten wir ein System von zwei gewohnlichen Differentialgleichungen erster
Ordnung fiir die unbekannten Funktionen ¢ und I,

Q1) = I(1)

)= -7 1) ~ oz QM)

Alternativ konnen wir nach dem Einsetzen das Kirchhoff’sche Gesetz einmal nach der Zeit diffe-
renzieren, und erhalten

fir ¢>0.

0=1I(t) +§i(t) + %Q(t)

:Hﬂ+%ﬂﬂ+éfﬂm £ 0.

Dies ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir 7, in der aber () nicht mehr vorkommt. O

In diesem Kapitel wollen wir uns mit der Theorie solcher Systeme erster Ordnung oder Differenti-
algleichungen hoherer Ordnung beschéftigen und praktische Strategien zu ihrer Losung kennenler-
nen. Dabei werden wir feststellen, dass wie im Beispiel beide Problemtypen eng zusammenhéngen.
Auflerdem werden wir im wichtigen linearen Fall sehen, dass die Menge aller Losungen die alge-
braische Struktur eines Vektorraums bzw. Unterraums aufweist, sodass Aussagen aus den letzten
Kapiteln genutzt werden konnen. Wir beginnen mit den einfachsten Typen von Differentialglei-
chungen hoherer Ordnung.
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4.1 Homogene lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffi-
zienten

Die Differentialgleichung zweiter Ordnung aus dem Beispiel 4.1 hat eine sehr spezielle Form. Es
handelt sich um eine homogene lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizien-
ten, d.h. eine Differentialgleichung n-ter Ordnung der Form

apu(r) + ayu'(x) + - + apu™(z) = 0, 2€ICR,
mit Konstanten ay, ..., a,, wobei a, # 0 vorausgesetzt ist.

Das Wort linear deutet darauf hin, dass im homogenen Fall die Summe von zwei Losungen und
ein Vielfaches einer Losung stets wieder eine Losung ist. Genauer gilt mit der Definition aus dem
letzten Kapitel, dass die Abbildung « : C™(I) — C(I) mit

alu) =agu+a u' + -+ apu™

linear ist. Mit C™ (/) wird hier der Vektorraum der n-mal stetig differenzierbaren Funktionen be-
zeichnet. Homogen nennt man eine lineare Differentialgleichung, die die Nullfunktion als Losung
besitzt. Das ist gleichbedeutend damit, dass die Inhomogenitdt null ist. Wiirde auf der rechten Seite
der Gleichung ein von v unabhéngiger Term ungleich Null stehen, so heifit die Differentialgleichung
inhomogen.

Ziel ist es, Losungen dieser homogenen Differentialgleichung zu finden. Wir werden feststellen, dass
es sinnvoll ist, komplexwertige Ausdriicke zu verwenden. Insbesondere diirfen die Zahlen a; auch
komplex sein. Beachten Sie, dass das Definitionsintervall I reell bleibt!

Um Loésungen der Differentialgleichung zu finden, bietet sich ein Exponentialansatz u(z) = exp(Azx)
mit A € C an. Setzen wir diesen in die Differentialgleichung ein, so erhalten wir

(ap + aiA + - - -+ ap,A") e = 0.

Also 16st u die Differentialgleichung, falls A Nullstelle des charakteristischen Polynoms

n

p(A) =) a¥

J=0

ist. Wir halten diese Uberlegung als Satz fest.

Satz 4.2 Zu jeder Nullstelle A € C des charakteristischen Polynoms, d.h. ap+a; A+ -+a,\" =
0, st u(z) = exp(A\x) eine Lisung der homogenen linearen Differentialgleichung.

Bemerkung: Die Bezeichnung charakteristisches Polynom kniipft an das vorletzte Kapitel an.
Dies sehen wir, wenn wir die Differentialgleichung zu einem System von Differentialgleichungen
erster Ordnung umschreiben.

63



Dazu definieren wir Funktionen v;(z) = uV=Y(z) fiir j = 1,...n und schreiben die Differentialglei-
chung mit den Funktionen v; &quivalent um zu

vi(x) = va(z)

vh(r) = vs(x)

L (aov1(z) + arva(x) + - + an_10a(2)) -

n

@\
—
8
SN~—
I

Dies ist ein lineares Differentialgleichungssystem. Fassen wir die Funktionen v; zu einem Vektor
zusammen und nutzen wir die Matrixschreibweise, so ist

vy(z) ! (1) (1) 0 o 8 v1(x)
v(x) | v ()
0 1
U () _a _a  _a  _aua v ()
Der Ansatz (vi(z), v2(),...,v,(7))" = e’w mit einem konstanten Vektor w € C™\ {0}, fiihrt auf

eine Losung des Differenzialgleichungssystems, genau dann, wenn \ Eigenwert und w zugehoriger
Eigenvektor der Matrix

0 1 0 0
0 10 0
A=
0 1
_a _a  _a L 1

ist. Bis auf den Faktor 1/a, ist das charakteristische Polynom dieser Matrix das urspriingliche cha-
rakteristische Polynom p(A\) = Y a; N der homogenen linearen Differentialgleichung n-ter Ordnung

7=0
(nachrechnen!).

Im Komplexen besitzt das charakteristische Polynom stets n Nullstellen und wir kénnen p in
Linearfaktoren zerlegen,
PA) = an(A = A1) (A= A2) -+ (A= Ay).
Jede der Zahlen \;, j = 1,...,n liefert eine zugehérige Losung exp(A;z). Auch Summen von
skalaren Vielfachen dieser Funktionen, also Linearkombinationen, sind aufgrund der Linearitét
wieder Losungen:
u(z) = ¢ M+ e - f ¢, M

Sind alle \; paarweise verschieden, so werden wir uns spéter iiberlegen, dass wir damit tatséchlich
alle Losungen der homogenen linearen Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten gefunden
haben. Daher nennt man die Linearkombinationen aller dieser Losungen auch die allgemeine
Losung der Differentialgleichung.

Zunéchst aber greifen wir das Beispiel 4.1 wieder auf. In der Physik und Technik spielt die dort auf-
tretende Differentialgleichung eine ausgezeichnete Rolle. Man nennt sie auch gedampfte lineare
Schwingungsdifferentialgleichung. Wir diskutieren ihre Losungen:
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Beispiel 4.3 Die Differentialgleichung des elektrischen Schwingkreises lautet

ity + i) + o 10 =0,

wobei L, C' > 0 vorausgesetzt wird. Hier ist

1 R\? 1 41,
p(A):A2+§>\+ﬁ:()\+—) —m (RQ——).

Wir unterscheiden drei Falle:

1.Fall: R* > 4L/C. Dann sind die beiden Nullstellen von p gegeben durch ;5 = ﬁ [—R +
VR?—4L/C } Beide Nullstellen sind negativ und die allgemeine Losung der Differentialgleichung

lautet
I(t) = o «3_<%+ﬁ v R2_4L/C>t + e_<%_ﬁ v R2_4L/C>t, a1, an € R
Wir erkennen, dass die Losung maximal eine Nullstelle besitzt und fiir £ — oo exponentiell gegen
0 abfallt. Daher heifit dieser Fall Kriechfall oder stark gedampfter Fall.
2. Fall: R?* < 4L/C. Dann sind beide Nullstellen von p komplex und gegeben durch A\; 5 = ﬁ [—Ri
in/AL/C — RQ]. Die allgemeine komplexe bzw. reelle Losung der Differentialgleichung lautet
I(t) = ot [’Yl o VAL/C=REt | o o5 \/AL/C—F? t]

, 7 €C,

bzw.

1 (1
I(t) = e ot [al cos(i 4L/C’—R2t) + sm(i 4L/C—R2t)},

mit ap,ap € R. Auch in diesem Fall fillt I(¢) exponentiell ab, schwingt aber mit der Frequenz
\AL/C — R?/(2L). Dieser Fall heifit geddmpfte Schwingung. Ist R = 0, so ist die Schwingung
ungedampft.

3.Fall: R? = 4L/C. Dieser Fall heiit aperiodischer Grenzfall. Hier fallen beide Nullstellen
zusammen: A\ o = —R/(2L). Diesen Fall haben wir in der allgemeinen Theorie noch nicht behandelt
(kommt gleich). Wir sehen aber direkt, dass die beiden Funktionen

£ ¢

L(t) = e 2 und I(t) = te 2
Losungen sind. Die allgemeine Losung hat die Form
I(t) = e~ art [ozl + agt}, ay,a € R
Auch hier fallt I(t) exponentiell ab, hat aber genau eine Nullstelle ¢, > 0, falls a; und s verschie-

denes Vorzeichen haben. O

Auch wenn alle Koeffizienten der Differentialgleichung reell sind, konnen wie im Beispiel im Fall
R? < 4L/C komplexe Nullstellen des charakteristischen Polynoms und somit auch komplexwertige
Losungen auftreten.

Sind alle Koeffizienten reell, so treten komplexe Nullstellen immer paarweise als komplex konju-
gierte Zahlen auf, etwa A/, = pu 4= 1n. Dazu gehoren die komplex konjugierten Losungen

u(z) = ¢ eltmz o) olu=ine
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Seam T

Abbildung 1: Losungen zu I”(t) + RI'(t) + 1(t) =0, I(0) =1

Sind wir an reellwertigen Losungen interessiert, konnen wir ausnutzen, dass sich Real- und Ima-
ginérteil komplexer Zahlen mit Hilfe der komplex konjugierten Zahl ausdriicken lassen:

Re (e(wrin):v) — % (e(uﬂ'n)m + e(uﬂ‘n):v) = M cos(nx),

(ptimzy _ i

Im (e ) =5

Da es sich bei Real- und Imaginirteil von e+ ym Linearkombinationen von Lésungen han-

delt, sind diese auch selbst wieder Losungen der Differentialgleichung. Wir haben die alternative
Darstellung

(elwtime _ glu=inay — oht gin ().

u(x) = ¢ e"® cos(nz) + é e sin(nz)
gefunden. Lassen wir fiir ¢;, ¢o nur reelle Zahlen zu, so haben wir die Darstellung aller reellwertigen
Losungen.

Wir miissen noch den Fall behandeln, dass das charakteristische Polynom p doppelte oder mehr-
fache Nullstellen besitzt. Sei z.B. Ay k-fache Nullstelle von p(A) = ag + a1 A + -+ - + a, A", d.h.
p(A1) =p'(A) = --- = p*~Y()\) = 0. Dann wissen wir, dass u;(z) = ce™?® Losung der homoge-
nen Differentialgleichung au(z) + ayu'(z) + - - - + a,u™(z) = 0 ist. Nun modifizieren wir u; und
betrachten den Ansatz u(z) = c(x)e*®. Induktiv folgt

7 .
RIOEDS (‘,1) W ()] M

k=0
Damit u Losung der homogenen Differentialgleichung ist, muss somit

0 = Xn: aj (i (2) c<’f>(x)A{—kem>
= (Zn: ¢ i <‘,7€) C(k’(x)ki"“> N 4 ¢(x) zn: a; N

N————
=0

gelten, da \; Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist. Die Methode, die Konstante ¢ in wu,
zu variieren, heifit Reduktion der Ordnung, da wir fiir ¢’ eine Differentialgleichung

n J

ZZ())\ ¥(a) = 0
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der Ordnung n — 1 erhalten. Vertauschen wir die Summationsreihenfolgen, so ergibt sich fiir ¢(z)
die Forderung

0= ;a] Z ( ) XNF = zn: (zn: a; (‘;) )\{k> ¥ (z)

k=1 \j=k

— Z p( B ().
Wenn \; doppelte Nullstelle ist, so ist p/(A1) = 0 und die Forderung ist fiir ¢(z) = z erfiillt. Also

erhalten wir als eine weitere Losung uy(z) = zeM®

Wenn die Ordnung der Nullstelle A\; grofler ist als 2, kénnen wir offensichtlich Polynome héheren
Grades fiir ¢ wéhlen. Insgesamt haben wir den Beweis des folgenden Satzes skizziert.

Satz 4.4 Ist A € C k-fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms p(A) =ap+a A+ -+
a,\", so sind die Funktionen der Form

u(z) =cr e Fepre 4ot e

mit ¢y, ..., c, € C Lisungen der homogenen linearen Differentialgleichung.

Wir betrachten nun noch einen Differentialgleichungstyp, der sich durch eine Substitution auf eine
lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten transformieren lisst. Seien ay, ..., a, € R
mit a,, # 0 gegeben. Dann ist durch

Zajxju(j)(x) =0, x>0,
=0

eine homogene Eulersche Differentialgleichung gegeben. Diese Differentialgleichung ist von
n—ter Ordnung und hat die nichtkonstanten speziellen Koeffizientenfunktionen a;x?. Anfangsbe-
dingungen darf man nicht bei x = 0 stellen, da dort der héchste Koeffizient a,x™ verschwindet.

Um Eulersche Differentialgleichungen zu l6sen, bietet sich die Variablentransformation x = expt,
also v(t) = wu(expt) fir t € R an. Dann ist u(z) = v(Inz), z > 0, v'(x) = V'(t)/x, u"(x) =
(v"(t) — v'(t))/2* mit ¢ = Inz. Induktiv lisst sich nachweisen, dass jede Ableitung u® von der

Form
ul® = de] (Inx)

mit gewissen Konstanten dj; € R ist. Setzen wir dles in die Differentialgleichung ein, so ergibt sich
eine lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten von der Form

Zﬁkv (Inz) = 0, z>0,

oder mit x = expt,

zn:ﬁkv<k>(t) 0, teR. (4.5)
k=0

67



Beispiel 4.5

Sei v”(z) — 2u(z)/2* = 0, d.h. 224" (z) — 2u(x) = 0, gegeben mit Anfangsbedingungen u(1) = 0,
u'(1) = 2. Setze u(z) = v(Ilnz). Dann gilt /(z) = v/(t)/z und v"(z) = (V"(t) — v/(t))/2* mit
t = Inz. Also erhalten wir v"(t) — v'(t) — 2v(t) = 0, t € R. Das charakteristische Polynom ist
p(A) = A — X\ — 2 mit Nullstellen —1 und 2. Daher ist die allgemeine Losung der homogenen

Differentialgleichung
v(t) = ae” + be*, teR, a,beR.

Die allgemeine Losung fiir die Eulersche Differentialgleichung ist somit nach Riicksubstitution
u(z) = a4 + ba®, x>0, a,beR.
x

Anpassen der Anfangsbedingung liefert a = —% und b = % O

Bemerkung: Eine andere, leichter zu merkende Moglichkeit, die Eulerschen Differentialgleichun-
gen zu losen, ist der direkte Potenzansatz u(r) = 2 fiir A € C. Es gilt

uf(z) = M\A=1)---A=k+1D2™* >0, k=1,2...,n.

Einsetzen in die Differentialgleichung und Koeffizientenvergleich fithrt auf die charakteristische
Gleichung

J

-~

a + > ag MA=1)--(A—k+1) = 0.
=1 r Faktoren

Die linke Seite ist wieder ein Polynom in A vom Grad n. Es ist das charakteristische Polynom der
Differentialgleichung (4.5). Das Polynom besitzt im Komplexen wieder n Nullstellen. Sind alle diese
Nullstellen Ay, ..., \, € C verschieden, so ist die allgemeine Losung der Eulerdifferentialgleichung
durch

u(z) = cy 2™+ cp ™+ - o™

gegeben.

Im Fall mehrfacher Nullstellen ergeben sich (s. obige Transformation) logarithmische Faktoren
fiir die weiteren linear unabhéngigen Lésungen. Wenn zum Beispiel A dreifache Nullstelle ist, so
erhalten wir beziiglich der Variablen ¢t = Inx die Losungen v (t) = e, vy(t) = te* und vs(t) =

t2eM und somit lauten die entsprechenden Lésungen der Euler Differentialgleichung u(z) = a?,

ug(x) = In(z)2* und uz(z) = In?(z)2>.

4.2 Der Satz von Picard-Lindelof

Wir wenden uns nun der Frage zu, ob ein Anfangswertproblem fiir eine Differentialgleichung hcherer
Ordnung oder fiir ein Differentialgleichungssystem stets eine Losung besitzt. Dabei treten in Anwen-
dungen durchaus sehr viel kompliziertere Gleichungen auf, als wir im letzten Abschnitt behandelt
haben, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 4.6 (Rdiuber-Beute Modell)

In einem abgeschlossenen System gebe es zwei Populationen, eine Réuber- und eine Beutepopu-
lation (und sonst nichts) der Stérken R(t) und B(t) zur Zeit t. Die Rauberpopulation ernihre
sich ausschliefllich von den Beutetieren und habe keinen Feind, die Beutetiere haben eine ande-
re unbegrenzte Nahrungsquelle und als einzigen Feind die R&uber. Ohne Beutetiere wiirden die

68



Réuber nach dem Gesetz R'(t) = —a; R(t) aussterben (Anzahl der sterbenden Rauber pro Zeitein-
heit ist proportional zur Anzahl der Rauber). Die Haufigkeit der ,,Begegnungen“ zwischen Réauber
und Beute sei proportional zu R(t)B(t). Daher ergibt sich fiir die Anderungsrate der Riuber die
Differentialgleichung

R'(t) = —aR(t) + B1R(t)B(t), t>0.

Analog erhélt man fiir die Anderungsrate der Beutetiere die Differentialgleichung
B'(t) = aB(t) — BR(t)B(t), t>0.

Diese beiden Differentialgleichungen bilden ein (nichtlineares) System erster Ordnung von zwei
Differentialgleichungen mit zwei unbekannten Funktionen R und B. Dieses erste Modell zur Be-
schreibung von konkurrierenden Populationen heifit Lotka - Volterra Modell. Obwohl das Sy-
stem recht einfach ist, lassen sich geschlossene Ausdriicke fiir die Losungen nicht angeben. In der
Abbildung unten links sind fiir verschiedene Anfangswerte die Kurven (B(t), R(t)) (sogenannte
Trajektorien) eingezeichnet, rechts sind die Funktionen B und R fiir einen Anfangswert zu sehen.
O

kA R/B(#H)) -

VAV AVE
NN NS

Rauber

.
t

Um allgemein ein Differentialgleichungssystem zu beschreiben, nutzen wir die Notationen des Vek-
torraums R”. Seien / C R ein Intervall, 7o € I, u° € R" und eine Funktion f : I x R® — R
gegeben. Dann ist durch

u(z) = fi(z,w(z),... un(z)), z€l,

up(z) = fo(z,w(x),... ,un(z)), z€l,

u,(z) = folz,ui(z),... u(2)), z€l,

ein Differentialgleichungssystem erster Ordnung gegeben. Anfangsbedingungen sind durch u;(zo) =
u?, j =1,...,n beschrieben. Wir schreiben ein Anfangswertproblem (AWA) kiirzer in Vektorform
als

(z) = f(zu(z), zel, u(z)=u1u’ (4.6)

Somit sieht die allgemeine AWA formal aus wie die fritheren Beispiele gewthnlicher Differentialglei-
chungen erster Ordnung, die natiirlich mit dieser Notation auch erfasst sind. Eine differenzierbare
Funktion u : R — R", die (4.6) erfiillt, heifit Losung des Anfangswertproblems. Wir schreiben hier
u? fiir den Vektor der Anfangswerte statt ug, um nicht mit den Komponenten von u durcheinander
zu kommen.

Nach dem gezeigten Beispiel lésst sich vermuten, dass nur in speziellen Féllen geschlossene Losun-
gen zu einer AWA angegeben werden kénnen. Umso bedeutungsvoller sind theoretische Aussagen,
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die die Existenz (genau) einer Losung zu einem Differentialgleichungssystem begriinden, ohne diese
anzugeben. Ein solcher Satz sei hier ohne Beweis beschrieben.

Satz 4.7 (Picard-Lindeldf)

Gegeben seien z9 € R, I = [vg —a,79 +a] C R mit a > 0, v’ € R" und D := {u e R™ :
Ju—u®| < b} mit b > 0. Weiter sei f : I x D — R" stetig und bzgl. u lipschitzstetig, d.h. es
existiere eine Konstante L > 0 mit

|f(x,u) — f(z,v)|| < Ll|lu—v| firaleuveD, xel.
Dann besitzt die Anfangswertaufgabe
u'(:z:) = f(l’,U(.T)), T e J7 U(SL’(]) = UO,

genau eine stetig differenzierbare Losung w @ J — R™ auf J = [xg — h,z0 + h] C [ mit h =
min{a, £} und M = max{||f(z,u)| : x € I, u € D}.

Bemerkungen: (a) Der Satz lisst sich auch bei Differentialgleichungen hoherer Ordnung anwen-
den. Betrachten wir etwa eine gewohnliche Differentialgleichung (also fiir v : I € R — R) n-ter
Ordnung,

o™ (z) = g(z,v(z), v (x),. .., 0" V(x)).

Setzen wir uy(x) = v(x), us(x) = v'(2), ..., un(x) = vV (x) so ist die gewshnliche Differential-
gleichung dquivalent zu dem n-dimensionalen System erster Ordnung,

ui (x) us(x)
uy () us ()
Uy _() Un ()
U‘;z('r) g('ruu1<x)77un<x))
Hier ist f : [ x R® — R™ also die Funktion mit f(z,uy, ..., u,) = (U2, us, .. ., Upn, g, U1, ..., u,)) " .

(b) Die Aussage kann vollig analog auch fiir andere Normen des Vektorraums R™ formuliert werden,
etwa

Izl = max |z;| (Maximumnorm)

zll, = Z |z;|  (,Taxifahrernorm in New York"“).

4.3 Lineare Differentialgleichungssysteme

Im Abschnitt 4.1 haben wir lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung kennengerlernt. Wir
stellen zunédchst den Zusammenhang zu Systemen erster Ordnung her.

Beispiel 4.8

Wir betrachten eine lineare Differentialgleichung n—ter Ordnung mit variablen Koeffizienten,
d.h.

an(2)u™ () + an_q(2)u™ V() + -+ a(2)u(z) + ao(@)u(z) = b(z), zel, (4.7)
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mit den Anfangsbedingungen u)(z) = uj, j = 0,1,...,n—1. Die Funktionen a; und b seien stetig
und konnen reell oder komplex sein. Wir nehmen an, dass a,(x) # 0 fur alle x € I ist. Wie in der
Bemerkung nach Satz 4.7 beschrieben, kénnen wir eine solche Anfangswertaufgabe als ein System
erster Ordnung schreiben, indem wir folgende Funktionen definieren,

Damit lautet die Differentialgleichung

an () v (2) + ap_1(x) v (x) + ap_2o(x) Vo1 (x) + - - - + a1 (x) va(x) + ag(z) v1(z) = b(z),

x € I und mit v = (vy,...,v,)" folgt
0 1 0 0 0
0 0 1 0 _
V'(x) = : : : v(z) + :
0
_a(@)  _af(x) _an-1(2) an ()
an(x) an(z) an(x)
Auch die Anfangswerte schreiben wir als Vektor v(zg) = v° := (uo, - ,un_l)T. O

Das System aus dem Beispiel ist ein Spezialfall des wichtigen Falls linearer Differentialgleichungs-
systeme. Ein solches System hat die Form

ui(z) = an(@)u(z) + ap(z)ug(x) 4 a(2)un(z) + bi(z), xel,

+
uh(z) = ao(®)ur(z) + as(®)us(z) + -+ + agu(2)uy(z) + bo(x), wzel,

u () = an()ui(z) + app(@)ug(z) + -+ 4+ apu(@)un(z) + by(x), =€l

mit Anfangsbedingungen u;(zo) = u?, j = 1,...,n. Diese schreiben wir bequem mit Hilfe von
Matrizen als

u'(z) = Al)u(z) + b(x), v €1, u(ze) =u’, (4.8)

wobei I C R wieder ein Intervall, zo € I, u® € R" seien, und Funktionen A : I — R™" und
b : I — R™ mit stetigen Funktionen in den Komponenten. Fiir jedes x € [ ist A(z) also eine
(n,n)—Matrix und b(z) ein Spaltenvektor.

Achtung: Wir werden im Folgenden Begriffe fiir lineare Systeme erster Ordnung (4.8) einfiihren
und dann, immer unter der Voraussetzung a,(x) # 0 fir = € I, auf lineare Differentialgleichungen
n-ter Ordnung (4.7) iibertragen.

Definition 4.9 Wenn b = 0 ist, so heifst das System v’ = Au homogen. Im Fall b # 0 wird es
als inhomogen bezeichnet. Fin Differentialgleichungssystem der Form u' = Au+0b heif§t linear;
denn fir zwei Losungen uy,us des homogenen Systems (b = 0) ldsen auch beliebige Summen
u = Auy + pus mit A, u € R das homogene Differentialgleichungssystems.

Es ldsst sich der Satz von Picard-Lindelof anwenden, wobei eine Intervallbreite h > 0 unabhéngig
von x gewahlt werden kann. Dies liefert die folgende globale Existenz- und Eindeutigkeitsaussage.

71



Satz 4.10 Die AWA (4.8) besitzt genau eine stetig differenzierbare Losung u : I — R™.

Wie oben angedeutet, konnen wir diesen Satz insbesondere auf das Beispiel 4.8, also auf auf lineare
Differentialgleichung n-ter Ordnung anwenden. Als Ergebnis halten wir fest:

Fazit: Anfangswertprobleme zu linearen Differentialgleichungen n-ter Ordnung besitzen fiir belie-
bige Anfangswerte (u(xo),w (o), ..., u""V(z)) = u® € R" stets genau eine Lésung u € C™(I),
wenn a;j, b € C(I) gilt und a,(z) # 0 fir « € [ ist.

Wie bei linearen Gleichungssystemen (s. Satz 2.9), sind die Losungen des homogenen Systems, also
fiir b(z) = 0, wesentlicher Bestandteil der allgemeinen Losungstheorie zu v'(z) = A(x)u(x) + b(x).
Im Fall n = 1 kénnen wir die allgemeine Losung der homogenen Gleichung u'(z) = a(z)u(x)

angeben als u(z) = cexp [ a(t)dt mit einer Konstanten ¢ € R (s. HM I, Satz 6.25). Fiir n > 1 ist die
zo
Losung im allgemeinen nicht mehr geschlossen darstellbar. Trotzdem konnen wir gewisse Aussagen

zur Struktur von Losungen machen. Zunéchst bemerken wir, dass wegen der Linearitét des Systems
die Menge aller Losungen der homogenen Differentialgleichung v'(x) = A(x) u(zx), x € I, wieder ein
Vektorraum ist, d.h. Summen und Vielfache von Lésungen sind wieder Losungen. Im Fall n = 1

ist dieser Raum eindimensional mit Basis u'(z) = exp [ a(t)dt, x € I. Im allgemeinen Fall ist

Zo
der Raum n—dimensional. Eine explizite Basis kann allerdings im Allgemeinen nicht angegeben
werden.

Satz 4.11 und Definition

(a) Der Vektorraum V' aller Losungen des homogenen Differentialgleichungssystems u/(z) =
A(z) u(z) auf I ist n—dimensional. Eine Basis {u',...,u"} von V heift Fundamentalsy-
stem des Differentialgleichungssystems. Die Matrix ®(z) = [u!(z) - -u"(z)] € RV, x € [
bestehend aus den Basisfunktionen wird Fundamentalmatrix genannt.

(b) Sei w* : I — R" die eindeutige Losung von (uk),(a:) = A(x)u*(z), z € I, und
uk(xg) = ek = (0,...,0,1,0,...,0)" der k-te Einheitsvektor im R"™. Dann ist {u!,... , u"}
ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung und die Fundamentalmatrix ® dieses spe-
ziellen Fundamentalsystems hat die Eigenschaft ®(xy) = I, (n X n-Einheitsmatrix). Es
heifit kanonisches Fundamentalsystem.

Beweis: Seien die u*, k = 1,...,n, wie in Teil (b) erklirt, d.h. die u* 16sen die Differentialgleichung
(uk‘)/(x) = A(z) u¥(x), € I, mit Anfangsbedingungen u*(zo) = e*. Wir zeigen, dass {u',...,u"}
ein Fundamentalsystem bildet:

(i) Die {u',...,u"} sind linear unabhéngig: Ist ndmlich Y oy u*(z) = 0 fiir alle z € I, so gilt

k=1
. .. n T .
dies auch fiir x = 2, also 0 = Y ay, e* = (Ozl, o an) . Daher verschwinden alle «y,.
=1
(ii) Die Funktionen {ul, o ,u"} spannen den ganzen Losungsraum auf: Sei u irgendeine Losung

der Differentialgleichung u'(x) = A(z)u(z), x € I. Es gilt u(zo) = > ap e mit ay = ug(wo),
k=1
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d.h. der k—ten Komponente von u(zg). Die Funktion v(x) := Y ag u*(z), x € I, 16st ebenfalls
k=1

die Differentialgleichung mit den Anfangsbedingungen v(zy) = wu(zp). Nach dem Satz von

Picard-Lindelsf miissen u und v {ibereinstimmen. Also ist u(z) = > aju*(z), = € I, d.h.

{u',...,u"} spannen den gesamten Lésungsraum auf. -
Damit haben wir die Teile (a) und (b) bewiesen. O
Beispiel 4.12 Wir erhalten ein Fundamentalsystem zur linearen Differentialgleichung n-ter Ord-
nung,

an(2)u™ () + api(z)u" V() + - + (@) (x) + aplz)u(r) = 0, wel,
indem wir der Reihe nach die (AWA) mit Anfangswerten

(w(xo), v (x0), . .., u™ (z)) = (1,0,...,0), (0,1,0,...,0), ---, (0,0,...,1)

l6sen. Bezeichnen wir diese Losungen der Differentialgleichung mit w;, j = 1,...,n, so ergibt sich
mit der Notation der Differentialgleichung als ein System (s. Beispiel 4.8) die Fundamentalmatrix

B(z) — uy(x) uzfaf) U () Ceer
u" @) ug () ™ ()

Sei nun Y p;u;(z) = 0 fir alle x € I. Dann gilt, wenn wir diese Gleichung k—mal differenzieren
j=1

fir k =0,1,...,n — 1, und z = x; einsetzen, ijug»k)(xo) = 0 fiir alle K = 0,...,n — 1. Der
j=1

Vektor (pl, e pn)T 16st also das homogene lineare Gleichungssystem I,,p = 0. Daher miissen alle
p; = 0 sein, d.h. wir haben ein Fundamentalsystem gefunden. Ublicherweise wird in diesem Fall
die Menge der Funktionen {u; : j = 1,...,n} als Fundamentalsystem bezeichnet, ohne dass die
Vektoren bestehend aus den Funktionen und ihren Ableitungen aufgelistet werden. O

Um zu priifen, ob einem homogenen System ein Fundamentalsystem vorliegt, bietet sich die Be-
rechnung der Wronskideterminante an, wie der folgende Satz belegt.

Satz 4.13 Seien {u',...,u"} Losungen eines homogenen, linearen Differentialgleichungssystems
1-ter Ordnung,
u(r) =Alx)u(z), z€lCR

und W (z) = det (u'(x) - --u™(z)). Dann ist entweder W(x) = 0 fiir alle v € I, oder W(x) # 0
fiir alle x € R. Die Funktionen bilden genau dann ein Fundamentalsystem, wenn W(z) # 0 fir
ein (und damit alle) x € I ist. Die Determinante W (x) wird Wronskideterminante genannt.

Beweis: Sei W (z1) = 0 fir ein x; € 1. Wir zeigen, dass dann auch W (z) = 0 fiir alle € I gelten
muss: Ist W(z;) = 0, so heifit dies, dass die Vektoren {u'(z1),...,u"(x1)} linear abhéingig sind.

Es gibt also Zahlen oy, ..., a,, nicht alle Null, mit > a; u®(x;) = 0.
k=1
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Die Funktion u(x) := Y agpuf(z) 16st die Differentialgleichung und verschwindet an der Stelle
k=1

x = x;. Nach dem Satz 4.10 muss wu iiberall verschwinden, d.h. u(z) = 0 fiir alle z € I, da u = 0 die
cinzige Losung ist. Dies wiederum bedeutet, dass die Vektoren {u'(z),...,u"(2)} fiir alle z € I
linear abhéngig sind und somit W (x) = 0 fiir alle x € [ ist. O

Wir konnen den Satz 4.11 speziell auf die linearen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffi-
zienten, die wir in Abschnitt 4.1 behandelt haben, anwenden. Mit der folgenden Aussage wird so
deutlich, dass wir mit dem Vorgehen aus dem vorletzten Abschnitt wirklich den gesamten Losungs-
raum zur homogenen Differentialgleichung bei konstanten Koeffizienten ermitteln konnen.

Satz 4.14 FEs seien Ay,..., Ay, € C (m < n) die paarweise verschiedenen Nullstellen des cha-
rakteristischen Polynoms p(A\) = ag + a1\ + - - - + a,A\". Weiter sei k; € N die Vielfachheit der
Nullstelle N;, § = 1,...,m, d.h. pO(N;) = 0 fiir | = 0,...,k; — 1 und p*)()\;) # 0 (beachte:

i kj = n). Die Funktionen
j=1
{ eMT g et . ghTleh® } U { et et L gheTlehr } u---u
U { e gpetm® | ghmTleAme }
bilden ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung

apu(z) + - 4+ a,u™(z) = 0, zeR.

Beweis: Es ist nur noch zu zeigen, dass alle genannten Funktionen {iber einem beliebigen Intervall
I C R linear unabhéngig sind. Eine Linearkombination ldsst sich schreiben als

kj—1

u(x) = Z Z aji 2l eMT = ij(x) eNi®
j=1 1=0 j=1
mit Polynomen p; vom Grad héchstens k; — 1, j = 1,..., m. Zu zeigen ist, dass aus der Annahme

u(z) = 0 fur alle x € I folgt, dass alle p; die Nullpolynome sind. Dies erledigen wir durch eine
doppelte vollstandige Induktion.

Induktionsanfang 1: Im Fall m = 1 lautet die Annahme
pi(x) eM® =0 fiir alle z € I.

Da die Exponentialfunktion keine Nullstellen besitzt, folgt pi(z) = 0 fir alle = € I, d.h. p; ist das
Nullpolynom.

Induktionsschritt 1 (m — m + 1): Wir fiihren fiir diesen Schritt eine zweite Induktion iiber den
Grad [ des Polynoms p,,,; durch.

Induktionsanfang 2: Fur | = 0 ist py41(2) = quni1,0 eine Konstante. Es folgt

m

Ai—Am
Cmiro = — 3 pj(r) el And)
=1
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Wir differenzieren diese Gleichung,
0=—=> [\ = Amg1) pj(@) + pj(x)] eNAme)m iy alle z € 1.
j=1
Nun koénnen wir die Induktionsvoraussetzung fiir m anwenden und erhalten
(A = Amp1) pj(x) = pi(x) =0 fiir alle z € I.

Ein Koeffizientenvergleich ergibt, dass p; konstant ist. Da \; # A\p,41, J = 1,...,m, folgt die
Behauptung.
Induktionsschritt 2 (I — |+ 1): Das Polynom p,,1 habe den Grad [ + 1. Wir differenzieren die

Gleichung
m—+1

ij(x) e = (), x€el,
j=1

einmal und erhalten
m+1

> @)+ Aps @) =0, wel
j=1
Nun subtrahieren wir das A,,;1-fache der ersten Gleichung von der zweiten und erhalten
D) + g = M) 95 (2)) N7 4 p(2) 0T =0,  zel
j=1
Der Grad von p;,; ist [, daher konnen wir die Induktionsvoraussetzung fiir [ anwenden. Insbeson-
dere ist p/, ., also das Nullpolynom und daher p,,;; eine Konstante. Dies ist aber genau der Fall
aus dem Induktionsanfang 2, d.h. p,,.1 = 0.

Die Induktion 2 liefert den Induktionsschritt der Induktion 1. Somit ist die Aussage des Satzes
bewiesen. a

Um auch bei anderen Differentialgleichungssystemen mit konstanten Koeffizienten ein Fundamen-
talsystem zu ermitteln, lassen sich Eigenwerte und ihre Eigenvektoren direkt nutzen; denn der
Exponentialansatz bei Differentialgleichungen n-ter Ordnung lésst sich auch auf allgemeinere li-
neare Systeme mit konstanten Koeffizienten iibertragen.

Sei A € C™™" eine konstante komplexe Matrix. Wir untersuchen das homogene Differentialglei-
chungssystem
u'(r) = Au(x), TeR

und wollen ein Fundamentalsystem konstruieren. Als Ansatz suchen wir Losungen in der Form
u(r) = e v mit einer Zahl A € C und einem Vektor v € C". Dies fithrt auf die Gleichung
Av = A\v. Also kénnen wir eine Lésung u angeben, wenn wir einen Eigenwert und einen zugehdrigen
Eigenvektor der Matrix A bestimmen. Ubrigens: Schreiben wir eine lineare Differentialgleichung
n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten als ein System (s. Beispiel 4.8), so fallen die beiden
Definitionen des charakteristischen Polynoms zusammen (nachpriifen!).

Fazit: Ist A € C"*" gegeben, so miissen wir das charakteristische Polynom p(\) = det(A — AE)
aufstellen und dessen Nullstellen berechnen. Das sind dann die Eigenwerte von A. Wir wissen: Ist
A ein Eigenwert und © € C" ein zugehoriger Eigenvektor, so ist u(z) = exp ()\:E) ¥ eine Losung
der Differentialgleichung v'(x) = Awu(z). Jetzt erkennen wir auch, weshalb wir komplexe Zahlen
zulassen. Ein Polynom braucht im Reellen ja keine Nullstelle zu besitzen. Im Komplexen besagt
der Fundamentalsatz der Algebra, dass jedes Polynom p vom Grad n genau n komplexe Nullstellen
besitzt, wenn sie geméafl ihrer Vielfachheit gezéhlt werden.
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Beispiele 4.15
(a) Sei zunichst A = % 4 -2 4/3 -\  —2/3

_ _ 2
s\1 1 1/3 1/3—>\>_2/3 S/3A+A

mit Nullstellen \; = 1 und Ay = 2/3. Einen zu A\; = 1 gehorigen Eigenvektor erhalten wir aus
(A—1I)v =0, also etwa v* = (2,1)". Analog ist v? = (1,1)" Eigenvektor zu A\, = 2/3. Also sind

ul(z) = ¢ @ und @) = e G)

Losungen des Systems u/(x) = Awu(z). Da fiir x = 0 die beiden Vektoren linear unabhéngig sind,
bilden diese beiden Funktionen nach obigem Satz ein Fundamentalsystem mit Fundamentalmatrix

o(z) = (Qexp(x) exp(2x/3)) CR¥ eR

). Dann ist p(A) = det <

exp(z) exp(2z/3)

Hier haben wir also ein reelles Fundamentalsystem gefunden.

—32 ?) Dann ist p(A) = (3 = A)(1 — A) +4 = A\? — 4\ + 7 mit Nullstellen

A2 =2+ V3i. Aus (A — A\ J)v = 0 berechnen wir den Eigenvektor v! = (—2,1 — \/gz)T zu

A =24++/3iund analog v? = (—2, 1+ \/§Z)T 71 Ao = 2 — /3. Daher erhalten wir das komplexe
Fundamentalsystem

1 _ (2+V3ia —2 2 _ (2-V3ix —2
u(z) e (1_\/31,), u”(x) e (1+\/§i)’ z € R.

Da die Matrix A reell ist, sind Real- und Imaginérteil dieser komplexen Losungen ebenfalls Losun-
gen von u/'(z) = Au(z), also erhalten wir ein reelles Fundamentalsystem durch:

i'(z) = Reu'(r) =e* lcos(\/g@ <_12) — sin(v32) (—(\]/5) }

)

@(z) = Imul(z) = e {COS(\@”:) (—0¢§> + sin(Var) <_12)]

(b) Sei jetzt A = (

= (e e i)

Allgemein kénnen wir uns folgenden Satz merken:

Satz 4.16 Sei A € C™"*". Seien die Eigenwerte \{,..., A, € C von A, d.h. die Nullstellen des
charakteristischen Polynoms p(\) = det(A — AI), alle paarweise verschieden. Dann bilden die
Funktionen {u',...,u"} ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung v'(z) = Au(z), v € R,
wobei u/ (z) = exp(\;x)v? und v’/ # 0 ein Eigenvektor zu J\; ist.

Beweis: Wir wissen, dass der Losungsraum n—dimensional ist und dass die angegebenen Funk-
tionen wirklich Losungen der Differentialgleichung sind. Wir miissen also nur noch zeigen, dass
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sie auch linear unabhéngig sind, d.h. dass die Wronskideterminante W (x) = det ®(z) wenigstens
fiir ein = ungleich Null ist. Fiir z = 0 ist «?(0) = v/, und nach Satz 2.29 sind die Eigenvektoren
{v',...,v"} linear unabhéingig. Daher ist ®(0) invertierbar und somit gilt W (0) = det ®(0) # 0.
O

Bemerkung: Wenn doppelte (mehrfache) Nullstellen auftreten, wir aber linear unabhéngige Ei-
genvektoren zu diesem Eigenwert finden konnen, erhalten wir mit dem Ansatz entsprechend zwei
(oder mehr) linear unabhéngige Losungen der Differentialgleichungen. Wenn dies nicht moglich ist,
sind weitere Schritte notwendig, um linear unabhéngige Losungen zu finden. Darauf wollen wir hier
nicht weiter eingehen, da uns bald mit der Laplacetransformation eine weitere Technik zum Losen
solcher Differentialgleichungssysteme zur Verfiigung stehen wird.

Beispiel 4.17 (gekoppelter Schwingkreis)
Wir betrachten jetzt das folgende System zweiter Ordnung

u’l’(t) = —anul(t) + a12u2(t), t € R,
Ug(t) = aglul(t) — CLQQUQ(t), tGR,

wobei alle Koeffizienten a;; positiv seien. Setzen wir us = uj und uy = uh, so erhalten wir ein
System erster Ordnung von vier Gleichungen und vier Unbekannten. Dieses schreiben wir gleich in
der Form

w)(t) 0 0 10 uy (%)
uh(t) | 0 0 01 us(t)
Ug (t) - —al a19 0 0 us (t)
Uil (t) 921 —a92 0 0 Uy (t)

Die Determinante p(\) = det(A — A\I) entwickeln wir nach der ersten Zeile

—A 0 1 0
0 —A 0 1
det(A— ) = L4 @ A0
a921 —Qa929 0 —)\
—A 0 1 0 —A 1
= —A a12 - 0 + |—aq; a12 0
—a992 0 -\ 921 —a992 —A

= =)\ [—)\3 — )\CLQQ] + [)\20/11 + d} mit d := a11a929 — Q120921
= M+ (an +an)\ + d

1 21
= [N+ §(a11 + a22)} - Z(CL22 - CL11)2 — Q12Q21-

Nullsetzen ergibt eine quadratische Gleichung in A%, und wir erhalten

1 1
o= _§<a22 +an) £ \/Z<a22 — a11)? + 41201 -

Die rechte Seite ist auf jeden Fall reell, kann aber je nach den Werten der a;; positiv oder negativ
sein.

Betrachten wir den Fall a7 = @12 = a9 = a9e = 1. Dann erhalten wir A\ = \/5@', Ao = —/2i
und 34 = 0. Weiter folgt aus dem Gleichungssystem (A — A\ I)v' = 0 ein Eigenvektor v! =
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(1,-1, V2i, —ﬁi)T. Da Ay = \; gilt, muss v? = v! Eigenvektor zu diesem Eigenwert sein. Beide
lassen sich zu reellen Losungen des Systems kombinieren und wir erhalten etwa u = Re(v'eM?®) =

&
(cos(\/ﬁx), — cos(v/2x), —v/2sin(v/2z), ﬂsin(ﬁx)) . Analog fiir den Imaginérteil. Also ergeben

sich die reellen Losungen uy (x) = ¢; cos(v/2z) + ¢y sin(v/2x) und ug(z) = —uy(x). Weitere Losungen
des Systems erhalten wir mit dem Eigenwert A = 0. Es ergibt sich u;(z) = us(z) = 1 als Losung.
Die vierte linear unabhéngige Losung des Systems ist ein wenig aufwendiger zu sehen, da die
Nullstelle A = 0 doppelt auftritt. Diese Situation haben wir nicht genauer untersucht. Es sei aber
angemerkt, dass uj(z) = x = ug(z) eine weitere unabhéngige Losung ist. Die allgemeine Losung
des Systems ergibt sich nun aus der Linearkombination all dieser Losungen zu

u(z) = a+bx+ ccos(vV2x) + dsin(v/2x)

us(z) = a+ bx — ccos(v2x) — dsin(v2x)
mit a, b, c,d € R. O
Analog zu den linearen Gleichungssystemen und dem Kern einer Matrix besteht bei linearen in-

homogenen Differentialgleichungssystemen ein struktureller Zusammenhang zwischen Losungen
und den Losungen der zugehorigen homogenen Gleichung.

Satz 4.18 Sei 4 irgendeine (,partikuldre“) Lisung des inhomogenen Differentialgleichungssy-
stems u'(z) = A(z) u(z) + b(z). Dann sind alle Lisungen des Systems von der Form u =1+ v,
wobei v eine Lisung des homogenen Systems v'(x) = A(z) v(x) ist.

Beweis: Dies ist leicht einzusehen. Denn sei w eine weitere Losung des inhomogenen Systems, so
folgt
(& — ) (z) = A(z)i(z) + b(x) — A(z)(z) — b(x) = A(z) (i — ) (z)

Also ist v = @ — w Losung des homogenen Systems. a

4.4 Bestimmung partikuldrer Losungen

Mit dem Satz 4.18 kénnen wir das Losen von linearen Differentialgleichungssystemen in zwei Schrit-
te aufteilen. Zum einen ist ein Fundamentalsystem zur homogenen Gleichung gesucht und ande-
rerseits wird irgendeine partikuldre Losung benétigt. Methoden, um unabhéngige Losungen zu
homogenen Gleichungen zu berechnen, haben wir im letzten Abschnitt gesehen. Daher beschéfti-
gen wir uns in diesem Teil mit Wegen zur Bestimmung einer partikuldren Losung bei inhomogenen
Differentialgleichungen.

Wir betrachten lineare inhomogene Differentialgleichungen, d.h.

an(x)u™(z) + ap (@) u" V(@) + -+ a(2)u(2) + a(x)u(z) = blz), zecl,

mit stetigen Funktionen a; und b und a,(z) # O fiir alle x € I. Aus der allgemeinen Theorie
(Satz 4.18) wissen wir, dass Losungen der inhomogenen Differentialgleichung aus der Summe ei-
ner partikuldren Losung der inhomogenen Gleichung und der allgemeinen Losung der homogenen
Gleichung bestehen. Ziel ist es also, neben dem Fundamentalsystem der zugehoérigen homogenen
Differentialgleichung eine partikulédre Losung zu finden.
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Im Fall von Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten ist haufig ein Ansatz vom Typ
der rechten Seite erfolgreich.

Zunéchst machen wir die folgende Beobachtung: Ist b(x) = by(x) + be(z), die Summe von zwei
Funktionen, und kénnen wir fiir die rechten Seiten by, by partikuldre Losungen 4, und us finden,
so ist 4 = 1y + us eine partikuldre Losung zur Differentialgleichung mit Inhomogenitét b.

Sei |b(z) = q(z) exp(ux) | fiir ein g € C und ein Polynom ¢ vom Grad m € Ny. Dann wéhlen wir

den Ansatz
u(z) = r(z)z"e"”, xR,

wobei r als Polynom vom Grad wie ¢ zuzulassen ist. Entscheidend ist nun, zwei Fille zu unter-
scheiden:

(a) Wenn p € C keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms p(\) = Y a; M ist, so setzen
j=0
wir k£ = 0.

(b) Wenn p € C Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist, so wéhle fir k& die Vielfachheit
dieser Nullstelle. In diesem Fall liegt Resonanz vor. Allgemeiner wird die Situation, dass die
anregende Frequenz p und die Eigenfrequenzen des Systems zusammenfallen, d.h. Imy =
ImA; = —ImA\,, Resonanzfall genannt.

Bemerkung: Wir haben nicht ausgeschlossen, dass r(x) und pu komplexwertig sind. Zerlegen wir
alle Terme in Real- und Imaginérteil, so erhalten wir mit g = puy + i s und g(z) = g1 () + i g2 ()
(1, 12, 1 (2), @2(7) € R)

b(x) = 17| (1 (2) cos(ji22) — qa(w) sin(1122)) + (a2 (w) cos(jaz) + 1 () sin (j12))|
und der Ansatz lautet

u(x) = Fet® [(rl (x) cos(pox) — ro(x) sin(pex)) + i(ro(z) cos(pax) + 1 () sin(,ugx))].

Zusammenfassend bedeutet dies: Fiir reelle lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffi-
zienten und Inhomogenitéit von der Form

b() = €17 | g1 (x) cos(paw) + 2 () sin (pz)|
mit Polynomen ¢, go empfiehlt sich der allgemeine Ansatz
u(z) = ghe” |:T1(:L‘) cos(pax) + ro(x) sin(,ugx)] :

Dabei ist k durch die Vielfachheit von p; + iuo als Nullstelle des charakteristischen Polynoms
gegeben und die Polynome 7, 5 sind zu bestimmen.

Beispiel 4.19 Betrachte die Differentialgleichung
u"(x) + u(z) = coswz.

Also ist 3 =0, pe = w, ¢1(z) = 1 und ¢o(x) = 0 im allgemeinen Ansatz zu setzen.
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1.Fall: Wenn w # +1, d.h. g = 4w nicht Nullstelle des charakteristischen Polynoms p(\) = A\? + 1
ist, so erhalten wir aus dem Ansatz u(x) = acoswz + bsinwx die Identitat

u"(z) +u(z) = a(l — w?) coswz + b(1 — w?) sinw.

Durch Koeffizientenvergleich sehen wir, dass u eine Losung der inhomogenen Differentialgleichung

ist, wenn wir a = ﬁ und b = 0 wéhlen.

2.Fall: Wenn etwa w = 1 ist, so miissen wir den Ansatz modifizieren zu u(z) = ax coswz +bx sin wz,
da A =i die Vielfachheit 1 als Nullstelle von p(A\) = (A +@)(A — i) besitzt. Nun erhalten wir

v’ (z) +u(x) = —2asinz + 2bcos x.
Mita =0und b = % ist u(x) = %x sin x eine partikuldre Losung. Beachte den wichtigen qualitativen
Unterschied des linearen Anstiegs der Amplitude bei wachsendem z im Resonanzfall. O

Eine weitere und allgemeinere Methode zur Lésung inhomogener linearer Differentialgleichungen
ist die Methode der Variation der Konstanten. Bei dieser Methode benétigten wir ein Fun-
damentalsystem {ul, e ,un} der homogenen Differentialgleichung. Damit machen wir den Ansatz

u(z) = Zvj(:c) uj(z), zel
j=1
mit unbekannten Funktionen v; (keine Konstanten, deshalb der Name). Ableiten ergibt
d(2) = ) via)u(z) + Y vi) uj(a).
j=1 j=1

Nun iiberschlagen wir, was gegeben ist und was wir suchen. Wir haben eine Differentialgleichung
aber n unbekannte Funktionen v;. Da eine Gleichung nur eine Funktion eindeutig festlegen kann,
sind vermutlich noch weitere n — 1 Bedingungen bei dem Ansatz erforderlich. Dies gibt uns Frei-
heiten bei der Wahl der Funktionen. Diese nutzen wir, um es uns einfacher zu machen, indem wir
setzen

Zvé(:c) u;(z) = 0, dann ist  u/(z) = Zvj(:c) ()

und fiir die zweite Ableitung ergibt sich

u'(z) =Y i) (@) + ) v(e) ().
j=1 j=1
Die néchste Forderung Z vi(x)uj(r) = 0 vereinfacht wiederum den Ausdruck. Setzen wir diese

j=1
Prozedur fort, so ergeben sich (n — 1) Forderungen

n

Zv'»(:p)ug-k)(x) =0 firk=0,...,n—2

J
j=1

und es ist

u" D (z) = Zvj(:c) ug-"*l)(az).
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v;i(x) §"*1)(:c) + i v;(x) ug )( ) ergibt sich
@) = a @)+ Y ) Y e
= Zvj(l’) Zak(:ﬂ)uﬁ ) + an(x Zv (x).

'

=0

Dieser Ausdruck ist b(x), wenn wir als letzte Forderung
e b
Zv V() = A
an()
stellen. Zusammen liefert dies n Bedmgungen fiir die n Funktionen vy, ..., v). Das lineare Glei-

chungssystem ist zu losen und die Funktionen vy, ..., v, miissen noch durch Integration bestimmt
werden. An einem Beispiel illustrieren wir dieses Vorgehen.

Beispiel 4.20 Wir betrachten die Differentialgleichung

v*u" (z) — 2u(z) = o, r>0.

Die homogene Gleichung z?u”(z) — 2u(x) = 0 (Euler-DGL) hat die allgemeine Losung

1
Upom (T) = c12% + 02; )

Variation der Konstanten, d.h. der Ansatz u(x) = vy(x)x? + vy(z)z~! fithrt auf
u'(z) = ) (2)2? + vh(x)r ™t +2u (2) 2 — vy(z) 272,

(.

~
=0 (1. Forderung)

Damit u die Differentialgleichung erfiillt, erhalten wir mit
u"(z) = 20 (z)x — vh(2)x 2 4 2u1(x) + 2up(x)2
zusammen die beiden Bedingungen
vi(z)x® +vh(x)z™t = 0
v ()2 —vy(z) = =z

Setzen wir die zweite Gleichung in die erste ein, so ergibt sich v{(z) = 555. Also ist

1
vi(z) = ——,
1(2) =~
wobei wir die Integrationskonstante gleich Null wihlen kénnen, da wir nur an einer partikuléren
Losung interessiert sind. Weiter erhalten wir aus vj(z) = —vj(2)z® = —1z eine Stammfunktion
1
vo(x) = —6:102 .

Einsetzen von v; und v in den Ansatz liefert eine partikuldre Losung der inhomogenen Differen-
tialgleichung,

1 1
u(r) = vy (2)2® + U2<.§L’); =5
Also ist u(x) = —3x + ;2% + oz~ ! die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung. O
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4.5 Die Potenzreihenmethode

Nachdem wir nun Techniken zum Loésen von linearen Differentialgleichungen mit konstanten Koef-
fizienten kennengelernt haben, wenden wir uns der Situation mit nicht konstanten Koeffizienten zu.
Einen speziellen Typ haben wir schon gesehen, die Eulerschen Differentialgleichungen, bei denen
der Potenzansatz u(x) = z* hilfreich ist.

Eine weitere Methode, die wir in einem Spezialfall schon angewendet haben, kann auch hier niitzlich
sein. Mit der Idee der Reduktion der Ordnung lisst sich manchmal bei homogenen Differenti-
algleichungen mit variablen Koeffizienten eine weitere Losung finden, wenn eine Losung u; schon
bekannt ist. Wir machen das am folgenden Beispiel klar:

Beispiel 4.21
Betrachte u”(z) + z u'(z) + u(z) = 0, z € R. Eine Losung ist u;(z) = exp(—2?/2) (nachpriifen!).
Wir machen nun den Produktansatz us(x) = ¢(z)ui(x). Dann ist

up(z) = [d(z) — ze(x)] e "2, uy(z) = [d'(z) — c(z) — 2z () + 2*c(z)] e 12,
und eingesetzt folgt
["(z) = 22 () + (2 — 1)c(z) + x d (x) — 2”c(x) + ()] e 2 = 0,

also ist ¢’(x) — zd(z) = 0, da u; keine Nullstellen besitzt. Dies ist eine lineare Differential-
gleichung erster Ordnung fiir v = ¢. Die Differentialgleichung wird gelost durch (herleiten!)
v(z) = ¢ exp(z?/2). Daher ist

us(z) = e /2 /etQ/Zdt, z € R,
0

eine zweite Losung der Differentialgleichung. Wir miissen noch die lineare Unabhéngigkeit iiber-

priifen. Sei

a; e~ 2 4 as e~ e/2 /et2/2 dt =0 fir alle z € R
0
und nehme ay # 0 an. Dann folgt, dass das Integral gleich der Konstanten —ay/ay ist, ein Wider-
spruch dazu, dass seine Ableitung v nicht die Nullfunktion ist. Also ist as = 0 und dann sofort

auch a; = 0. Somit bildet {uj,us} ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung, auch wenn
wir us nicht geschlossen angeben kénnen. a

Das allgemeinste Vorgehen bei linearen Differentialgleichungen n—ter Ordnung, d.h.
ao(r)u(r) + ay(z)u'(x) + - + ap(@)u(z) = b(zx), x€ICR,

wobei a,(x) # 0 fir alle x € [ ist, ist die Potenzreihenmethode. Wir setzen voraus, dass alle
Koeffizientenfunktionen a; und die rechte Seite b durch Potenzreihen um zy, € I entwickelbar

k

sind, die in I konvergieren. Es sei also etwa b(x) = > fr(z — 20)", © € I. AuBlerdem seien
k=0

Anfangsbedingungen u\)(x) = uj, j = 0,...,n — 1, am Entwicklungspunkt zy € I gegeben. Wir
machen nun einen Ansatz in der Form einer Potenzreihe
u(z) =Y cplex—x)f, zel
k=0
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um den Entwicklungspunkt xy, an dem die Anfangswerte u festlegen. Wir wissen, dass die Potenz-
reihe im Innern des Konvergenzintervalls gliedweise differenziert werden darf. Es lésst sich zeigen,
dass Einsetzen der Ableitungen von u und ein Koeffizientenvergleich zum Ziel fithren. Wir wollen
dies an zwei Beispielen vorfithren:

Beispiele 4.22
(a) Betrachte die Differentialgleichung

u'(z) + zd(x) + u(z) = 0.

o
Mit dem Ansatz u(x) = > cpa® ist

k=0
xu'(z) = Z crka® = Z crka®
k=1 k=0
und . .
u'(z) = epk(k — 1) 2" =) cppa(k +2)(k + 1) 2*
k=2 k=0

Setzen wir dies in die Differentialgleichung ein, so folgt
> (chalk+2)(k+1) + ek + cp)z® = 0
k=0

Ein Koeffizientenvergleich ergibt

1

o2k +2)(E+1) + ex(k+1) = 0, also cpro = ~ i3

Ck, kIO,l,Q,...

Wir erhalten zwei linear unabhéingige Losungen u; und us, die eine (nennen wir sie uy) fiir ¢y = 1,
c1 = 0 und die andere us fiir ¢cg = 0, ¢; = 1. Dann besteht u; nur aus Monomen gerader Potenz
und uy, aus Monomen ungerader Potenz. Ersetzt man fiir u; den Index k& durch 27, so folgt die

Rekursionsformel .

co =1, cg5420 = —m@j, J=0,1,2,...

also (Induktion!) ¢o; = (—1/2)7/4!, 7 =0,1,.... Daher ist
> 1 1’2 J _ .2
=27 (‘3) -t
=0’

(b) Betrachte jetzt die Differentialgleichung zweiter Ordnung

1
1+ 22

u'(z) + u(z) = 0, |z| <1,

mit den Anfangsbedingungen «(0) = 1 und «/(0) = 0. Statt 1/(1 + 2?) in eine Potenzreihe zu
entwickeln, ist es einfacher, die Differentialgleichung in der Form

(1+2*)u"(x) +u(x) =0
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o0
zu behandeln. Mit dem Ansatz u(z) = 3 c;a* rechnen wir aus:

k=0
u'(r) = chk:(k: ch+2 E+2)(k+1)2"
k=2 k=0
Pu'(z) = Y ek(k—1)2" = chk(k: — 1)z
k=2 k=0
Daher haben wir .
> [erpa(k+2)(k+1) + cik(k—1) + ¢ 2" = 0.
k=0

Da dies fiir alle z gilt, miissen alle Koeffizienten Null sein, also ist

k(k—1)+1
Ckt+o = ( >+ )Ck, k::0,1,2,....

(k4 2)(k+1
Kennen wir ¢y und ¢y, so sind durch diese Formel alle ¢;, bestimmt. Aus den beiden Anfangsbedin-
gungen 1 = u(0) = ¢y und 0 = u/(0) = ¢ folgt, dass alle ¢, = 0 sind fiir ungerade k. u hat also

die Form u(z) = Y~ ¢y 2%. Genauer konnen (und brauchen) wir die Lésung nicht angeben. Wir

miissen uns noch iiberlegen, fiir welche x die Reihe iiberhaupt konvergiert. Da die Koeffizienten
rekursiv definiert sind, tun wir dies mit dem Quotientenkriterium:

2 22 -1 +1 2

i h e i — T ) — 00
(27 +1)(2j +2) »J '

ng I‘Qj
Dabher liegt Konvergenz fiir |z| < 1 vor. Die Funktion u hat also die merkwiirdige Form

1 1+1-2 1+1-2)(1+3-4
u(x>—1—52+%f‘—(+ 2;('+ Jas 4~ <1

Wir betrachten jetzt noch eine weitere Differentialgleichung mit variablen Koeffizienten ay, die
Besselsche Differentialgleichung

2

?u"(z) + zu'(z) + (¥ —n*)u(z) = 0 oder l(a:u’(:c))/ + (1_71_) u(z) = 0.

x 2

Hier ist n € Ny ein fester Parameter.

Zur Erinnerung: Eine Eulersche Differentialgleichung entsteht, wenn statt 22 — n? der Koeffizient
von u eine Konstante wiire. In diesem Fall wiirde der Ansatz u(z) = 2* zum Erfolg fiihren. Dies
motiviert den verallgemeinerten Potenzreihenansatz

o (o]
r) = 2 E cjal = E ;i x>0,
Jj=0 Jj=0
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fiir reelle oder komplexe noch zu bestimmende A, ¢;. Ohne Einschrankung setzen wir ¢y # 0 voraus
(sonst kénnten wir x ausklammern und in den 2*—Term stecken). Mit diesem Ansatz ist

zu'(z) = ch(j + ) 2T,
j=0
Pu(z) = ) NG A=) T
j=0
22 u(z) = Z ¢ I Z o I :
j=0 j=0

wenn wir fiir die letzte Summe c_; = ¢_5 = 0 vereinbaren. Einsetzen in die Differentialgleichung
liefert

DA GGANGFA=D) + G+ A) + e — nPe] = 0, x>0
=0

Der Koeflizientenvergleich fiihrt auf die Rekursionsformel
Cj [(j+>‘)2 - ”2] + ¢ =10, 7=0,1,2,...

Fiir j = 0 bekommen wir unter Beachtung von ¢y # 0 und c_, = 0 die Bedingung \? = n?, also
A = £n. Wir untersuchen beide Félle:

1. Fall: A = n. Damit vereinfacht sich die Rekursionsformel zu
1

ciliGG+2n)] + ¢ =0, dh ¢ = T i=1,2,3,...,

da der Nenner positiv ist. Fiir j = 1 ergibt sich ¢; = 0 wegen ¢_; = 0. Weiter folgern wir, dass
¢; = 0 fiir ungerades j und

nl(=1)F 1\
= —— | = k=0,1,2,...
Cok k"(k+n)' (2) Co, 07 ) 4y

gilt (vollsténdige Induktion!). Daher erhalten wir als Losung die Potenzreihe

w(z) = nlep2" g kli%l)v (g)%m.

Die Konvergenz dieser Reihe haben wir schon in Beispiel 4.20 des ersten Semesters untersucht.
Nach geeigneter Normierung, d.h. Wahl von ¢y, erhalten wir:

Definition 4.23 (Besselfunktionen)
Fiir n € Ny heifst

00 (_ 1)k (SL’) 2k+n

Jn(z) = | = , T€ER,

kZ:O E'(k+n)! \ 2

die Besselsche Funktion der Ordnung n. Diese Potenzreihe konvergiert fiir alle x € C.
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2. Fall: A = —n und n € N. Dann vereinfacht sich die Rekursionsformel zu
G iG—20)] + ¢o = 0. j=12....

Wieder erhalten wir ¢; = 0 und hieraus ¢; = 0 fiir alle ungeraden j, da fiir ungerade j der Ausdruck
J — 2n niemals Null wird. Fiir gerade j = 2k ergibt sich die Rekursion

02k4k‘(k—n) + Cok-1) = 0, k=1,2,....

Da jedoch ¢y # 0, erhalten wir cgp # 0 fiir £ = 0,...,n — 1. Fiir £k = n fiihrt dies zu einen
Widerspruch, denn die linke Seite der Rekursionsformel verschwindet fiir & = n, was cy(,—1) = 0
ergeben wiirde. Daher liefert der Fall A = —n iiber diesen Ansatz keine weitere Losung der Diffe-
rentialgleichung. Eine zweite, von der Besselfunktion linear unabhéngige Losung der Besselschen
Differentialgleichung ist die sogenannte Neumannfunktion, oder Besselfunktion zweiter Art, die bei
x = 0 eine Singularitat hat.

Wir wollen noch einige Eigenschaften der Besselfunktionen anmerken.

e Ist n gerade (bzw. ungerade), so ist .J,, eine gerade (bzw. ungerade) Funktion, d.h. es treten
nur gerade (bzw. ungerade) Potenzen von z auf, d.h. es gilt J,(—z) = J,(x) (bzw. J,(—z) =
—Ju(z)) fur alle x € R.

e Esist Jy(0) =1 und J,(0) =0 fiir n > 1.
e Die Funktionen J,, n = 0,1, 2,3, sind in Abbildung 1 dargestellt.

Abbildung 2: Die Besselfunktionen J,,, n =0,1,2,3

Satz 4.24 (Integraldarstellungen)
Fiirn=0,1,2,... gilt

2w

1 o
Jn(x) = o elesint=nt) gt g ¢ R (komplexe Darstellung),
0

2
1
= o /cos (zsint —nt)dt, x€R (reelle Darstellung).
T
0
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Beweis: Wir betrachten « € R als festen Parameter und die Funktionenreihe

o0

1
z:vsmt _ E :_ ZSIHt .
m!

m=0

Mit el*l = P 0 ,|x|" ist eine integrierbare Majorante fiir alle t gegeben. Daher diirfen wir glied-
weise integrieren und erhalten

2

1 0
_ el sint efmt dt = E Cm T
2m

0 m=0

mit
2 2 + "
1 m ) 1 it 1 m )
Cm = (z’sint) e~ dt = ¢ ¢ e " dt
m! 2w m! 27 2
0 0
2T m
1 m
— i(m—j)t 1)/ —int _—ijt dt
g | () e e
o J=0
m 27

_ : : /e—i(n—m—f—Zj)t dt .
2 2m £~ 1 (m — j)!
Jj=0 0

Das Integral ist nur fiir n —m+ 25 = 0 von 0 verschieden und hat dann den Wert 27. Wegen j > 0
ist in diesem Fall m > n und m — n gerade. Schreiben wir m = n + 2u, so ist das Integral nur fiir
j = p von 0 verschieden und wir erhalten

2w

o] n+2p
Crgon = 1 <_1)M dh. i/ei(xsint—nt) dt = Z <_1)M E
Tt (n )l 2 S il (n 4 )l \ 2 ’
0 =

und dies war zu zeigen.

Die reelle Darstellung folgt einfach durch Gleichsetzen der Realteile der rechten und linken Seiten,
da die linke Seite reell ist. O

4.6 Numerische Losungsverfahren

Auch wenn im allgemeinen keine geschlossene Losung bestimmt werden kann, so gibt es doch
generelle numerische Zugénge zur Anfangswertaufgabe,

W (z) = f(v,u(z)), x€[vo,70+al, ulzo)=u.

Die Voraussetzungen des Satzes von Picard-Lindelof seien erfiillt, d.h. es existiere eine eindeutig
bestimmte Losung u der (AWA). Es ist unser Ziel, an dquidistanten Stiitzstellen z, = o+ kh, k =
0,1,2,..., N (wobei h < a/N ist) Niherungswerte u, € R an die Werte u(zy) der exakten Losung
u zu bestimmen. Zwei Moglichkeiten seien kurz dargestellt, wobei wir u skalar- und reellwertig
annehmen. Die Methoden lassen sich aber auf Systeme von Differentialgleichungen iibertragen. Sei
also u im Folgenden immer die exakte Losung der (AWA). Nach dem Mittelwertsatz gilt

w(x +h) =u(z)+u(z)h fiirein z € (z,2 + h).
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Wir approximieren nun die Ableitung u'(z) ~ v/(z) und erhalten mit der Differentialgleichung
u(z+h) = u(x)+u' () h =ulx) + f(z,u(z)) h.

Damit erhalten wir ein Verfahren, das Eulersche Polygonzugverfahren, zur Naherung der
Losung u, indem wir ausgehend vom Anfangswert uy = u(zg) die Folge

Upr1 = U + [z, ur) h =~ u(Tpsq)

definieren. Die uy sind dann Néherungen an die Funktionswerte u(zy).

Dies ist ein einfaches numerisches Verfahren, d.h. einfach zu verstehen. Es ist jedoch numerisch
sehr langsam und wird deswegen iiblicherweise durch bessere Verfahren ersetzt.

Beispiel 4.25
(a) Gegeben sei die Anfangswertaufgabe

V() = (1-a?) -

Dieses Problem lésst sich nicht geschlossen l6sen. Wir sind also auf ein numerisches Verfahren
angewiesen, um eine Vorstellung von der Losung zu bekommen. Das Bild zeigt die Ergebnisse
des Euler-Verfahrens mit h = 0.1 (o) und A = 0.01 (x) verglichen mit einer sehr viel genaueren
Approximation der Losung (durchgezogene Linie)

Euler-Verfahren
T T T

(b) Die Differentialgleichung v/(z) = u(z), > 0, u(0) = 1, wird durch u(x) = exp(x) gelost. Das
Eulerverfahren liefert ug, 1 = ug + huy, = (1+ h)uk, also uy, = (14 h)* fiir k = 0,1, ... Dieses uy, ist
wirklich eine N#herung an u(xy) = u(kh) = exp(kh). Dies sehen wir, indem wir x > 0 festhalten
und h = z/N fir N € N, sowie x,gN) =kh™), k =0,1,..., N setzen. Dann ist xg\j,v) = z, und fiir
dieses Beispiel ist

N x N
uy = [1+h]Y = [HN] ,
In der Tat konvergiert uy gegen u(xg\j,v)) = u(z) = exp(z) fir N — oo. O

Allgemein kénnen wir fiir das Euler-Verfahren folgende Konvergenzaussage zeigen.
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Satz 4.26 Seil = [zg, xo+al, f: [ xD — R stetig, lipschitzstetig auf D, d.h. | f(z,u)— f(x,v)]
L|u—v|, und die Funktionen x — f(x,v(x)) stetig differenzierbar fiir alle v € C*(I) mit v(I)
D. Dann gilt fiir das Eulersche Polygonzugverfahren mit xy, = xo + k%, k=0,1,..., N:

<
C

M
|Uk—U(l’k)| < QCLLN<6(IL_]-)7 kZOa"'aNa

wobei M = max{|u"(x)| : x € I} ist. Natirlich missten wir genauer x,(CN)

um die Abhdngigkeit von N anzudeuten, und es ist

und u,(CN) schreiben,

E
&
IS
=
ol

I
N
—
=
El
SN—
IA

| o

fiir eine von N unabhingige Konstante ¢ > 0. In diesem Sinn konvergiert fiir N — oo der Fehler
‘u,iN) — u(x,(cN))‘ so schnell gegen 0 wie 1/N. Aus diesem Grund nennt man es ein Verfahren von
erster Ordnung.

Beweis: Wegen der Voraussetzung an f konnen wir die Differentialgleichung differenzieren und er-
halten, dass die Losung u der (AWA) nicht nur einmal, sondern sogar zweimal stetig differenzierbar
ist. Also ist die Definition der Konstante M und die Voraussetzung an u” sinnvoll.

Wir schétzen den Fehler |u(xy) — uy| induktiv ab und schreiben zunéchst mit A = a/N:

u(@pr) = wpn| < [[uleen) = uler)] + [uler) —un] = hf (or, u)| -

Den ersten Teil schitzen wir mit der Taylorformel ab:
2 h2
w(xpy1) — u(xy) = h'(zg) + 5 u'(z) = hf (g, u(zy) + 0} u”(z1),
mit zg € (xy, vx41). Weiter folgt mit der Dreiecksungleichung und der Lipschitzbedingung,
h*M
2

(@) —uen| < lular) =il + BIf (2 uler) = flaww)] +
< (1+hL)|u(zg) — ux| + %hZM.

Dies gilt fiir alle £ = 0,1, .. .. Vollstdndige Induktion ergibt die explizite Darstellung,

k—1
1
lu(zy) — ug| < §h2MZ(1+hL)", k=1,2,....
=0

Mit der geometrischen Summenformel folgt

E_ k
uln) — | < Sh2M (”ZLL) L _ QQL%KH@) —1] < oM (e“L—l).

Damit ist der Satz bewiesen. O

Wir wollen noch ein in der Praxis héufig verwendetes Verfahren, das Runge-Kutta-Verfahren,
beschreiben, das erheblich schnellere Konvergenz erlaubt. Wir gehen wieder vom Mittelwertsatz
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aus und approximieren

u(zy +h) = u(xy) +u'(2) h =~ u(zy) + % (u’(gjk) + A (g + g) + ' (zg + h))

h h h
= u(xy) + 3 ( u(zg) +2 ' (zp + 5) +2 u(zp + 5) + u'(xp, + h) )
—— —_————
f(xkyu(xk)) h h h h f(xk+h7u(xk+h))
flep+5u(ze+3)) flep+5u(er+3))

h
~ u(a:k) + 6 (Kl + 2K2 + 2K3 + K4) =! Ukt

Die Wahl von
Kl = f(xk,uk)

ist einfach, da die Ableitung u'(z)) wie beim Euler-Verfahren durch die Differentialgleichung ge-

geben ist, wenn wir eine Approximation u bestimmt haben. Fiir Ky muss u'(x), + %) = f(zp +

B u(z+12)) approximiert werden. Die Idee ist es, den unbekannten Funktionswert u(z + 2)) durch

einen Schritt des Euler-Verfahrens mit Schrittweite % anzundhern. Dann ergibt sich

h h
Ky=f (IEk + §>Uk+ §K1)

Fir K3 wird K5 anstelle von K; als ,Pradiktor® gewéhlt fiir den unbekannten Funktionswert
u(zy +2) in f(xp + 4, u(z, + 2)), sodass

h h
Ky = f(a, + E,Uk+ EKZ)

gesetzt wird. Schliellich wird fiir K, wieder ein Euler-Schritt mit Schrittweite A und dem Pradiktor
K3 fiir die Ableitung festgelegt, d.h.

K, = f(SL’k + h,ug + th)

Es lésst sich zeigen (nicht mehr ganz so einfach), dass
N oy oL N
o —u(a)] < ep =0,

gilt, wenn f viermal stetig differenzierbar ist

Beispiel 4.27
Wir betrachten die (AWA)

2x

@) = Ty op

e @ >0, u0)=0.

Dies ist eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen und wird gelost durch u(z) = In [2 —
1/(1+2%)], z > 0 (bitte herleiten und nachrechnen).

.....

Verfahren an der Stelle x = 1 und verschiedene Werte von n angegeben. Das Bild zeigt die beiden
Approximationen (Euler-Verfahren o, Runge-Kutta-Verfahren x) fiir n = 16.
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n Euler Runge-Kutta
21.18E400| .13E —02
4| .72E—-01| .b6E —04
81.32E—-01| .31FE—-05
16 | .16E —01| .18E —06
32| .76E—-02| .11E—07
64| .37TE—02| .68E —09
128 | 19E — 02| .43FE —10
256 | 93E — 03| 2TE—11

Hier erkennen wir deutlich die Uberlegenheit des Runge Kutta-Verfahrens. Beachte, dass sich bei
Verdoppelung von N die Fehler jeweils halbieren (Euler-Verfahren) bzw. auf ein Sechzehntel gehen
(Runge-Kutta-Verfahren). O
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5 Die Laplacetransformation

5.1 Parameterintegrale

Die Gammafunktion ist fiir ¢ > 0 definiert durch
[(t) = / e "o du.
0

Es handelt sich also um ein Integral, das von einem Parameter ¢ abhéngt. Beziiglich des Para-
meters konnen wir den Ausdruck wieder als Funktion auffassen, was oft niitzlich sein kann, wie
wir spéter in diesem Abschnitt sehen werden, wenn wie die Laplacetransformationen untersuchen.
Um Eigenschaften dieser Funktion wie Stetigkeit oder Differenzierbarkeit zu untersuchen, miissen
Grenzprozesse vertauscht werden. Im allgemeinen ist dies nicht erlaubt, wie wir aus dem folgenden
einfachen Beispiel sehen:

Beispiel 5.1 Fiir k € N seien die Funktionen f; : R — R definiert durch

r+1—-k, kE—1<zx<k,
fe() = k+1—2, k<z<k+1,
0, ré¢k—1k+1).
(Die Funktion fj, ist ein ,,Hut“ mit Spitze bei x = k und 0 fiir |[x—k| > 1.) Die Folge ( fi) konvergiert
punktweise gegen die Nullfunktion, d.h. klim fe(z) = 0 fiir jedes x € R, aber [ fy(z)dz =1 fiir
—00 s
alle £ € N. O

Unter welchen Voraussetzungen das Vertauschen erlaubt ist, besagt der folgende wichtige Satz.

Satz 5.2 (Lebesguescher Konvergenzsatz) Sei I C R ein Intervall und f, € L(I) eine Folge
von Funktionen, die punktweise fast iiberall gegen f : I — R konvergiert. Wenn eine Funktion
g € L(I) existiert mit | fn(x)| < g(x) fast iberall, dann ist f € L(I) und

lim Ifn(a:) dx = /If(x) dx.

n—o0

Fiir diesen Beweis miissen wir auf die Literatur verweisen. Aber zwei wichtige Konsequenzen aus
dem Satz wollen wir herausstellen.
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Satz 5.3 Sei auf einem Intervall I C R und einem kompakten Intervall [a,b] C R eine Funktion
f:la,b] x I — R gegeben. Fiir jedes feste t € [a,b] sei f(t,.) Lebesque-integrierbar, d.h. f(t,.) €

L(I). Dann ist durch
= /f(t,:p) dx, € [a,b]
I

(a) G ist stetig auf [a,b], wenn f(.,x) stetige Funktionen sind fir fast alle x € I, und es eine
Funktion g € L(I) gibt, sodass fir alle t € [a,b] gilt |f(t,z)| < g(x) fir fast alle x € 1.

eine Funktion auf |a,b] definiert.

b) Wenn f(.,x) differenzierbar ist auf |a,b| fir fast alle x € I und es eine Funktion g € L(I
( g
gibt, sodass die Ableitung nach t (x fest) majorisiert werden kann, also %(t,x)‘ < g(z)
fir alle t € [a,b] und fast alle x, dann ist G differenzierbar und es gilt

G'(t) = /88{ (t,z)dx, t€la,b].

Beweis: (a) Sei (t,) eine Folge aus [a,b], die gegen t € [a, b] konvergiert. Zu jedem ¢, definieren
wir eine Funktion h, € L(I) durch h,(x) = f(t,,z). Da f(.,x) € C([a,b]) gilt, konvergiert h,
punktweise fiir fast alle z € I gegen h(x) := f(,z) fiir n — oco. AuBerdem ist

()] = [f (tn, )] < g().

Also ist ¢ integrierbare Majorante zu (h,,) und der Lebesguesche Konvergenzsatz liefert

lim G(t,) = lim f(tn,x)d:p—/hmftn,x d:p—/ft:p G(t).
n—oo n—oo I n—oo
Da diese Identitét fiir beliebige konvergente Folgen gilt, ist G : [a, b] — R stetig.
(b) Analog folgt die zweite Aussage mit
ftn,2) — f(E @)

hn(x) == P und  h(z) = T

—(t,).

h, wird durch g majorisiert, da zu x € [ nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung ein
Sn € (ty,1) bzw. s, € (t,t,) existiert mit

|n ()] = < g(x).

(8n, )

’ of

O

Beispiel 5.4 (a) Fiir jedes Intervall [a,b] C R sind die Voraussetzungen des Satzes erfiillt fiir die

Funktion
1 o—(1422)t2
G(t) = —d t bl.
0= ot teld

Also ist G auf R differenzierbar und wir erhalten mit der Substitution v = tx

1 2\ 4, —(14x2)t? t
1 t
G'(t) = —2/ (1 +2%)te dx = —Qetg/ e du.
0 0

1+ 22
= w(t)
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Wir definieren w als die Stammfunktion zu w/(t) = e (die wir nicht geschlossen ausdriicken
konnen). Der zweite Hauptsatz der Integralrechnung liefert

G(t) — G(0) = /OtG/(T) dr = —2/; <6T2 /Oe da:) dr

_ _2/; W' (7) w(r) dr

= -9 (w(7))2}2+2/0 w(T)w' (1) dr

2

) (/Ot e da;) — G(t) + G(0).

G(0) Ly tanz|l = =
= Xr — arctanxr|, = —
o 1+ a2 0 4

ist, ergibt sich insgesamt
2

(/Ot e daz) - Z —G(b).

Nun konnen wir noch den Grenzwert

- 2142
1 o—(142)t

lim G(t) = lim ———dr =0

t—00 t—o00 0 1 —+ {L‘Q

unter Verwendung des Lebesgueschen Konvergenzsatzes bestimmen und erhalten

o 1
/ e dy = —\/7.
0 2

]
(b) Die Voraussetzung einer Beschrinkung durch eine Funktion g € L([I) ist erforderlich. Ein
Gegenbeispiel liefert die Funktion G : R — R mit

ot 1
G(t) = ——— dx = 2arctan — .
2+ a? t
Die Funktion ist unstetig in ¢ = 0; denn G(0) = 0, aber

limG(t) =7 und limG(t) = —r.
50 £<0

5.2 Definition und Grundlegende Eigenschaften der
Laplace-Transformation

Zu einer beliebigen Funktion f : [0,00) — C ist die Laplacetransformation definiert als die
Funktion £f : I C R>y — C, die durch das Parameterintegral

Lf(s)= /Ooof(t)e_“dt, sel,
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gegeben ist, wenn das Integral existiert (im Sinne des Lebesgue-Integrals). Unser Ziel ist es, Eigen-
schaften von Lf zu nutzen, um Differentialgleichungen zu losen. Zunéchst klaren wir, fiir welche
Funktionen wir die Laplacetransformation definieren.

Lemma 5.5 Ist f : [0,00) — C auf jedem kompakten Intervall [0,b] — C integrierbar und von
exponentiellem Typ, d.h. es gibt Konstanten ¢ > 0 und a € R mit

lf(O)] < ce™  fiir fast alle t >0,

so ezistiert die Laplacetransformierte Lf : (o, 00) — C fiir « = max{0,a}.

Beweis: Es gilt

T T c c
/0 |f(t)] et dt < C/o el dt = (e(“_S)T -1) <

a—s s—a’
Also existiert die Laplacetransformierte nach Satz 6.32 im HM I Skript fiir alle s > a und es gilt

T
Lf(s)= lim/O ft)estdt.

T—o00

Die Menge
E={f:]0,00) = C : f geniigt den Bed. in Lemma 5.5}

bildet einen Vektorraum und beinhaltet eine grofle Klasse von Funktionen. Etwa sind Polynome
flx) =377 a;jx? in &, da sie von exponentiellem Typ sind, denn sie wachsen nicht schneller als
exp(x). Auch stiickweise stetige Funktionen von exponentiellem Typ liegen im Vektorraum &. Die
Funktion f(x) = e ist nicht vom exponentiellen Typ.

Beispiele 5.6
(a) Fiir f(t) =t™ mit n € Ny, t > 0, gilt

|
(Lf)(s) = % s> 0.

Dies léasst sich mit vollstdndiger Induktion nach n beweisen.

(b) Fiir f(t) = e, ¢t > 0, mit beliebiger Konstante a € C ist |f(¢)] = exp(tRea), d.h. es ist
fe&. Fur s> a:=max{0,Rea} folgt

i 1 . 1
L — (afs)tdt — —(s—a)t —
s = [ e A
0
denn |exp(—(s — a)t)| = exp(—(s — Rea)t) — 0, t — oc.
<t<
(¢) Fur f(t) = { (1) » 0 ;i] L ergibt sich

(Lf)(s) = /e“dt = 1(1—673), s > 0.

S
0

95



O

Wir sehen an den Beispielen, dass L f stetig ist. Einige Rechenregeln fassen wir im folgenden Satz
zusamimen.

Satz 5.7 (Rechenregeln)
Sei fe& und Lf : (a,00) = C die Laplacetransformierte von f. Dann gilt:

(a) Linearitét: Ist g € £ eine zweite Funktion mit Lg : (3,00) — C und A\, n € C Konstanten,
so gilt
LS +ng)(s) = MLL)(s) + n(Lg)(s), s> max{a, 5}.

(b) Ahnlichkeitssatz: Sei a > 0. Dann ist

L(flat)(s) = 2cf (f) s>aa.

a a
(c) Dampfungssatz: Sei a € R. Dann ist

L(e"f(t))(s) = Lf(s—a), s>max{0,a+ a}.

(d) Verschiebungssatz: Sei a > 0 und
0 , 0<t <a,
g(t>_{f(t—a) , t>a.

Dann ist

Lg(s) = e “Lf(s), s>a.

Bemerkung: Wir haben in der Formulierung des Satzes eine bequeme, aber gefahrliche Nota-
tion benutzt: Bei (b) schreiben wir z.B. L£(f(at))(s) und meinen Lg(s), wobei g die Funktion
g(t) = f(at), t > 0, ist. £ hat als Argument eine Funktion, bildet also Funktionen (die wir als
Funktionen mit Argument ¢ schreiben) in Funktionen mit Argument s ab. f(at) ist aber eigent-
lich ein Funktionswert (namlich eine reelle oder komplexe Zahl), wir meinen aber die Funktion
t — f(at).

Beweis: (a) ergibt sich direkt aus der Definition.

(b) Mit der Substitution 7 = at (also dr = adt) folgt
r . i 1 1 s
Lf@)(s) = [ flatyedt = [ fr)ei—dr = —(£f)(2).
0 0
(c) Einsetzen in die Definition liefert

Lf(s—a) = /f(t) e (s=a)t gp /[e“tf(t)} etdt = L(e"f(t))(s).
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(d) Die Substitution 7 =t — a (also dr = dt) fithrt auf

Lg(s) = /f(t—a) e tdt = /f(T) e dr = 7% Lf(5).
a 0

Die Integrationsbereiche ergeben sich aus der Forderung, dass alle auftretenden Integrale existieren
missen. O

Beispiele 5.8 Wegen coswt = 1(e™' + =) und Beispiel 5.6 ist
1 iwt —iwt
L(coswt)(s) = 3 [L(e)(s) + L(e7™")(s)]
1 1 1
= = | = 7 s>0,weR,
2 [s—iw  s+iw 52 4 w?
und analog
: 1 iwt —iwt
L(sinwt)(s) = % (L") (s) — L(e™™")(s)]

1 1 1
- | =Y 550, weR
2i | s —iw 8§+ iw 52 + w?

Die Laplacetransformierte einer Funktion f € & ist beliebig oft differenzierbar. Diese wichtige
Eigenschaft wollen wir in den n&chsten beiden Sétzen festhalten.

Satz 5.9
Fiir jedes f € & ist die Laplacetransformierte Lf : (o, 00) — C stetig, und es gilt lim Lf(s) = 0.

5—00

Beweis: Mit [a,b] C (a,00) gilt |f(t)e™ < ce (= < cem (@) fiir fast alle t € [0,00). Also
lasst sich Satz 5.3 anwenden. Also ist Lf stetig auf [a,b] und somit in jeder Stelle s > «. Mit der

Abschétzung
/ f(t)e =t dt
0

erhalten wir den angegebenen Grenzwert. a

gc/ e (5=t qp — € —0, s—o00
0 s —«
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Satz 5.10 (Differentiation im Bildraum)
Die Laplacetransformierte Lf zu f € &€ ist beliebig oft differenzierbar und es gilt:

T Lis) = (1L @) (s), s>a. neN,

d" [ —st i o" —St
0 0

also diirfen Differentiation und Integration hier vertauscht werden.

d.h.

Beweis: Wir konnen Satz 5.3 (Differentiation von Parameterintegralen) anwenden fiir n = 1, da
wegen f € € mit g(t) = cte™ fiir s > a + € mit € > 0 eine integrierbare Majorante fiir £ f(¢)e~*"
gegeben ist. Fiir n > 2 folgt das Resultat sofort durch iterative Anwendung dieses Resultats. O

Beispiele 5.11

Die Differentiation im Bildraum liefert die Laplacetransformierten

L(tcoswt)(s) = —%E(COS wt)(s)

d s s% — w? -0
= —7\ 5 5 = T 5 . o\ S )
ds \ 82 + w? (s2 + w?)?

Lsnwt)(s) = —-L (L) s,

ds \ s2 + w? (s2 4+ w?)?’

5.3 Anwendung bei Anfangswertaufgaben

Die wichtigste Eigenschaft der Laplacetransformierten zur Nutzung bei Differentialgleichungen ist
die Differentiation im Urbildraum.

Satz 5.12 (Differentiation im Urbildraum,)
Sei f n—mal stetig differenzierbar auf [0,00) und alle f9) € £, j =0,...,n. Dann gilt:

,_.

n—

L(f"M)(s) = s"Lf(s) = D fP0)s"7 s>a,

=0

<.

fiir jedesn € N. Hier bedeute (o, 00) das gemeinsame Intervall, auf dem die Laplacetransformierte
fiir alle fU) ezistiert.

Beweis: Wir zeigen dies nur fiir n = 1. Mit partieller Integration ist

= [ fyetdt = ft)ye™| 0 + s [ f(t) e at.
/ /
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Wir merken an, dass lim (f(t)e=*) = 0 fiir jedes s > o, da [ |f(t)] e~*'dt < ¢ [el*=9)dt = ¢/(s—a)
0 0

t—o00

existiert. Dies liefert
L(f)(s) = —f(0) + sLf(s).

Der Beweis fiir n > 2 wird mit vollstandiger Induktion gefiihrt. 4
Betrachten wir nun eine lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten
anu™(t) + - + a ' (t) + aou(t) = bt), t>0,
und Anfangsbedingungen u\9)(0) = u; fiir j = 0, 1,...,n— 1. Fiir eine stetige Funktion b : [0, 00) —

C existiert genau eine Losung u € C"[0,00) im Raum der n—mal stetig differenzierbaren Funktio-
nen. Mit der Differentiation im Urbildraum, also

j—1
(LuD)(s) = & Lu(s) — > ul(0)s
1=0
7j—1
= s Lu(s) — Zul S 5 =1,2,...,n,
1=0
ldsst sich nun die Differentialgleichung in den ,,Laplaceraum transformieren“ und wir erhalten

Lu(s) [ans" + - + a15 + ao]

J/

n—1 n—2

= Lb(s) + a, E ws" N+ oa, E ws"r 4+ s+ agug
1=0 1=0
—

=:q(s)

Der Ausdruck a,s™ + --- 4 a1s + ap =: p(s) auf der linken Seite ist genau das charakteristische
Polynom der Differentialgleichung. Im Laplaceraum haben wir also die Losung;:

£o(s) | qls)
ps) | p(s)

Lu(s) =

fir s > «a,

wobei a grofler als die grofite Nullstelle von p ist. Hier ist ¢ ebenfalls ein Polynom vom Grad kleiner
oder gleich n — 1. Damit ist das allgemeine Vorgehen offensichtlich. Wenn wir die rechte Seite als
Laplacetransformierte einer Funktion schreiben konnten, d.h. Lplz(s‘;) + % = Lg(s), so ergibt sich
direkt die Losung u = g.

Bevor wir den Identitdtssatz formulieren, der den letzten Schluss, die Riicktransformation be-
griindet, betrachten wir ein Beispiel fiir dieses Vorgehen. Oft ist £b eine rationale Funktion, so
dass auf der rechten Seite ebenfalls eine rationale Funktion steht. Diese konnen wir mit der Parti-
albruchzerlegung in einfache Summanden zerlegen, von denen wir schon berechnet haben, dass
sie Laplacetransformierte zu bestimmten Funktionen sind.

Beispiel 5.13
(a) Betrachte die Anfangswertaufgabe

u”(t) — 3u"(t) + 3u'(t) — u(t) = %€, t>0,

99



Dann ist
Lu'(s) = sLu(s)—u(0) = sLlu(s)—1,
Lu"(s) = s Lu(s)—su(0) —u'(0) = s*Lu(s) —s,
Lu"(s) = s Lu(s)— s*u(0) —su/(0) —u"(0) = s> Lu(s) —s*+2.

Die rechte Seite transformiert sich zu

d? ? 1 2
—_— = s>1.

Lte)s) = 3280 = 43571 = P

Also ist eingesetzt:

(% Lu(s) — 8 +2) — 3(s> Luls)—s) + 3(sLu(s)—1) — Lu(s) = (5_21)3,
d.h. 5
3 o2 1 = 2
Lu(s)[s 3sj 3s 11 Go1¢ + (s°—3s+1) oder
(5213
2_
Lu(s) = 2 s sl s>1.

+ )
(s —1) (s —1)3
Der erste Term auf der rechten Seite liegt schon in ,,Partialbruchform* vor. Fiir den zweiten machen
wir den Ansatz

s =3s+1  a N b N c
(s—1)3  s—1 (s —1)2 (s —1)%
Multiplikation mit (s —1)? und s — 1 liefert ¢ = —1. Multiplikation mit s und s — oo liefert a = 1.

Setzt man a und c ein, so ist

b 1 s2—3s+1 1 S

(s —1)2 (s—1)3  (s—1)3 s—1  (s—=1)%

Multiplikation mit (s — 1)? und s — oo liefert schlieflich b = —1. Daher ist

s —3s+1 1 1 1
(s—1)3  s—1 (s —1)2 (s —1)3
Mit dem Diampfungssatz ergibt sich £(t" tel)(s) = ((::11% und deshalb folgt aus
2 1 1 1
Lu(s) = + — —

(s—=1)8% s—1 (s—1)2 (s—1)3

die Losung



Die Losung u im Beispiel miissten wir nun eigentlich noch verifizieren, indem wir sie in die Diffe-
rentialgleichung einsetzen. Der folgende wichtige Identitéitssatz besagt aber, dass u die Losung sein
muss, und erspart uns deswegen diese Kontrolle.

(b) Als weiteres Beispiel betrachten wir ein Anfangswertproblem
y'+2y' +2y =g, y(0)=0, y'(0)=0
mit der unstetigen Inhomogenitét
1, 0<t<m
g(t) = { 0, t>m.

Zum Beispiel konnte dieses Modell das Abschalten einer externen Spannungsquelle bei einem
Stromkreis beschreiben. Anwenden der Laplacetransformation fithrt auf

s*Ly(s) — sy(0) —y'(0) + 2(sLy(s) — y(0)) + 2Ly(s)

1 _ e—ﬂ'S
pu— L =
9(s) .
mit dem Verschiebungssatz. Also ist
1 _ 677'('5
L =
y(s) s(s?+2s+2)
Definieren wir
1 1 1(s+1)+1

Fls)=——————=— — - /T~
)= 52579 "2 2t T

so ergibt sich Lf(s) = F(s) fiir f(¢t) = 2(1 — e *cost — e 'sint). Mit dem Verschiebungssatz folgt
die Losung

. { £() -
! )~ ft—m) = -

(1—etcost—etsint), fir0<t<m

N[—= N

(1+e™) et (cost +sint), fiirt>m.

Satz 5.14 (,Injektivitit“ der Laplacetransformation)
Seien f,g € € mit Lf(s) = Lyg(s) fir s > a. Dann ist f(t) = g(t) fir fast alle t > 0.

Beweis: Wir skizzieren den Beweis fiir den Fall h = f — g € C[0,00) N €. (Der allgemeine Beweis
erfordert einige zusétzliche Uberlegungen - an welcher Stelle?). Sei also

0= Lh(s) :/ h(t)e " dt :/ h(t)e te= =t gt fiir s > a,
0 0
d.h., wenn wir h(t) = h(t)e " setzen, gilt
0= / h(t)e=tdt fiir alle o > 0.
0
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Wir zeigen nun, dass h = 0 und somit h = 0 ist.

Fiir o0 = n € N3, fiihren wir die Substitutionen ¢ = —Inx und « = cos7 durch und erhalten

oo 1
0 = Lh(n) = / h(t)e ™ dt = / h(—Inz)z" ' dx
0 0

(VB

= / h(—1In(cos 7)) cos™ 7 sinTdr.
0

Wir definieren nun ¢(7) = h(—In(cos 7)) sin 7 und ¢ (7 /2+7) = (7 /2—7) fiir 7 € [0, 7/2). Weiter
setzen wir 1) zu einer geraden 27-periodischen Funktion fort. Dann haben wir

/7r (1) cos’ Tdr =0

fir alle 5 =0,1,2,3,....
Aus der Eulerschen Formel und der Binomischen Formel folgt

(cosnt +isinnt) = e = (cost + isint)" = Z (n) (cos" 7 t) 47 (sin t).

=0 \J

Also gilt, wenn wir nur den Realteil dieser Identitéit betrachten und sin®t = 1 — cos?t ausnutzen,
eine Gleichung von der Form

cosnt = Z djncos’ t
=0
mit Zahlen d;,, € R. Wegen

/7T Y(t)cos’ tdt =0

fiir alle 5 = 0,1,2,3..., kann man durch Induktion nachweisen, dass auch alle Fourier-Koeffizi-

enten 5- [ (t) cos(nt) dt von ¢ verschwinden. Die Parsevalsche Gleichung (s. Satz 3.13) impliziert
¥ = 0 bzw. h=0. a
Auch Systeme von linearen Differentialgleichungen kénnen wir mit der Laplacetransformation 16sen.

Beispiel 5.15

Bestimme die Funktionen « und v mit
u'(t) — V(t) — 2u(t) + 2v(t) = sint,
u’(t) + 20'(t) + u(t) = 0,

und den Anfangsbedingungen u(0) = «/(0) = 0, v(0) = 0.

Wegen der homogenen Randbedingung ist £(u”) = s*Lu, L(u') = s Lu, L(v') = s Lv. Wir setzen
zur Abkiirzung U := Lu und V := Lv. Damit wird aus dem System von Differentialgleichungen
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fiir u, v ein lineares Gleichungssystem fiir U und V:

1
14 52’

s*U(s) + 2sV(s) + U(s) = 0, also

sU(s) — sV(s) — 2U(s) + 2V(s) =

1
14527

U(s) (s +1) + 2sV(s) = 0.

Uis)(s=2) + V(s)(2—3s) =

Multiplikation der ersten Gleichung mit (1 + s?), der zweiten mit (s — 2) und Subtraktion liefert

1 1
V) = ~Gooaret ~  Go9eriE T2
U(s) = 25 Vi(s) = 25 s> 2.

14 82 (s+i)(s—i)(s—2)(s+ 1)’

Wir fithren die Partialbruchzerlegung von V und U durch: Der Ansatz

Q@ I6; v 1
_ _ 2
V) = S5+ e s G-+ ST

liefert:

(i) a+(s—2)<(sf1)2+511) = _(5421)2 Fiir s — 2 folgt o = —1/9.

(ii)) B+ (s+ 1)2L2 +(s+1)y=-— Also folgt fiir s — —1, dass = 1/3.

s — s—2°

s+ 1 6] 1

W) v+ et T T oo

Daher ist ]

1 1
9s—2 " 3G+ T osy1

§>2,
und die Riicktransformation liefert
1 1 1
v(t) = =9 e 4 gte_t + g e "

Analog liefert der Ansatz fiir die komplexe Partialbruchzerlegung

o & Y 0 1
U =
(s) s+i+s—z’+s—2+ (s+1)2+s+1
2s

(s+i)(s—1i)(s—2)(s+1)?
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die Konstanten

o = Jml(s+)Us)] = (-2@)(-@12;)(1—¢)2 =T _To%’
b = Jmlls =0Vl = G —2;)(1+¢) - _11()%’

7= lmls-2UG6)] = £ = o

6 = lim[(s+17U(s)] = 2_‘33) = %

(
a+B+y+n=lim[sU(s)] =0, also
S§—00

n o= —(a+pf)-7y =

Also ist

1+20 _, 1-21 4 1 1
u(t) = — IFO Lemit _ Tze” + Ee% + gte_t + §e_t

= _1 (2cost—|—4sint) + ie% + lteft + le’t
10 45 3 9

1 ; 2 . '+ 4 o N 1 tet 4 |
= ——cost — —sin —e —te —e .
5 5 45 3 9
Fiir U haben wir hier die komplexe Partialbruchzerlegung in Linearfaktoren durchgefiihrt. Alter-

nativ dazu kénnen wir auch die reelle Partialbruchzerlegung vornehmen mit dem Ansatz

as+ [ v o n 2s

Vo) = e T e T G Tl T A DG -2k

L, 0=1 sowiea+y+n= SILI?O[S U(s)] = 0. Fiir s = 0 erhalten wir

B —3+4+d+n="U(0)=0. Schliefllich ist

Wie oben erhalten wir v =

n = lim -(s—l—l)U(s)— 0 }

s——1 | S—|—1
v [ 2s 1
= lim -
so—1 [ (24 1)(s—2)(s+1) 3(s+1)
[ =2 +2s2+55+2 —5%+ 35+ 2 1
= lim = lim = -
s=—1|3(s2+1)(s —2)(s+ 1) s=—13(s2+ 1)(s — 2) 9
Asoa=—y—n=—gt—t=—g4=—12undf=1-0-—n=2—1—¢=—2 Daher ist

1 s+2 4 1

1 1
Uls) = —=—"= 4 =~ L - __ - 4+ -_—
(s) 5(2+1) | Bs—2 3G+ T 9s+l

) §>2.



Aus den am Ende des Kapitels aufgelisteten Formeln entnehmen wir

2
;L—i-l = L(cost + 2sint)(s).
Damit folgt schliellich
1 4 1 1
u(t) = ~E (cost + 2sint) + 4—562t + gte_t + §e_t,
und dies stimmt mit der komplexen Herleitung iiberein. a

5.4 Faltungsprodukt und Faltungssatz

Eine generelle Moglichkeit, Losungen zu inhomogenen linearen Differentialgleichungen zu bestim-
men, ergibt sich durch das Faltungsprodukt.

Definition 5.16 (Faltung)

Zu f,g :[0,00) — C ist das Faltungsprodukt oder die Faltung f x g : [0,00) — C definiert
durch

(f o)t /ft—T 120,

wenn das Integral fiir alle t € Rs existiert.

Die folgenden Gesetze folgen unmittelbar aus der Definition:

(a) Kommutativitét: Mit der Substitution s = ¢t — 7 erhalten wir
(f = g)(t /f g(t=s)ds = (g* f)(t).

(b) Assoziativitat: Mit der Substitution 7 = ¢ — s — o und Vertauschen der Integrationsreihen-
folge erhalten wir

(f * (g% h))( //f h(t — s — o) dods
—j/of(s)g(t—s—T)h(T)des

:/ /f(s)g(t—T—s)ds h(r)dr = ((f*g)*h)(t).

(c) Distributivgesetze: Es gilt f* (¢+h) = f*xg+ f+xhund (f+g)xh=fxh+gx*h.

(d) Homogenitéitsgesetze: Mit A € C gilt f* (Ag) = M(f xg) = (A\f) %
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Beispiel 5.17

Sei fu(t) =%, t >0, n € No. Wir zeigen f,, % fr, = frsms1 filr alle n,m € Ny durch vollsténdige
Induktion nach m.

Induktionsanfang: Sei m = 0, n € Ny beliebig. Dann ist
t

(s falt) = [ s =

0

tn+1

(n+1)!

= fn-l—l(t)'

Induktionsschritt: Sei die Behauptung richtig fiir ein m € Ny und alle n € Ny. Dann folgt mit den
Eigenschaften (a), (b) und dieser Induktionsvoraussetzung

(fn * fm-i—l)(t) = (fn * (fO * fm)) = ((fn * fO) * fm) = fn+1 * fm = fn+2+m .
O

Der folgende Satz besagt, dass die Faltung zweier Funktionen f und g so glatt ist wie die glattere
der beiden Funktionen:

Satz 5.18

(a) Ist f : [0,00) — C auf jedem beschrinkten Intervall I C [0,00) integrierbar und g :
[0,00) — C stetig, dann ist auch f* g : [0,00) — C stetig.

(b) Ist f :[0,00) = C stetig und g : [0,00) — C stetig differenzierbar, so ist auch f x g stetig
differenzierbar und es gilt

(f*9) @) = (f*g)t) + g(0) f(1).

Beweis: (a) Seit € [0,c], h € Rmit t+h € [0, c]. Da g auf [0, ¢] stetig ist, gibt es (in Abhéngigkeit
von ¢ > 0) eine Konstante k& mit |g(¢)| < k fiir alle ¢ € [0, ¢]. Es ist

(Feg)t+h) — (fxg)t /f gt +h—7)— gt — )] dr

+ /f(T)g(t+h—T)dT.

Da f integrierbar ist, ist durch 2k|f(7)| eine integrierbare Majorante fiir das erste Integral gegeben.
Also konvergiert das erste Integral nach dem Lebesgueschen Konvergenzsatz gegen 0 fiir h — 0.
Das zweite Integral konvergiert auch gegen Null fiir h — 0, da es sich durch & [, v |f(t)|dt — 0
abschétzen lasst.

(b) Der Differenzenquotient ist

([ s n-nsear— [ gt - ar)

= 5[ etwh-ns@are g [t h-n - gt - ) i
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Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung gibt es zu h ein z € (t,t + h), sodass fiir das erste
Integral

% /tt+ glt+h—1)f(r)dr = gt + h— 2)f(2) = g(0)f(t)

gilt. Beim zweiten Integral diirfen wir nach dem Lebesgueschen Konvergenzsatz den Grenzwert
h — 0 mit dem Integral vertauschen. Also erhalten wir insgesamt, dass die Ableitung existiert und
es ist

(Fray) =5 [ at=nfmrar = g0 50+ [ Je=n1erdr = O 10+ (7))
([

Die fiir uns wichtigste Aussage in Bezug auf Faltungen ist der Faltungssatz, der uns die Moglichkeit
gibt, die Riicktransformation von einem Produkt von Funktionen in Form eines Faltungsproduktes
anzugeben.

Satz 5.19 (Faltungssatz)
Seien f,g € & und Lf : (a,00) = C, Lg : (,00) = C. Dann ist auch f* g € £ und es gilt:

L(fxg)(s) = (Lf)(s)-(Lg)(s) fir s>7:=max{a,f}.

Beweisidee: Zunéichst iiberlegen wir uns, dass f % g von exponentiellem Typ ist, da

(F*g)(t)] < /|f(t—7)||g(7)ld7

t t
< c/eo‘(tﬂ PTdr < c/e“’(tT)ﬂT dr < cte.

0 0

Fiir den weiteren Beweis miissen wir Integrationsreihenfolgen vertauschen. Dies deuten wir hier
nur an, da wir uns erst im néchsten Semester mit solchen Integralen beschéftigen werden. Es gilt

cea6) = [ [ fu-raerir et
= /0 ) / T f(t— 1) g(r)e ) dt dr
_ /Om/owf(u)esudug(ﬂe”dr (mit = £ — 1)

— Lf(s) / g(r)eTdr = Lf(s)- Lgls) .

und somit wiare der Satz bewiesen. O
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Beispiel 5.20

(a) Betrachte Anfangswertprobleme von der Form

y'(t) +4y(t) = g(t), y(0)=3, y'(0) = -1

mit einer stetigen rechten Seite g von exponentiellem Typ. Transformieren wir diese Gleichung, so
ergibt sich
s2Ly(s) —3s+ 1+ 4Ly(s) = Lyg(s).

Also ist
S 1 1

— L
5244 32+4+32+4 9(s),
und mit dem Faltungssatz folgt die Losung

Ly(s) =3

1 1 [t
y(t) = 3cos 2t — 5 sin 2t + 3 / sin2(t — 1) g(7) d.
0

Beachte die Struktur: das Faltungsintegral ist eine partikulére Losung der inhomogenen Gleichung,
und mit {cos 2¢,sin 2t} ist ein Fundamentalsystem zur homogenen Differentialgleichung gegeben.

Als Fagzit ldsst sich also festhalten, dass sich in Form eines Faltungsintegrals die Losung zu jeder
beliebigen Inhomogenitét bei linearen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten angeben
léasst.

(b) Mit Hilfe des Faltungssatzes und der Idee, eine Gleichung zu transformieren, lassen sich auch
allgemeinere sogenannte Integrodifferentialgleichungen in manchen Féllen 16sen. Gesucht ist etwa
eine Losung u der Gleichung

t
u'(t) — / (t —s)u(s)ds=1.
0
Anwendung der Laplacetransformation fithrt mit dem Faltungssatz auf die Gleichung
sLu(s) —u(0) — Lg(s) Lu(s) = (L(1))(s)

mit g(t) = t. Fiir u(0) = 0 erhalten wir aus der Tabelle der Laplacetransformationen und mit Hilfe
anschlieender Partialbruchzerlegung

Cu(s) 5 11 1 s+3 L 1
uls) = = — — = —— .
s—1 3s—1 3(s+1)2+3 2(s+1)2+3

Die Riicktransformation liefert die gesuchte Losung
V3

—e
2 3 2

5.5 Die Delta-Distribution

Héaufig treten in der Praxis anregende Kréfte in Form von Impulsen auf. Wir nehmen an, eine
Schwingung, die durch die Differentialgleichung

u’(t) +u(t) = g(t), t>0,
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beschrieben wird, werde durch einen solchen Impuls angeregt, d.h. die Inhomogenitét g ist nur in
einem extrem kleinen Zeitintervall von Null verschieden. Um die Situation zu modellieren, betrachte
zunéchst
2_157 te€(ty—e,to+e)
9:(t) =
0, sonst

Die Funktionen g¢. sind so definiert, dass

00 to+e 1
(1) dt = —dt=1
/wg() /toe 5

gilt, also der zur Verfiigung stehende , Impuls“ unabhéngig von ¢ konstant ist. Was passiert fiir
e — 07 Es gilt

o0

llg(l] g=(t) =0 firt+#t,  und llg(l] - ge(t)dt =1.

Also kann die abstrakte Vorstellung von einem Impuls zum Zeitpunkt ¢ = ¢y nicht durch eine
Funktion beschrieben werden. Allgemeiner erhalten wir fiir stetige Funktionen f : R — R mit dem
Mittelwertsatz

) to+e
/%@ﬂwﬂ L e = 1)

) B 28 to—e
fiir eine Zwischenstelle z € (ty — €,ty + ¢). Also ist im Grenzfall

lim [ ge(t) f(t) dt = f(to) -

e—0 o

Diese Beobachtungen fithren auf die folgende Definition:

Definition 5.21 (Delta-Distribution)

(a) Eine lineare Abbildung D : C§°(R) — C heifit Distribution (oder verallgemeinerte Funk-
tion), wobei

CP(R) ={p e C®(R) : es gibt b >0 mit p(x) =0 fir |x| > b}.
(b) Die Delta-Distribution D ist die Distribution, die durch
Dsp = ¢(0),  fiir alle ¢ € C5°(R)

definiert ist.

Beispiel: Fiir f € L!'(R) ist durch
Dyo= [ fla) oo
R
eine Distribution definiert. Setzen wir etwa f = g. mit ¢, = 0 (s.0.), so folgt
ity Dy o = limy [ g.(2)(w) d = (0) = Do
e—0 e—=0 Jp
Also konvergiert D, im Sinne der Distributionen gegen die Delta-Distribution.
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Dieses Beispiel erldutert die in den Anwendungen {iibliche Notation:

Dy — / 5(x)p(x) do,

wobei das Symbol §(z) stets in diesem Sinne einer verallgemeinerten Funktion zu verstehen ist.

Lemma 5.22 Seien f,g € C(R) stetige Funktionen und fir die zugeordneten Distributionen
gelte Dy = Dy, d.h.

Dy = / f(2) o) d = / 9(x) o) dz = Dy

fir jede Funktion ¢ € Cg°(R), dann ist f = g.

Beweis: Wir zeigen einen Widerspruch und nehmen dazu an, dass f(x) # g(x) fiur ein z, ohne
Beschriankung f(z) > g(x). Wegen der Stetigkeit von f und h folgt f > ¢ auf einem ganzen
Intervall I = (a,b) C R. Nun konstruieren wir eine , Testfunktion“, indem wir zunéchst

e, firt>0
t) = ’
40 {O, firt <0

festlegen und dann
(0, firt<a

z/;(afg;a ) fiir a < t < ot
p(t) =
iﬁ(tbﬁb) fiir 2 <t <b

0, fiir ¢ > b

\

definieren. Es gilt ¢ € C§°(R) (s. HM I, Beispiel 5.36) und wir erhalten

b
0= (F — Fy)(g) = / (f(2) - g(x)) ola) d.

Mit den Eigenschaften integrierbarer Funktionen (s. Satz 6.8(e) in HM I) folgt (f — g) ¢ = 0 f.ii.
auf I, also f = g auf I, ein Widerspruch. O

Aufgrund des Lemmas ist eine eindeutige Zuordnung f <+ Fy gegeben. Also konnen wir die stetigen
Funktionen C'(R) als Teilmenge der Menge aller Distributionen auffassen. Das Lemma lésst sich
auch etwa fiir integrierbare Funktionen verallgemeinern, ist aber aufwendiger, so dass wir auch
L'(R) als Teilmenge der Distributionen auffassen koénnen.

Fiir unser Vorhaben ist noch die Laplacetransformation der Delta-Distribution wichtig. Wir ver-
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wenden die im Beispiel angegebene Approximation:

£(6(.~t0))(s) = lim £(ge(t —t0)) (s)

o
= lim [ ge(t —to)e™"" dt
e—0 0
1 to+e
= lim—/ e stdt
e—0 2¢ to—e

inh
_ iy SR(ES)
e—0 £S

05 — gtos fiir tg > 0

(Regel von de I’'Hospital).

Definition 5.23 Fiir die Delta-Distribution 6 ist

L(5(.—tg))(s) =e ™.

Somit ldsst sich nun die abstrakte Vorstellung von einem Impuls im einfithrenden Beispiel durch
die Differentialgleichung
u'(t) +u(t) =6(t —ty), t>0,

im Sinne von Distributionen beschreiben. Nehmen wir noch die Anfangswerte «(0) = «/(0) = 0 an,
so erhalten wir die transformierte Gleichung

Lu"(s) 4 Lu(s) = (s> + 1) Lu(s) = e~%°

bzw.

Lu(s) = e tos
Der Verschiebungssatz liefert

. 0, t <ty
u(t) = { sin(t —to), t>to.

Also lasst sich mit Hilfe der Delta-Distribution eine allgemeinere Klasse von Differentialgleichungen
bequem behandeln. Beachte, dass die Losung der Differentialgleichung nicht stetig differenzierbar
in t = ty ist, d.h. wir sind hier insbesondere einem erweiterten Begriff von einer ,Losung” einer
Differentialgleichung begegnet.
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Zum Abschluss listen wir die wichtigsten Laplacetransformationen auf.

Originalfunktion f(¢) | Bildfunktion £f(s) = F(s) | Anmerkung
n!
t" I n=20,1,2,...
Sn
eM ! AeC
sS— A
cos wt 5 i 5 weR
st w
sin wt 5 d 5 weR
s+ w
cosh ut = j e weR
sinh pt = a 2 peR
S—
pt t eR
e cosw G to? w, [
t o w
et sin wt G ) to? w,peR
2 —w?
t t eR
COS W 521 w?)? w
2ws
tsin wt ceR
sin w 1w w
5% + uQ
t cosh ut =27 weR
. 2us
tsinh ut (52— 1) pweR
freM o n=01,2 reC
(S _ >\)TZ+1 ) b PR
sint
T arccot s
1
Jo(at — a € (0,00
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