Hohere Mathematik III
Fachrichtungen: biw/ciw/geod/mach/mit/mwt/vt

vom 10. August 2020
Aufgabe 1
Bestimmen Sie die Losung der Differentialgleichung
2Py(x) — 2y(x)° + (2zy(z)* — 22")y/(x) =0, 2z >0,
welche die Anfangsbedingung y(1) = 1 erfiillt. Geben Sie die Losung in impliziter Form an.

Hinweis: Es existiert ein Eulerscher Multiplikator der Form A(xz,y) = {(xy).
Aufgabe 2

Betrachten Sie die Menge
G={reR*: 2(x—1)—y=0}

und den Punkt P = 1 (1) € R%

(a) Zeigen Sie, dass die Menge G nicht kompakt ist.

(b) Begriinden Sie, warum es in der Menge G Punkte gibt, deren Abstand zum Punkt P
minimal ist.

(c) Bestimmen Sie den minimalen Abstand von Punkten aus G zum Punkt P mit der

Lagrangeschen Multiplikatorenregel.

Aufgabe 3

Betrachten Sie die Flidche

S={reR: |zla=1, 23 <

1
vk
die so orientiert ist, dass der Normalenvektor stets vom Ursprung wegzeigt.
(a) Bestimmen Sie eine Parametrisierung von 95S.
(b) Bestimmen Sie fiir das Vektorfeld
— Ty X3

V2, 2

sin(a1) — cos(xa)

//s rot F(z) - do.

Hinweis: Nutzen Sie den Satz von Stokes.

F(x) =

das Integral
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Aufgabe 4
Gegeben sei die partielle Differentialgleichung

0*u

ou
w(l’»y) —4—(2,y) =0

dy

fiir (z,y) € [0,1] x [0,oc) mit den Randbedingungen

ou o
u(w,0) = cos(2ma), 40,5 =0, S

(1,y) =0.

Bestimmen Sie mithilfe des Separationsansatzes eine beschriankte Losung u: [0, 1] x[0,00) — R
fiir dieses Problem.

Aufgabe 5

Ein Burger-Restaurant bietet drei Speisen an: Hamburger (H), veganer Burger (V') und Pom-
mes (P). 60% aller Kunden bestellen einen Hamburger, 20% einen veganen Burger und 70%
bestellen Pommes. Manche Kunden bestellen auch Hambuger und Pommes oder einen vega-
nen Burger und Pommes, aber niemand bestellt einen Hamburger und einen veganen Burger
zusammen. 20% aller Kunden bestellen nur Pommes. Von den Kunden, die einen Hamburger
bestellen, bestellen 60% Pommes dazu.

(a) Wie viel Prozent aller Kunden bestellen einen Hamburger oder veganen Burger? Und
wie viel Prozent dieser Kunden bestellen dazu Pommes?

(b) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass jemand einen veganen Burger bestellt, wenn
er Pommes bestellt?

(¢) Angenommen ein Hamburger kostet 10, ein veganer Burger 9 und Pommes 3. Sei X die
Zufallsvariable, die einem Kunden seinen zu bezahlenden Preis zuordnen. Was ist der
Erwartungswert von X7



Losung zu 1: Wir setzen
P(z,y) = ((zy)(@y — 20°), Q(x,y) = l(zy)(2xy* — 22*)

und iiberpriifen die Integrabilitdtsbedingung. Es ist

OP(: . 5
%ﬁy) = Uay)(a® = 10y") + 2l (zy) ="y — 2¢°)
und y
% = ((zy)(2y* — 82%) + yl'(xy) (22y* — 22).
Die Integrabilitétsbedingung %ﬁy) = % lautet dann
U(xy)(2® — 10y* — 2y* + 82°) + ¢/ (zy) (z'y — 209° — 229° + 22%y) =0,
bzw.

3U(xy) (32° — dy*) + wyl (zy)(32° — 4y*) = 0

Wir teilen die Gleichung durch (32® —4y*) und substituiren ¢ = 2y. Dann erfiillt ¢ die separable
Differentialgleichung
(t) 3
30(t)+td'(t) =0 =—-.
)+ 100 =0 Gl =3

Integration auf beiden Seiten liefert In(¢(t)) = —31In(t) = In(t~%), d.h. /() = %, bzw.

. 1
Mz, y) = l(zy) = FU’

Damit erhalten wir

1 T
P(a,y) = — — 2 =
(z,y) v e
Fiir das Potential f machen wir den Ansatz f(z,y) = [ P(z,y)dz + ¢(y) und erhalten

2
Y Y
el Q($7y>:2ﬁ*2

1 y? r oy
fw,y) = / g gty = 5t 5t )

Aus der Bedingung of ((f”y) = Q(z,y) erhalten wir
y r Yo,
2972E772E+29+c(y)

also c(y) = 0, bzw. ¢(y) = ¢ mit ¢ € R. Damit ist die Losung der Differentialgleichung implizit

durch f(z,y(z)) = ¢ gegeben, d.h.

Losung zu 2:
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(a) G ist abgeschlossen, da h(z,y) = z(x — 1) — y stetig ist. Also miissen wir zeigen, dass

=

G nicht beschrénkt ist. Wir setzen zum Beispiel z,, = n fiir n € N. Dann folgt aus der
Gleichung z(x — 1) — y = 0, dass mit y,, = n(n — 1) die Punkte (z,,y,) in der Menge G
liegen, es gilt jedoch ||(w,, yn) " ll2 = /22 + 42 = |24] = n — oo fiir n — oc. Also ist G
nicht beschrankt und damit nicht kompakt.

Der Punkt (0,0)7 liegt in der Menge G und hat den Abstand % 2 zu dem Punkt P.
Das bedeutet, dass wir die Suche nach Punkten mit minimalem Abstand auf die Menge

G=Gn{zeR?: ||z — Pl < 2020}

beschriinken kénnen. G ist kompakt, da sie Schnittmenge einer abgeschlossenen und
einer kompakten Menge ist. Da die Funktion

x|z — Pl

stetig ist und G kompakt, werden auf G Minima und Maxima angenommen, also exi-
stieren Punkte in G, deren Abstand zu P minimal ist.

(¢) Wir stellen die Lagrange-Funktion auf, um den quadrierten Abstand zu P unter der

Nebenbedingung h(z,y) = z(z — 1) — y = 0 zu minimieren:
L(s, ) = (3= 1/27 + (g — 1/2) + Aa(z — 1) — y).
Kritische Punkte erfiillen VL = 0 und VA # 0. Es ist

2z —1

Vh(z,y) = < 1 ) #0 fir alle (z,y)" € R?

und
2(x —1/2) + M2z — 1) (242N (z—1/2) (0
VL(x,y,\) = 2y —1/2) = A =1 2y—-1/2)—X | =10
z(r—1)—y z(x—1)—y 0
Aus der ersten Gleichung lesen wir ab, dass entweder A = —1 oder z = % Ist A= —1so

folgt aus der zweiten Gleichung
1
2(y71/2)+1:0@3171/2:75@1/:0
und dann mit der dritten Gleichung

zx—1)=0 < a=0 oder z=1.

Wir erhalten die kritischen Punkte 3 = (0,0)" und a5 = (1,0)". Ist hingegen z = 1, so
erhalten wir aus der dritten Gleichung direkt

-1 1

2 4
1/2,—1/4)". Die kritischen Punkte haben

y==x(x—1)=

N | =

und damit den dritten kritischen Punkt x3 =
die Abstéinde

d(zs, P) = /(1/2 = 1/2)2 + (—1/4 — 1/2)

—

. V3 _ _ L
= 2, d(1717p>7d(.1727p)7\/§

Also minimieren sowohl z; als auch z; den Abstand von P zu GG. Der minimale Abstand
betrigt %



Losung zu 3:

(a) ||z|l2 = 1 beschreibt eine Kugeloberfliche. In Kugelkoordinaten wird die Kugeloberfliche
durch
cos(¢p) sin(0)
sin(ip) sin(0)
cos(0)

@ €[0,27], 0 € [0,7]

beschrieben. Der Rand von S ist durch z3 = cos() = % gegeben. Also ist 0 = 7. Wir
erhalten die Parametrisierung

| [eosts)
v [07 277]# 7(90) = 72 Sin(@)
1
(b) Wir berechnen
N )
7 (p) = 7 COSO(@
und
—sin(p)/2
Fly(p)) = cos(y)/2

sin(cos(9)/v/2) — cos(sin(p)/v/2)

Mit dem Satz von Stokes und unter Beachtung der Orientierung folgt

//Srot F(x)-do= 7/ F(x)-dt = —'/0‘ZW F(y(9) - (¢)de

a8
= 7<%)3/s1112(<p) + cos?(p)dp = 7(%>3/0 dy = 7\}571

Losung zu 4: Wir machen den Ansatz

u(z,y) = v(x)w(y)
Einsetzen in die Differentialgleichung liefert
V' (2)w(y) — dw(z)w'(y) =0

Dividieren durch u(z,y) = v(z)w(y) (u # 0 wegen der ersten Randbedingung) liefert

(s
v(x) 1 w(y)

Da die linke Seite nur von z und die rechte nur von y abhéngt, sind beide Seiten konstant
einer Zahl A € R. Wir lésen zuerst

was dquivalent zu

3_20H_HM 1l

ist. Die allgemeine Losung ist
w(y) = Aei?
mit Konstanten A, € R. Da die gesuchte Losung beschriankt sein soll, muss A < 0 sein. Es gilt
auch Ay # 0, denn w ist wgen der ersten Randbedingung nicht trivial. Als néchstes l6sen wir
v//('r)

o)

also

v"(x) = Mz)v(x)
mit A <. Fiir A = 0 erhalten wir ein lineares Polynom v(z) = ax + b als Losung. Da die
Losung beschrankt sein soll muss a = 0 sein, d. h. v ist eine Konstante. Dieser konstante Fall
ist auch in der folgende Losung enthalten, weshalb wir ihn nicht separat betrachten miissen.
Die allgemeine Losung ist

v(x) = Bysin(y/|Nz) 4+ Cy cos(v/]Nz)

mit Konstanten By, C)y € R. Im Fall A = 0 erhalten wir aus der ersten und zweiten Randbe-
dingung keine neuen Informationen. Im Fall A # 0 kénnen wir wie folgt schliefen: Die zweite
Randbedingung ergibt

0= 220,9) = (0)uly) = (Bav/Wcos(y/IN0) —~ o/ sin(y/130) ) Are’

v

also By = 0, denn A, # 0. Die dritte Randbedingung ergibt

ou . A

0= 52 (Ly) =o' (Du(y) = (Bav/A cos(v/IA) = Coy/Isin(v/IND) ) Axe”
also wegen By = 0, A\ # 0 die Gleichung sin(\/|\]) = 0, d.h. \/|\| = kr fir k € Z bzw.
A = —k?m%. Die Losung fiir v(z) ist also
v(z) = Cy cos(kmz)

diese enthélt auch den Fall fiir A = 0, sodass wir diesen nicht separat betrachten miissen. Die
allgemeine Losung fiir u(x,y) erhalten wir durch aufsummieren iiber A bzw. iiber k:

22
u(z,y) = Z Dye™ 5V cos(kr)
keZ

wit Koeffizienten Dy = A,C)\ € R. Koeffizientenvergleich mit der ersten Randbedingung

u(x,0) = cos(2mz)

1 k=2
Dk_{

liefert

0 sonst

Eine Losung fiir das Problem ist damit

u(z,y) = e ™ cos(2nx).

Losung zu 5: Folgende Wahrscheinlichkeiten sind bekannt:

P(H)=0,6; P(V)=0,2; P(P)=0,7; P(HNV)=0;
P(PN(HUV)?) =0,2; P(P|H)=0,6



P(HUV)=P(H)+PV)—PHNV)=0,6+0,2+0=0,8

P(P)=P(P|HUV)-P(HUV)+P(P | (HUV))-P(HUV))
—P(P|HUV)-0,840,2
P(P|HUV)=(0,7-0,2)/0,8 =5/8=0,625

P(P|HUV)-P(HUV)=P(PN(HUV))=P(PNH)+P(PNV)
P(P | H)P(H)+ P(V | P)P(P) =0,6-0,6+ P(V | P)-0,7
( | P)=(0,5—0,6-0,6)/0,7=0,2

(¢) Wir haben folgende disjunkte Mengen:
PN(HUV), PNH, PNV, HN P, VNP°
mit

X(PN(HUV)) =3, X(PNH)=13, X(PNnV)=12
X(HNP)=10, X(VNP)=9
und Wahrscheinlichkeiten:

P(PN(HUV)%) =0,2=10/50
P(PNH)=P(P|H)P(H)=0,6-0,6=0,36=18/50
P(PNV)=P(V |P)P(P)=0,2-0,7=0,14 =7/50
P(HNP*)=P(H)—PHNP)=0,6—0,36=0,24=12/50
PVNP)=PV)—PVNP)=0,2-0,14 =0,06 = 3/50

E(X)=3-0,2+13-0,36+12-0,14+10-0,24 4+ 9- 0,06
=0,6+4,68+1,68+2,4+0,54
=3+46,36+0,54=9,9

Alternative: Es ist

E(X)=P(H) - 10+P(V)- 9+ P(P)-3=10-0,6+9-0,2+3-0,7=9,9.
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