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Aufgabe 1

Bestimmen Sie die Losung des Anfangswertproblems

- 20° z a? y'(@) _ . mi =
x y(x)2+<1+y(x)2) (@) =0, z>0, ¢ y(l) =142,

in expliziter Form.

Hinweis: Es gibt einen Euler’schen Multiplikator der Form A = A (a_:)
Y

Aufgabe 2
Gegeben ist die Menge

M:{x:(:zrl,a?Q)T€R2:21:1721:§+51:277:0}.

Begriinden Sie, dass es einen Punkt p € M mit geringstem Abstand vom Ursprung gibt, und

bestimmen Sie dessen Koordinaten.

Aufgabe 3
Eine Vase besteht aus dem kreisférmigen Boden

B:{xf+x§<4,x320}

und der Mantelfliiche M, die den Boden mit der Offnung verbindet, die durch die Kurve

E={227+a2;=2, 23 =2}

beschrieben ist. Berechnen Sie das Integral

3wy
//rot 723 | -do.
T2
M ¢

Hierbei soll M so orientiert sein, dass der Normalenvektor von der x3-Achse wegzeigt.
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Aufgabe 4

Verwenden Sie das Charakteristiken-Verfahren, um das Anfangswertproblem
0 0 1
e e Gy~ Julny) =0, w>1,y>0,
mit u(l,y) =%, y > 0, zu 16sen.

Aufgabe 5

Bei der Eisdiele Laplace Glace gibt es den Spezialbecher. Er besteht aus drei Kugeln Eis,
wobei zufillig mit gleicher Wahrscheinlichkeit fiir jede Kugel eine der Sorten Vanille, Erdbeer
oder Schokolade ausgewihlt wird. Es gibt allerdings die Einschrinkung, dass hochstens einmal
Schokolade vorkommen darf.

(a) Stellen Sie einen geeigneten Ergebnisraum fiir die Zusammenstellung des Spezialbechers
auf und bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten aller Elementarereignisse.

(b) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der Becher mindestens eine Kugel
Vanille enthélt unter der Bedinung, dass mindestens eine Kugel Erdbeer enthalten ist.

(c) Geben Sie die Verteilungsfunktion und den Erwartungswert der Zufallsvariable X an,
deren Wert die Gesamtzahl von Erdbeer- und Schokoladen-Kugeln ist.



Losung zu 1: Mit dem Euler’schen Multiplikator in der angegebenen Form definieren wir

() 5. ann-2()(505)

Die Integrabilitéitsbedinung 9, P(z,y) = 9,Q(x, y) liefert

2 2 2 3 2
HQRE) @GR () )
Y,y Y Yy, v Yy y\y ¥y Y Y Y

Wir sortieren die Terme nach A und \:

X(E)<£+£+£,E),A(£)(4_fz,2_f,3_fz>
y)\y* vyt oy y)\v* oy )
D)

y) \y* ¢ y)\y* y )’

2
2
Man kann nun £—3 — 2% Kiirzen. Nach der Substitution ¢ = x/y erhélt man die gewdhnliche

bzw.

Yy
Differentialgleichung
=N(t)t=X¢).

Separation und anschlicBende Integration licfert

log A(t) = —log(t) = log (%) , also  A(t) = %

Damit ist 9 5
X x
P(r7y)=yf?, Q(r7y)=r+?

Wir integrieren P beziiglich x und erhalten

me:/Pwmm:w—§+m»

Somit ist
22 22
T+ 7z =Q(z,y) =0,F(z,y) =x+ P +d(y), also d(y)=0.

Wir withlen ¢(y) = 0. Die Losungen der Differentialgleichung sind also implizit durch die
Gleichungen

Fla,y@) =zy@) - —=C
fiir C' € R gegeben. Mit der Anfangsbedingung folgt

1 14+2V2+2-1- 2
C=1+\/§_1 14224 V2

= =2.
+v2 1+V2
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Die Losung des Anfangswertproblems erfiillt also

0= s =290~ = (s 1) ~ 55

z 22

Bei der Auflésung nach y(z) muss man noch beachten, dass die Anfangsbedingung nur fiir das
+-Vorzeichen vor der Wurzel erfiillt ist. Damit erhdlt man

1_27 xz>0.

Losung zu 2: Die Menge M ist abgeschlossen, da die sie durch eine Bedingung g(z) = 0
definiert ist, bei der g stetig ist. Alledings ist M nicht beschrankt.

Der Punks (£,0)7 liegt in M und hat den Abstand 7/2 vom Ursprung. Betrachte also
M=Mn{zeR: |zl <7/2}

Diese Menge ist als Schnitt abgeschlossener Mengen ebenfalls abgeschlossen, beschriinkt und
nicht leer. Die Funktion f(z) = 27 + 23 ist stetig. Somit besitzt f auf M eine Minimalstelle p.
Fiir alle v € M und alle y € M \ M gilt damit

fp) < f@) < 5 < F(0).
Also ist p sogar Minimalstelle von f auf M.
Zur Berechnung von p verwenden wir die Lagrangefunktion
L(wy, 22, )) = f(2) + Ag(2) = 2] + 25 + X (201 — 225 + 52y — 7) .
Der Gradient von g ist

Vy(z) = (—435 n 5) £0 fiir alle z € R?.

Séamtliche kritische Punkte erfiillen also

L A
OLGrrad) ) 4oy Lo,
8.’1’1
8L(Il7$2. )\) !
— = =21y — A(da2 — 5 =0
D T2 (422 — 5) )
OL(z1,22,\) !
:)7)\=211—23ﬂ§+5$2—7 =0.
Die erste Gleichung liefert A = —z;. Damit erhalten wir aus der zweiten Gleichung
= 2&72
e 5— 41’2 '

Dies in dritte eingesetzt ergibt

0 =42y — (5 — 4w) (205 — 52y + 7) = 8275 — 3023 4 57xs — 35.



Eine Losung dieser Gleichung ist 29 = 1. Wir erhalten z; = 2.

Durch Ausklammern des Linearfaktors x5 — 1 erhalten wir

2
0 = (29— 1) (822 — 2225 + 35) = 2 (22 — 1) ((2@_%) —li—1+35).

Da 121 < 4 - 35 = 140 ist, gibt es keine weiteren reelle Losungen.

Der einzige kritische Punkt und damit der Punkt p ist also (2,1)T.

Lésung zu 3: Wir konnen den Satz von Stokes auf die Vereinigung M U B anwenden. Fiir
ein stetig differenzierbares Vektorfeld gilt

//rotF(m) do = /F(a:)~d€,

MuB

//rotF(m)do=/F(m) -df—//rotF(a:)do,

Zunéchst berechnen wir das Integral iiber B. Es ist

Also ist

23xs T e¥1o2
rot | mad | = | 23 — zge™12
; 2
er1r2 5 — 20973

Dazu parametrisieren wir B mit Hilfe von Zylinderkoordinaten als

cos @
B=<SX(r,p)=r|sing | :7€(0,2), p € (—m, 7]
0
Der zugehorige Normalenvektor
cos @ —r sinp 0
0, X (r,p) X 0,X(r,p) = | sing | x | rcosp | =[0
0 0 r

zeigt in Richtung der positiven x3-Achse. Damit die Orientierung von B zur geforderten Ori-
entierung von M passt, miissen wir das umgekehrte Vorzeichen wihlen, also

- 233 . 2 1 cos e’ cosesing 0
// rot [ 2123 | -do = —/ / r2sinp — rsingpe” sesine | 0 | drde
’5 etz J -7 JO rz Sil’lg ) r
T 2 T
=—/ / 73sin2g0drd<p=—4/ sin® p dg
—xJo -7
¢ 1 ™
=— {g -3 sin ¢ cosap} B = —4r.
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Eine Parametrisierung der Kurve E konnen wir ebenfalls mit Zylinderkoordinaten finden:

cos

E={yp)= | VIsinp
2

tp € (—m ]

Schaut man von oben auf die Kurve (also entgegengesetzt zur z3-Richtung) so wird E hierbei
entgegen dem Uhrzeigersinn durchlaufen. Damit die Orientierung zur Orientierung von M
passt, muss wieder das Vorzeichen gendert werden:

2323 - 4 sin® —sing
/ ryal .d@:_/ 2 sin® ¢ cos @ V2cosp | dp
er1r2 —T eﬁsin«pcos«p 0

E
T
™

= / (4 sin® p — 2v/2 sin? @ cos? 99) de.

Da sin® eine ungerade Funktion ist, verschwindet das erste Integral. Wir erhalten durch par-
tielle Integration
rTT

T . 1 B 1
/ sin? ¢ cos? pdp = {— sin® o cos 30] + = /
_ 3 . 3J-

s

T

1 . .
sin* o dp = 3 / sin® ¢ (1 — cos? ) de.

T J—m

Also ist

T 1 T .
/ sin? o cos® pdp = — / sin? pdyp = T
Jox 4.) . 4
Es folgt

/ zi23 | -dl=—

L1
et1r2

sl

E

2323 . 1
rot | z;22 do=——+47r=7r(4——> .
/J / e V2 V2

Losung zu 4: Das charkateristische Differentialgleichungssystem lautet

Insgesamt folgt

ki (S = ]-7
k5(s) = ki(s) ka(s)*
w(s)
w'(s) = .
( ) l‘/l (S)
Wir erhalten aus der ersten Gleichung ki (s) = s + ¢;. Damit lautet die zweite Gleichung
k3(s) 1

=s+c, also  ka(s) = —

ka(s)? %+C1S-‘rc‘z7

und die dritte Gleichung

Zl((j)) T —i e’ also w(s) =c3(s+ar).




Die Parametrisierung der Anfangskurve ist v(t) = (1,t,¢*)7, ¢ > 0. Fiir s = 0 sollen die
Charakteristiken die Anfangskurve schneiden. Dies fithrt auf die Bedingungen
!
1=m()=k(0)=c,
1
t=m(t) = ka(0) = ==,
Co

t2 = "Yg(t) ; 'LU(O) =C3Cq .

Es folgt ¢; =1, co = —1/t, c3 = t*. Wir erhalten die Parametrisierung der Losungsfliiche
X(s,t)=s+1,
1 1
Y(s,t) =— =— ,
T Il

Uls,t) =t* (s +1).
Aus den ersten beiden Gleichungen folgt

1 2y
s=x—1, t= = .
SHpt—g 2-y+aly

Eingesetzt in die dritte Gleichung ergibt sich

dzy?
W) = Ty g

Losung zu 5: (a) Wir kiirzen die Geschmacksrichtungen mit E, S und V ab. Die Eiskugeln
werden ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge, in der sie gezogen werden, betrachtet, und S
darf hchstens einmal vorkommen. Dies ergibt den Ergebnisraum

Q — {EEE, EEV, EVV, VVV, EES, ESV, SVV}.

Zur Bestimmung der Wahrscheinlichkeiten geht man zunéchst von der Situation mit Beriick-
sichtigung der Reihenfolge aus. Wurde bei einem Experiment noch nicht S gewihlt, so ist die
Wahrscheinlichkeit fiir jede der Sorten bei der nichsten Kugel % Wurde bereits S gewéhlt,
s0 ist die Wahrscheinlichkeit fiir die anderen beiden Sorten je % Damit erstellen wir folgende
Tabelle, in der auch schon mogliche Werte der Zufallsvariable X aus (c) augefiithrt sind.

Ereignis Anzahl Reihenfolgen P= X =
gesamt mit 1. Kugel S mit 2. Kugel S .
EEE 1 0 0 21—7 3
EEV 3 0 0 3 2
EVV 3 0 0 % 1
1
\AAY 1 0 0 1 1 7 1 o 0
EES 3 1 1 E;_ 1_81 + ? = 119@
ESV 6 2 2 1§ +1§ + § = %9
SVvV 3 1 1 > + = + 5 18
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(b) Nach der Formel von Bayes ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit

P(H#V > 1und #E > 1)
PH#E > 1)

P#V > 1#E> 1) =

Nach der Tabelle ist

P(#E > 1) = P(EEE) + P(EEV) + P(EVV) + P(EES) + P(ESV)
1 ,1,1 19 19 4412412419438 85
T27 99108 54 108 T 108
P(#V > 1 und #E > 1) = P(EEV) + P(EVV) + P(ESV)
11,19 12412438 62

“ototE T T 1 108

Damit ergibt sich
62

PA#VZI#E=1) = .

(c) Die méglichen Werte der Zufallsvariable X sind unter (a) aufgefiihrt. Insbesondere gilt

1
P(X =0)=P(VVV)= 7
1 19 31
\=1)= / V) =-4+ — = —
P(X =1)=P(EVV) + P(SVV) 9 + 108 — 108
1 19 50
P(X =2)=P(EE P(E =4 =
(X =2) = P(EEV) + P(ESV) = 5+ 7 = 1ot
oy 1 19 23
P(X =3) = P(EEE) + P(EES) = 7 + 108 = 108"
Damit konnen wir die Verteilungsfunktion direkt angeben:
0 <0,
1
- 1
2375 rx<l1,
Flo)=P(X <z)=<¢ 22 9
(x) = P( ) I <2,
m r <3,
1 x> 3.
Der Erwartungswert von X ergibt sich als
3
31 50 23 314100469 50
EX1=N kP(X=k) =12 492. 2 L2 oA oU
X] =D kPX=h)=1 g +2 e +3 {55 108 57

k=0



