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Aufgabe 1

Bestimmen Sie in expliziter Form die Losung des Anfangswertproblems

—z(y(2)*+ (z+ Dy(2)y'(x) =0 firaz >0 mit y(0)=2.

Hinweis: Es gibt einen Euler’schen Multiplikator, der von ye® abhéngt.

Aufgabe 2

Gegeben ist die abgeschlossene Menge
. 1
M= {I S R3 : 4($1 + 1)2 + (Ig - l’3)2 + §(I3 - I1)2 = 1}
(a) Begriinden Sie, dass es eine minimale und eine maximale z3-Koordinate fiir Vektoren in
M gibt.

(b) Berechnen Sie den minimalen und den maximalen Wert der z3-Koordinate zu Elementen
in M.

Aufgabe 3

Gegeben ist die Kurve I' C R3, parametrisiert durch

cos(t)
2(t) =sin(t) | sin(t) |, t€]0,7].
0

(a) Ist T durch 2 : [0, 7] — R? nach der Bogenléinge parametrisiert ?

(b) Die Kurve schlieit ein ebenes Flichenstiick A in der @1, 22-Ebene ein. Berechnen Sie den
Flicheninhalt von A, indem Sie das Vektorfeld F(x) = (0,z;,0)" und den Stokes’schen
Satz verwenden.
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Aufgabe 4

Bestimmen Sie die Losung v : R? — R des Anfangswertproblems

(o4 507) Tt - B (utat =0

mit u(zy,0) = 22,

Aufgabe 5

Es werden zwei Tetraeder gewdirfelt, deren Seiten jeweils mit Augenzahlen 1,2,3,4 beschrif-
tet sind. Gewertet wird die Augenzahl, auf der der Wiirfel liegen bleibt, d.h. die gewerteten
Augenzahlen 1-4 jedes Wiirfels sind gleich walrscheinlich. Wir bezeichuen mit € die Ergeb-
nismenge und mit X : Q@ — R die Zufallsvariable, die jedem Wurf die Augensumme zuordnet.
Weiter definieren wir die Ereignisse

A = {w € Q : mindestens cin Tetracder zeigt dic Augenzahl 2}

und
B={we: X(w)<4}.

(a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten P(A) und P(B).
(b) Sind die beiden Ereignisse stochastisch unabhéingig?

(¢) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Augensumme kleiner oder gleich vier ist,
wenn wir wissen, dass kein Wiirfel eine 2 anzeigt.

(d) Berechnen Sie die Varianz der Zufallsvariablen X.



Losung zu 1: Mit einem Multiplikator A(ye”) definieren wir
P(z,y) = —2y*Aye”) und  Q(z,y)

Mit der Integrabilitétsbedingung

= (@ + DyApe?)

P )
0—y(ﬂr7y) 0Q(r )

und den Ableitungen

or
oy
oQ B »
5(%9) =y Aye”) +

(z,y) = —ay’e” XN (ye”) — 22y A(ye”) ,

(2 + D)e"y? X (ye”)
crgibt sich dic Differentialgleichung

22y + y) ye” N (ye*) = (—2xy — y) Mye”)

bzw. mit ¢ = ye® folgt
IN({) +\t) =

Durch Separation erhalten wir
InA(t) =—In(t)+ ¢

und somit als moglichen Multiplikator A(t) = ¢!, also A\(ye®) = ie‘z.

Die urspriingliche DGL wird exakt, wenn wir sie mit ie”” multiplizieren. Das Potential F' mit

F = (P,Q)7 ergibt sich aus

F(z,y) = /(a? +1De™dy = (z+ Dye™ +c(z).
Leiten wir partiell nach z ab, so folgt

ye " — (x4 ye™ + () = —aye ™ + (x) = P(a,y).

Also ist ¢(2) = 0 und wir bekommen c(z) =k € R.

Somit sind Losungen der Differentialgleichung implizit durch

Fz,y)=(x+Nye " =k

fiir Konstanten & € R gegeben. Mit der Anfangsbedingung y(0) = 2 folgt & = 2 und durch
Auflosen der impliziten Gleichung ergibt sich die Losung

2e”
z+1°

y(a) =

Losung zu 2: zu (a): Die Funktion f : R® — R mit f(z) = z3 ist stetig. Da die Menge
M abgeschlossen ist, bleibt zu zeigen, dass M beschrankt ist, da eine stetige Funktion auf
kompakten Mengen Extremalstellen besitzt.
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Dain der Beschreibung von M alle Summanden positiv sind, gelten fiir x € M die Abschatzun—
gen |21 +1| < 3, |wa—a3| < Tund |oz—21] < V2. Somit folgt 1] < |2 +1—1] < |ay+1|+1 <
|zo| — |2s| < oo — 25| <1 und  Jas| — || < |os — 2] < V2.

Aus der letzten Ungleichung ergibt sich |zs| < v2 + |21] < V2 + 3 . Weiter erhalten wir

|22 < 1+ |as] < V2 + 2. Also ist M beschriinkt.
u (b): Wir setzen f(z) = a3 und
. 5, 1 .
g(x) =421 + 1) + (20 — 23)* + 5(13 —a)?—1.

Mit der Lagrange Funktion L(z, A)
dige Bedingung VL(z,\) =0, d.h.

= f(z)+ Ag(2) liefert die Multiplikatorenregel die notwen-

8A(xy + 1) — Mg — xl) 0
1—2)\(1’2—353)—1—/\(1’3—351) 0.

Aus der zweiten Bedingung folgt xs = z3, da wegen der dritten Bedingung A # 0 gilt. Weiter
liefert die erste Bedingung
x3—x; =81 +1).

Einsetzen in g(z) = 0 ergibt
a1+ 32+ 1) =36(x, +1)2 =1

bzw. x; = —2 oder #; = —L. Aus 23 = 2; + 8(2; + 1) ergeben sich mogliche extremale

6
Zielfunktionswerte 3 = 1 und 23 =—3

Um zu priifen, dass es sich um ein Maximum bzw. Minimum von f handelt, schliessen wir
noch Stellen aus, an denen die Multiplikatorenregel eventuell nicht greift; denn mit

Vo(x) = Bz + 1) — (33 — 21), 2(z9 — x3), —2(20 — 33) + (23 — 1))
gilt nur fiir v = (—1,-1,—-1) ¢ M, dass Vg(z) = 0 ist. Somit gilt in den wegen (a) exi-
stierenden Extremalstellen die Multiplikatorenregel und wir erhalten min,cy f(2) = —% und

max,ey f(z) = 1.

Lésung zu 3: zu(a): Wir berechnen

cos — sin(t)
l&(6)]|> = ||cos(t) | sin(t) | +sin(t cos(t)
0
= (cos®(t) — sin?(t))? + (2 cos(t) sin(t))? = (cos?(t) +sin?(¢))? = 1

fiir jedes ¢ € [0, 7. Somit ist I" nach der Bogenlinge parametrisiert.

zu (b): Wir berechnen zu F(z) = (0,2,,0)" die Rotation rotF(z) = (0,0,1)". Damit und mit
dem in positive a3 Richtung gerichteten Normalenvektor » = (0,0,1)" an der Fliche ergibt



der Stokes’sche Satz
[Al = / do = / rot(F)(z) - vdo = / rot(F)(z) - do
A A A

- / Fla)-di - / " Plet) - i(t) dt

r 0
= 2/ sin®(t) cos?(t) dt

0

= %/W sin?(2¢) dt

171 1 7
== [ 2 Ccos(atydt=".
2/02 5 cosdt)dt = 7

Losung zu 4: Es handelt sich um eine quasi-lineare partielle Differentialgleichung. Wir kénnen
das Charakteristiken-Verfahren nutzen. Ist mit k;(s), k2(s), w(s) eine Charakteristik bezeich-
net, so ergibt sich das charakteristische System

1
ki (s) = ki(s) + §e’k2(5)
ky(s) = —1
w(s) = (w(s))?
Mit Integration der zweiten Gleichung folgt ko(s) = —s + ca. Einsetzen in die erste Gleichung

liefert die inhomogene lineare DGL

1
ki (s) = ki(s) + ies’cz .

Mit der Losung k(s) = e® der homogenen Gleichung und dem Ansatz ki (s) = ¢(s)k(s) ergibt
sich

1
C’(s)eS + C(S)es — C(S)es + 585702 ]

Es folgt ¢(s) = 2¢7°2 s + ¢; und wir erhalten

1
ki(s) = (ie’C2 s+ cl) e,
Die dritte, separable DGL l6sen wir mit

) o e
2\/w(s)—/md5— lds=s54c3

und bekommen 1
w(s) = 1(8 + C3)2 .

Aus dem Schnitt mit der Anfangskurve folgt

f— () =1, 0=ks(0)—c, und t2:w(0):i(s+03)2.
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Also ist ¢35 = 2t, 29 = —s und x; = (—%2 + t) e "2 bzw.

» To
t= :L’le“ + 7 .
Insgesamt ergibt sich die Losung
2
1

REDY

1
u(l’17$2) = z(—l’Q + 276" + 1’2)2 = 2’e

Losung zu 5: Um die moglichen Ergebnisse zu iiberblicken, bietet sich eine Tabelle an, wobei
wir mit den ersten drei Spalten beginnen:

Kombinat. | # Permutat. | Summe | | X(w) — E(X)]
1D 1 2 3
(1.2) 2 3 2
(1.3) 2 4 1
(1.4) 2 5 0
(2.2) 1 4 1
(2.3) 2 5 0
(2.4) 2 6 1
(3.3) 1 6 1
(3.4) 2 7 2
(4.4) 1 8 3

16

Da jeder Wurf gleich wahrscheinlich ist, handelt es sich um ein Laplace Experiment (wenn wir
die Wiirfe (1,2) und (2, 1) unterscheiden). Damit ergibt sich
7 6 3

P(A)=15. P(B)=1:=%-

Fiir die Schnittmenge folgt
3
P(ANB)= T # P(A) P(B).

Insbesondere sind die Ereignisse stochastisch abhéngig.

Bezeichnen wir mit A das Komplement des Ereignis A, dann gilt fiir die gesuchte, bedingten

Wahrscheinlichkeit 3 1

PB|A) = ——==.

(Bl4) 16-7 3

Um die Varianz E((X — F(X))?) zu bestimmen, bendtigen wir zunéchst den Erwartungswert.
Es gilt

B(X) =" P{w})X (w)

weN
i(2+2 3+3-444 5+3-6+2-7+8)7@75
16 16

Damit ergénzen wir die Liste oben und erhalten

1 5
Var(X):1—6(2-32+4-22+6-12+4-02):5.



