Aufgabe 4
Berechnen Sie die Loésung u : R2 ;) — R des Anfangswertproblems
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Aufgabe 5

(a) Bestimmen Sie a € R, so dass

- 0, <0
Aufgabe 1 flo) = 4%, >0
Bestimmen Sie die Losung des Anfangswertproblems die Dichte einer Zufallsvariable X ist.
yl@) 2 (y(2))* + Q(y(l?))zy/(lh) =0, z>1, (b) Berechnen Sie Erwartungswert und Varianz von X.

22 a3 x?
(c) Sind die Ereignisse {w € @ : X(w) > 1} und {w € Q : X(w) < 2} stochastisch

mit y(1) = 2. unabhiingig?

Hinweis: Versuchen Sie einen Euler Multiplikator zu finden, der nur von x oder nur von y
abhéngt.

Aufgabe 2
Welcher Punkt (2,y)" € M in der Menge

. . 1 1
M={(r,y)TE]Rzz(172)z+§y2+xy72y=§}

hat die kleinste a-Koordinate ?

Aufgabe 3
Gegeben ist das Vektorfeld F' : R® — R mit

.
F(z) = (212203, 2123 — 212523 , 212223

und die Menge
M={xeR® 2y,u5>0, 2] +25 <2—1s} .

Berechnen Sie iiber den Rand von M das Oberflidchenintegral

// F-do.
oM

Hinweis: Verwenden Sie einen passenden Integralsatz, und beschreiben Sie M in Zylinderko-
ordinaten.
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Losung zu 1: Wir setzen

3 2
Yy Y 2y
Q(f7y) =ﬁ_25 und p(f7y) = 22

Betrachten wir zunéichst einen Multiplikator A(z): Dann lautet die Integrabilititsbedingung
8 2y2 2y2 y2
. — \(r —4
% (/\(1) 2 > N(x) 2 )\(Jc)l,3
_ 0 vy o) L 1y
~ oy (A(‘”’”) (; 25)) = @m0

o - (a2)

Da die rechte Seite von y abhingt, ergibt sich ein Widerspruch. Also liefert der Ansatz \(z)
keinen Euler Multiplikator zur DGL.

Wir versuchen einen Ansatz A(y): Aus den Integrabilitdtsbedingungen folgt in diesem Fall

5 (A@)Qg) L
_ 8% (A(y) (% - 23—2)) = X() (% - 2‘3—2) W) (% B 6%)

Ny 1

My) oy
Wir haben somit einen Multiplikator gefunden und Integration der DGL fiir A ergibt

bzw.

A(y)=%~

U ,w@)?) | @) ,
() 20

eine exakte DGL und fiir das zugehorige Potential erhalten wir

Mit dem Faktor ist

2
Y Y
F(:r,y)=2/pdy=ﬁ+c(x).

e or i L)
E(x,y) = —2; +d(x) = o QT
ergibt sich ¢(z) = % und somit etwa c(z) = —1. Die Losung der DGL ist implizit gegeben
durch )
Flagtay) = YO8 Ly

x
mit einer Integrationskonstanten k € R, bzw. explizit folgt

y(a) = Vka?+
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und mit der Anfangsbedingung y(1) = 2 berechnen wir k& = 3.

Lésung zu 2: Wir definieren die Funktion f,g : R? — R mit f(x,y) = 2z und fiir die
Nebenbedingungen

s 1 1
glay) = (@ =27+ 5y’ +ay -2y — 5
und wenden die Lagrange Multiplikatorenregel an, um kritische Punkte, in denen ein Minimum
liegen kounte, zu finden.

Zunéchst betrachten wir ( :
- {2z —-2)+y
0=Vylr,y) = ( ytz-2 > :

Aus der zweiten Gleichung folgt y = 2 —  und dann mit der Ersten y = 0. Da der Punkt
(2,0)T ¢ M ist, ist die Voraussetzung zur Multiplikatorenregel in jedem Punkt (z,y)" € M
erfiillt.

In einer Minimalstelle gilt somit VL(x,y; A) = 0 fiir die Lagrange-Funktion

, 1 1
L(wﬁyyA)=r+A((x—2)z+5y2+ry—2y—§> ~

Wir erhalten das Gleichungssystem
1+ A2(x—2)4+y)=0
My+z—2)=0

1

1.
(1’—2)2+§y2+1’y—2y—2:0.

Da A = 0 auf einen Widerspruch in der ersten Gleichung fiihrt, ist A # 0. Die zweite Gleichung
liefert somit y = 2 — x. Einsetzen in die dritte Gleichung ergibt

3, 5 1
Y TV T
Also sind mit (2,y) = (1,1) und (z,y) = (3, —1) zwei kritische Stellen in M gefunden. Mit
f(1,1) =1ist (1,1)7 € M die Stelle mit kleinster -Koordinate.

bzw. y? =1.

Losung zu 3: Mit dem Gauli’schen Satz gilt

//;,MF do = / / [ dip(z) e

divF (z) = a:zx% — 2212923 + 2212923 = a:za:%,

Wir berechnen

Die Menge M ist in Zylinderkoordinaten gegeben durch

7 COS
M=<z= h
7sin @

0<h<2,0<r<v2und e (0,7)



Eine Koordinatentransformation fithrt auf ein iteriertes Integral und wir erhalten

// F-do:// divF(z) dz
oM M
2 V2—h T
=// / hr® sin® o dy dr dh
0 Jo 0

T o[ pvER
:f// hrddrdh
2 Jo Jo

—g/ h(2—h)*dh

0
T

2
/ dh—AR: + B dh = — .
) 6

s

8

Losung zu 4: Wir wenden das Charakteristiken-Verfahren an. Zunéchst stellen wir mit der
Parametrisierung x = (k1(s), k2(s)) und u(k(s)) = w(s) das charakteristische System

zusammen. Aus der zweiten, separablen Differentialgleichung erhalten wir die allgemeine Losung
ka(s) = cac®.

Somit ergibt sich fiir k; die inhomogene lineare DGL ki (s) = ki(s) + c2e®. Die zugehorige

homogene DGL haben wir bereits fiir k2 gelost. Einsetzen des Ansatz k1 (s) = c¢(s)e® (Variation

der Konstanten) liefert ¢/(s) = ¢2 bzaw. ¢(s) = cas + ¢; und wir erhalten

kl(s) = (CQS + Cl)es .

Separation fiihrt fiir die dritte DGL auf

Erod Eoo )

. _
bzw. w(s) = r—t

Mit der Anfangskurve parametrisiert durch (¢2,¢)7 und den Bedingungen k;(0) = ¢; = 2,
k2(0) = co =t und

=u(t?,t) = w(0) =

1
V2t

folgt c3 = —t. Insgesamt ergibt sich

|

T
Q
By

ry=te*, = (ts+12)e" = (s+ 1)y,
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und wir erhalten die Losung des Anfangswertproblems aus

LI Y
2(s+1) 2z

u(z) =

Lésung zu 5: zu (a) Damit f Dichte einer Zufallsvariablen ist, muss

/jif(l’)da::l

gelten.

Wir bestimmen durch zweimaliges partielles Integrieren zunéchst fiir @ # 0 die Verteilungs-
funktion fiir > 0:

T T 4 xZ
F(x) =/ ft)ydt = 4/ 2 dt = —t2e™|Z — §/ te dt
—00 0 a a Jy

4 811 1/
— 7l,2ea.v|(z] _ - |:7teat|(z) _ 7/ eat dt:l
a a | a a Jo

4 .8 .8 8
:7l,2ea1_721,ea1+73ea1_7.
a a a a-

Fiir < 0 gilt F(z) = 0. Wegen der Bedingung ist offensichtlich @ < 0 und mit

8

1= KZf(ﬁ)dx:}gg)F(x) ==

errechnen wir a = —2.

zu (b) Mit @ = —2 ergibt sich der Erwartungswert einer mit Dichte f stetig verteilten Zufalls-
variable X zu

00

E(X):/fol’f(l’)da::4/o e d

1 ; 3 [~ 3
=4 —§£3e’“|8° + 5/0 PP dr| = 3
| S —

mit der Rechnung aus Teil (a).
Weiterhin erhalten wir

0 3\ 2
Var(X) = BE(X?) — (E(X))? = 4/ ate ™ dx — <§>
0

—ax |00 1 Oo~—$ 9
e |3 +§~4/0 ade? d:z:}—i



zu (¢) Mit der Verteilungsfunktion
Flz)=1- (22" + 22+ 1)e >
gilt
P(X>1)= / fl)dr=1—-F(1)=5¢2, PX<2)=F2)=1-13"*
1

und
Pl<X<2)=F2)-F()=5¢?%~13¢*#P(X >1)P(X <2).

Somit sind die beiden Ereignisse stochastisch abhéngig.
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