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Aufgabe 1
Gegeben ist die Funktion f: R? — R mit

In(z)
f(z,y) = sin(ay) + /o x cos(ty) dt .

(a) Zeigen Sie:

In(z)
ycos(zy) + cos(yln(z)) + [ cos(ty)dt
Vf(I, y) = In(x) 0

zcos(zy) — [ atsin(ty)dt
0

(b) Begriinden Sie, dass die Menge M = {(z,y) € R*: f(z,y) = 0} in einer Umgebung
des Punkts (zg,y0)" = (1,0)7 der Graph einer Funktion y = y(z) ist. Bestimmen Sie
weiterhin das Taylorpolynom ersten Grades zu der Funktion y(x) im Entwicklungspunkt
Ty = 1.

Aufgabe 2
Bestimmen Sie die Losung des Anfangswertproblems
22%(y(2))* + (2%y(x) + o y(2) y'(2) =0, z€R,

mit y(0) = 2. Hinweis: Es gibt einen Euler’schen Multiplikator von der Form A(zy).

Aufgabe 3
Gegeben ist die Flidche
cos(y) .
S=X(r,o)=r| sin(p) :re[O,l],<,¢E[0,§] CR?

®
und das Vektorfeld n(r, ¢) = X, (r, ¢) x X,(r,¢) . Bestétigen Sie die Identitit

ng T
——do=—,
/s 7]l 4
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(a) in dem Sie das Fldchenintegral direkt berechnen.

(b) unter Verwendung des Stoke’schen Satzes fiir F : R® — R? mit F(x) = (22,0,23)" .

Aufgabe 4

Bestimmen Sie die Losung u : R>p x R — R des Anfangswertproblems

du(x) 3 Ou(x) 1
var Oy + 2u(x) Org 1+\/971u

(x) auf Ryp xR

mit der Bedingung u(0,t) = ¢ fiir alle t € R.

Aufgabe 5

Mit einem Parameter a € R ist die Funktion f : R — R gegeben durch

0, <0

z

az’e™, x>0

o) ={

(a) Bestimmen Sie a € R, so dass f die Dichte einer Verteilungsfunktion F zu einer Zufalls-
variablen X ist, und geben Sie die Funktion F an.

(b) Mit a, F, X wie in (a) ist eine weitere Zufallsvariable Y gegeben durch

— 17 X(w)glv
ﬂ@—{Q,M@>L

Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion G zu Y und den Erwartungswert E[Y].

(c) Berechnen Sie fiir s € R diec Wahrscheinlichkeit P(X < s|Y =2), und zeigen Sie,
dass die Ercignisse {X < 1} und {Y = 2} stochastisch abhéingig sind.



Losung zu 1: zu (a) Aus Somit ergibt sich fiir A die separable Differentialgleichung

In(z) —tN(t) = \(t).
f(z,y) = sin(ay) + 1‘/ cos(ty) dt
0 Wir erhalten aus

erhalten wir mit Produkt- und Kettenregel, sowie dem zweiten Hauptsatz der Integralrechnung In(|A(t)] = / M) dt = — / 1dt =—Inlt
die partielle Ableitung Alt) ¢
den Multiplikator A(t) = 1.
of(z,y) ) 1 N, e
e ycos(zy) + cos(ty) dt + T cos(y In(x)) . Damit ergibt sich die exakte Differentialgleichung
0

2 7 _
Da der Integrand stetig differenzierbar ist. lassen sich Differentiation nach y und Integration 2ey(@) + (27 + Dy () = 0.

vertauschen und es ergibt sich fiir die zweite partielle Ableitung Wir bestimmen ein Potential aus
In(z) p
afgr’ y) = zcos(xy) — / atsin(ty) dt. Fle.y) = 2/£y de =%y +ly).
Y 0
Somit gilt die angegebene Darstellung fiir den Gradienten zu f. Und mit ) Fl(z,y) )
— L —_— ]

zu (b) An der Stelle (zg,y0)" = (1,0)7 gilt f(1,0) = 0 und weiter ist (@ +1) = dy "+ d(y)

of o folgt ¢(y) =1 bzw. c(y) =y.

87/(17 0)=1- /0 tsin(0)dt =1 #0. Also sind Losungen der Differentialgleichung implizit gegeben durch
Deswegen liefert der Satz iiber implizit gegebene Funktionen, dass es eine differenzierbare k= F(z,y(x)) = (2 + Dy(x).

Funktion y(z) in einer Umgebung U um o =1 gibt mit f(z,y(z)) =0 fir 2 € U. Mit dem Anfangswert y(0) = 2 ist & = 2 und wir erhalten die Lésung

Implizit erhalten wir an dieser Stelle die Ableitung der Funktion; denn aus f(x,y(z)) = 0 folgt

mit der Kettenregel y(z) = 1 2 )
+ @
4 iy 2 9F 1 9f
0= (@) = (@) +¥/@) 5 (e p(a)).
Also gilt af af Lésung zu 3: zu (a): Mit den Ableitungen
0=—-=(1,0) +y/(20)==(1,0) = 1 + /(=
ax( ) y( O)Oy( ) y( 0) cos ¢ —SiIlgO
bzw. y'(1) = —1. Insgesamt ergibt sich das Taylorpolynom erster Ordnung X, (r,p) = | sing und  X,(r,p) =7 | cosp
%} 1

o) =T (z) =y +y(r)(zr—1)=1—x.
y(@) 1@) =0+ (@)( ) berechnen wir den Normalenvektor

Losung zu 2: Wir setzen X, (r,0) x Xo(r,p) = | —psing —rcosep

sin @ — rp cos
rcos® o +rsin? @

q(z,y) =2’y +ay und p(z,y) =227
Also erhalten wir fiir das Flichenintegral
Betrachten wir einen Multiplikator A(zy): Dann lautet die Integrabilitdtsbedingung

ol % 1
0 , /"id():/ / rdrdp=1 (3 =T,
30 A@)p(r,y)) = 4\@y)a’y + 2N (ay)a’y s Il 0 Jo 2727, 4
Y
0 . , 4 zu (b): Zunéchst berechnen wir
= 5,0 y) = May) (32%y +y)) + N (2y) («°y* +2y?) ®)

0
bzw. ) rotF(z) = 0
N(zy)zy (2® = 1) y = May) (1—27) y. —1
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Also ist nach dem Stoke’schen Satz

e =— ' %r‘ . . (. 7 = — [ rot ~do=— .
[ o= /U/U ot (F(X) - (X, x X,)d(r.¢) fot(F) do /F d,

S r
wobei wir mit I' die Randkurve von S mit passender Orientierung bezeichnen.

Betrachten wir ¢ = 0, 7 = 1 oder ¢ = 7 so wird ersichtlich, dass die Randkurve zu S sich aus
drei Stiicken zusammen setzt, die wir durch

T
n(r) = 0 )
0
cos @
Ya(p) = | sinp |,
©
0
Y3(r) = T s

ks
il

rel0,1]

™
(2= [07 5}

rel0,1]

parametrisieren konnen. Dabei ist zu beriicksichtigen, dass die angegebene dritte Parametri-
sierung, s, fiir den Stoke’schen Satz die falsche Orientierung hat. Mit dieser Beobachtung und
den Tangentialvektoren 7} ergibt sich

/F~dl:/F~dl+/F~dl7/F-dl
r " 2 V3

1 [ xa(r,0) 1 = [ (1) —sing
:/ 0 -1 0 dr+/ 0 cos de
0 x3(r,0) 0 0 23(1, ) 1
1 fQ(Tv 7) 0
—/ 0 1 dr
0 x3(TﬂE) g

z 1o
:0+/ (—sin299+¢)d¢—/ —rdr
0 o 4

z 2
2
:7/ sin2¢d¢:777—.
0 4

Insgesamt erhalten wir wiederum den gesuchte Wert des Flidchenintegrals.

Losung zu 4: Wir 16sen das Anfangswertproblem mit dem Charakteristiken-Verfahren. Dazu
setzen wir w(s) = u(k(s)) und stellen zunéchst das charakteristische System auf:

ki(s) = vka(s)

- 48
’ _ 1 )
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Aus der ersten, separablen Differentialgleichung folgt mit

ki(s) . _
\/mdS—/lds

durch Integration 2(ki(s))2 = s+c¢; bzw. ky(s) = 1(s+c1)?. Damit ergibt sich aus der dritten
DGL

w'(s) 1
durch Integration In(|w(s)|) = 2In(1+3(s+c1)) +¢3 und wir erhalten w(s) = cs(1+1(s+c1))2
Aus der zweiten DGL folgt

k5(s) B 1 B 1
/(1@(5))2 ds_/Qw(s) ds_/203(1+%(s+cl))2 ds

und somit

bzw.
1

-1
— = .
(c3<1 +5(s+e) >
Betrachten wir weiterhin «(0,¢) = ¢ und wéhlen den Schnitt mit der Anfangskurve bei s = 0,

so ergeben sich die Konstanten zu 0 = k;(0) = ¢}, also ¢; =0, t = w(0) = c3 und t = k3(0) =
(% — CQ)_17 d.h. Cy = 0.

Insgesamt erhalten wir 21 = 152 25 = (1 + $s) und die Lésung

u(z) = u(z(t, ) — t (1 + %S)Q — as(1 4 D).

Losung zu 5: zu (a) Wegen f(x) > 0, z € R, gilt ¢ > 0. Wir definieren die stetige Vertei-
lungsfunktion
0, <0

F(x)=/_mf(’f)dt= [fa, =>o0.
0

Wir berechnen zu > 0
x ) ) . 1
F(z) = a/tze’t dt =a (P —2te™ —2¢7) |(J =2a (1 — (51’2 +x+ 1)e’”> .
0

Mit der Bedingung 1 = lim,_,, F () = 2a fiir die Dichte f folgt a = 1.

zu (b): Fiir die Verteilung zu Y ergibt sich

0, s<1 0, s<l1 0, s<1
G(s)=PY <s)=q P(X<1), 1<s<2 p=¢ F(1), 1<s5<2 p=¢ 1-2, 1<s5<2
1, s>2 1, s>2 1, s>2.



Es gilt
PY=2)=1-PY=1)=1-PX<1)=1-F(1)=

2e
Somit erhalten wir fiir den Erwartungswert dieser diskreten Verteilung
BOY)=1-P(Y =1)42.P(Y =2) = (1— ) +2(2) =14+ 2
- - Y 2¢ 2’ 2’

zu (c) Fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit

P(X <sundY =2)

P(Y =2)
3 S 1
Pl<X<s), s>1
0, s < - 07 8§1
T F(s)-F(Q), s> - %_(%524'54-1)6’57 .

Damit sind die beiden Ereignisse stochastisch abhiingig; denn es ist 0 = P(X < 1|Y =2) #
P(X < 1) wegen

P(X<s|Y =2)=

berechnen wir

P(ngundY:2):{ 0

== VIA

P(Xg%):F(%):/:f(t)dt>0.
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