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Aufgabe 1
Gegeben ist die Funktion I : R? — R durch

F(z,y) =1In(y) + / cos(zyt)dt.
Jo
(a) Berechnen Sie VF(z,y).

(b) Zeigen Sie, dass durch die Gleichung F(xz,y) = 1 in einer Umgebung des Punktes
(70, 90) = (0,1) implizit eine Funktion x(y) definiert ist, und bestimmen Sie das Taylor-
Polynom p; ersten Grades der Funktion x im Entwicklungspunkt yo = 1.

Aufgabe 2

Bestimmen Sie in expliziter Form die Losung des Anfangswertproblems

1 :
——Qy(—r)+2y’(fzr):(), x>0, mit y(1)=2.
y(x) x
Hinweis: Es gibt einen Euler’schen Multiplikator, der nur von ’”—; abhéngt.

Aufgabe 3
Gegeben ist die Menge

M = {(:1:1;1/,2)TE]R3:1S:I:ySQ,y20und1§%§ﬁgmy}4
y

/// L a(r..2)
P

mit Hilfe der Variablentransformation u = Iy—z, v=uxy, w=*%

s

Berechnen Sie das Integral

Aufgabe 4
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Es gibt eine Losung des Anfangswertproblems

Pu 0Pu
- " —,—“+u=0, r € R?,
ox? Ol

mit u(t, —t) = 2e* fiir t € R in der Form
w(w) =v(@ + z2) w(r) — 2a) .
Berechnen Sie mit der angegebenen Separation diese Losung.
Hinweis: Betrachten Sie die Variablen y; = 21 + x5 und 4, = 27 — 29 im R2,
Aufgabe 5
Gegeben ist die Funktion f: R — R mit

0, t<0
1) :{ ate™ 1>0.

(a) Bestimmen Sie die Parameter a,b € R so, dass [ Dichte einer Zufallsvariable X ist mit
der Wahrscheinlichkeit

P(Ongl):l—eiQ.

(b) Berechnen Sie fiir die Zufalsvariable X aus Teil (a) den Erwartungswert und die Varianz.

2

s

Hinweis: Es gilt [;" e T ds = /Z.



Losung zu 1: (a) Es ist F(z,y) = In(y) + G(z,y,¢*) mit

G(x,y, z):/ cos(zyt)dt.
0

Mit Differentiation des Parameterintegrals und dem ersten Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung ist

—/ ytsin(zyt)dt
Jo

—/th sin(zyt)dt
0
cos(zy z)

VG(x.y,2) =

Die Kettenregel liefert

& oa “ i g 7
o(ry.e) + e S e - ), visin(ryt)di et cosfrye?)
VF(r,y) = v ( Jz : o . oo
=+ —(w,y,e" ——/ xtsin(zyt)di
y y o )

Alternative: Particlle Integration liefert f(x,y) = In(y) + ﬁ sin(zy e¢*) und die Ableitungen
ergeben sich aus der Kettenregel zu

or 1 1
—(x,y) = vy sin(zye”) + (; + 1)¢” cos(vy ¢”)

ox
@(l’vy) =y ﬁsm(l'yez) + %Cos(zye’”)

(b) Offensichtlich ist #'(0,1) = 1, d.h. (0,1) € M, und nach Teil (a) gilt (0F/0x)(0,1) =
1 -0 # 0. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen ist die Gleichung [’(x,y) = 0 in einer
Umgebung von (0,1) nach z auflgsbar, d.h. es gibt eine Funktion z = x(y) um yo = 1, mit
I'(x(y),y) =1 fir y in cinem offenen Intervall um 1.

Um das Taylor-Polynom pi(y) = (o) + 2'(v0) (y — vo) mit Entwicklungspunkt yo = 1 zu
bestimmen, leiten wir die Gleichung 1 = F'(x(y),y) ab:

d or' or

0= LFEm) = G007 0) + 5w 0).0)

ez () oo (¥)
=1'(y) (—/ yt sin(a(y) yt) dt +¢*® cos(z(y) yez(y))) + N / x(y)t sin(z(y)yt)dt
0 Y 0

Einsetzen der Stelle (0,1) = (2(1),1) = (z(yo), yo) fiir (z(y),y) liefert
0=2'(1)+1 bzw. 2/(1)=-1.

Damit ist p1(y) =0—(y—1)=1—y.

Loésung zu 2: Mit einem Multiplikator )\(”y—z) definieren wir

2

(L) 0@ — o
Ple) =45 (3-2) wd Q) =215,
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Mit der Integrabilitédtsbedingung

und den Ableitungen

op, a2 (1 z? 1 2
aen ==X (5-5) o (5-2)
27

Tl =2y ()

ergibt sich die Differentialgleichung
22 2?2 22 1 2
N(=)-=-=— M=—)|-—=—--)=0
(y)< y3 y>+ (y)( y? T)

IN(1) + A1) =0.

bzw. mit ¢ = % folgt

Durch Separation erhalten wir
InA\(t) = —In(t) +¢

und somit als moglichen Multiplikator () = ¢~1.

Die urspriingliche DGL wird also exakt, wenn wir sie mit % multiplizieren. Wir erhalten
Play) =~ —2% und —2Y
(r.0) = = =25 wd Quy) =22

Das Potential /' mit VI = (P, Q)" ergibt sich aus

2
1
Plzy) = /Q(x,y) dy = % + ().
Leiten wir partiell nach z ab, so folgt mit P
2 2
V)= ) = Plag) = = oY
—233—3 +d(x) = %(z,y) = DP(z,y) = ol QQ—3

Also ist /() = & und wir bekommen ¢(z) = —1.

Somit sind Losungen der Differentialgleichung implizit durch

2
F(a:,y):yTA ok

fiir Konstanten k& € R gegeben. Mit der Anfangsbedingung y(1) = 2 folgt & = 3 und durch
Auflosen der impliziten Gleichung ergibt sich die Losung

y(x) =V3a2 +x.

Losung zu 3: Mit der Bedingung y > 0 folgt aus der ersten Bedingung x,y > 0 und aus der
dritten Bedingung auch z > 0 fiir Punkte in M. Also ergibt sich 1 < v < 2.



Insgesamt ldsst sich mit der dritten Ungleichungskette und der Transformation )(u, v, w) =
(w,y,2)" die Menge durch M = (D) mit

D={(u,v,w)TE]R3:1§v§2.1§w§u§r}

beschreiben.

Um das Integral in die neuen Koordinaten zu transformieren, benotigen wir noch die Funk-

tionaldeterminante det(¢(u, v, w)). Wir bestimmen explizit die Umkehrung: Aus 2z = 2
erhalten wir

Tz v v y v
y=—=—", w=—=uwundz=—=—2.
u o uw y W uw

Dann ergibt sich direkt die Funktionaldeterminante aus

w 0 u w 0 U w u v
det | —= L ) =det | - L 2| - — ( ~>:
uww uw W’ w o uw uw ww 0 _+ 1L27U3
T ww? uu% _2uz11v3' 0 0 _uzLUS e’
Alternativ ldsst sich auch berechnen:
z _@z oz 0 —9z oz
iy Yy oy y y
det((p™") (x,y.2))=det |y = 0 det [y = 0
1 1
0 —% 0 3 %
-2z 2 z x T w2
= —ydet v v = 2= - ) = 2 = —
Y ( < —%) y Yz yz) z v
Also ist |det (' (u, v, w))| = =
und den Umkehrungen von = und 2
v v
=d(z,y,2) d(u, v,w
/ / Y. / / / v uPwd )

= / / / du dwdv
J1 o J1 w
2w 27 1.
= / / v—wdwdy = / [Uz —v—=(?=1)| dv
N 1 2

:'/1 {’U—U-ﬁ- }dv=%(8—1)—%(4—1)+ (2-1)==

[T

Losung zu 4: Zum Ansatz u(z) = v(z1 + 22) w(z; — 22) berechnen wir mit der Kettentregel
zunéchst die partiellen Ableitungen
ou

ﬁ(l) = (2) + 22)w(xy — 22) + v(z1 + o) (21 — 29) = V' (y1)w(y2) + V(1) W' (y2)
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und weiter

ou

Fa; ) = ¢ )wlye) = ()’ (52)

E)th " / / "

W(T) =" () w(y2) + 20" (y1)w' (y2) + v(yr)w” (y2)
1

E>2’”’ " / / 1"

012‘(7) =" (y1)w(y2) — 20" (y)w'(y2) + v(y)w" (y2)
2

mit 1y = v + 2o und Yo = 1 — Xa.

Einsetzen in die Differentialgleichung liefert

40 (y1)w' (y2) + v(yr)w(y2) = 0

bzw.

Wly)  wlp)

o(y1) w'(y2)

mit einer Konstanten k& € R, wenn v # 0 und ' # 0 gilt. Wir 1ésen die beiden separablen
DGL und erhalten

o) = (e und w(ys) = CoeTFY

mit Konstanten ¢1, o € R. Also mit ¢ = ¢j¢y ist
U(T) — Ce%(l‘ﬁrzz)e - z2) |

Aus der Bedingung u(t, —t) = ¢ - 1- ¢ %" = 2¢% folgt k = —1 und ¢ = 2 fiir die Losung des
Problems und wir erhalten u(z) = 2eiei—ier

Lésung zu 5: (a) Damit [ Dichte einer Zufallsvariable ist, muss gelten

1= Nai=a [ et ar = Zoew|
[ s [ g

Weiterhin erhalten wir aus der geforderten Wahrscheinlichkeit die Bedingung

a

T

1 2 2 !
- — = < < = —bt —bt =
1 p P(O <X < 1) /o te™ dt = % —Ze .

_ b
21;(1 ™)

die Werte b=2 und a =4
(b) Mit der Dichte aus Teil (a) folgt
B(X) = / tf(t)dt = 4 / e dt

oo 0

oo R ) O 1
+/ e = —/ T du = ~V2r,
0 0 2 Jo 4

—9t2
—te 2t

w2
wobei sich der Integralwert, [ e = di = v/2m, aus einer Formelsammlung (oder mit der
Standartnormalverteilung, s. Skript) ergibt.



Fiir die Varianz nutzen wir Var(X) = F(X?) — (/#(X))?. Also berechnen wir zun#chst den
Erwartungswert von X?2. Es ist

/ 2f(t)dt =4 / e at

0
) el .
=27 42 / te™2 dt
0

0

1> 1
- Uy = =
2,/0 ¢ =g

Insgesamt erhalten wir fiir die Varianz

Var(X) = B(X?) — (B(X))* = % - ?_g = % (1 B %) :
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