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Aufgabe 1

Bestimmen Sie die Ableitungsfunktion der Funktion g : R — R mit g(s) = f(s?, s72), wobei
f : R? = R? gegeben ist durch

foe = [ o

(w2 n(®) gy
tIn(t) ¢

Hinweis: Berechnen Sie den Gradienten von f.

Aufgabe 2

Bestimmen Sie die Losungsfunktion y : R — R des Anfangswertproblems

xy(x) + <x2 - L) Yy (2)=0 mit y(1)=2.

y(x)

Dazu ldsst sich ein Euler’scher Multiplikator A(zy) in Abhéngigkeit von zy verwenden. Es
gentigt, die Losung y in impliziter Form anzugeben.

Berechnen Sie weiterhin das Taylorpolynom erster Ordnung zu y um den Entwicklungspunkt
Ty = 1.

Aufgabe 3
Gegeben sind die Fliche

1
S:{£€R3:£3:£:{+§x§<1und0<1’2<x1}

und das Vektorfeld F : R* — R® mit F(2) = (—2122, —2223, %xf)T Berechnen Sie mit Hilfe
des Satzes von Stokes das Kurvenintegral
/ Fode
C

lings der Randkurve C der Flidche S. Dabei sei S so orientiert, dass der Normalenvektor eine
nicht-negative dritte Koordinate hat, und C dazu positiv orientiert.

Hinweise:
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(i) Zur Parametrisierung der Fléche bieten sich elliptische Koordinaten der Form z; =
arcost und x5 = brsint mit passenden Koeflizienten a,b € Ry an.

(i) Bs gilt sin(Z) =1, cos(%) = @
Aufgabe 4
Bestimmen Sie die Losung u des Anfangswertproblems

outz) | 22 0u(z)

229t ’ =0
o T om + 229 tan(zy20) u(z)

auf {x € R? : 2y > 0,0 < 2129 < I} mit der Anfangsbedingung u(x3, x2) = x5 cos(a3).

Aufgabe 5
Ein fairer Wiirfel wird n-mal gewiirfelt.
(a) Im Fall n = 2 definieren wir die Zufallsvariable X, die den Betrag der Differenz der

beiden Augenzahlen angibt. Bestimmen Sie den Erwartungswert von X, wenn nur Wiirfe
betrachtet werden, die weder eine Fiinf noch eine Sechs enthalten.

(b) Berechnen Sie in Abhiingigkeit von n € N die Wahrscheinlichkeit, dass bei n Wiirfen
mindestens eine Eins, aber weder eine Fiinf noch eine Sechs fllt.

Hinweis: Eine bedingte Wahrscheinlichkeit ist hilfreich.



Loésung zu 1: Zunéchst ergibt sich mit dem ersten Hauptsatz der Differentialrechnung und
der Kettenregel
9f PTGl — ie

) = 12
oxy 1" 1

Weiterhin erhalten wir mit Substitution, u = In(¢),

a

ﬁ(ar) =/ _L In(t)e™2™® gt

Oxg tIn(t)
L1
:/ e”" du
1
1 o 1
— _ezzu — _(ezlzz _ ezz) .
ZTo 1 ZTo

Mit der Kettenregel in zwei Dimensionen zu f(k(s)) mit k(s) = (s?, s72) folgt insgesamt

= M2 (06D + 1)L (h(5)
= g — 25:23(67857) = —e?lf

Losung zu 2: Mit einem Multiplikator A(zy) ergibt sich eine exakte Differentialgleichung,
wenn die Integrabilitédtsbedingung

9 SV

gy AEY) = YN (2y) + wA(2y)

0, 4 oz (2 _ Ty 1
=5, (@ y)A(ry)) y(a y)k (zy) + (22 y)A(ry)

bzw.

X(ay) = (1 - ;—ywxy)

gilt.
Wir 18sen die separable Differentialgleichung X (£) = (1 — )A(t) durch

/ 1
In|\| = /}\T(:))dt:/l—zdt:t—hﬂﬂ,

und erhalten A(t) = %et, Damit ergibt sich die exakte Differentialgleichung

z 1
e === ey =0.
(y y2)

Um das zugehorige Potential zu bestimmen, berechnen wir

flz,y) = /ezy dx = ie” +c(y).
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Aus of 1
T
= (5= S)e 4
5= C - e )
sehen wir ¢/(y) = 0 bzw ¢(y) = konstant. Also ist die Losung der Differentialgleichung implizit
durch

gegeben und mit der Anfangsbedingung y(1) = 2 errechnen wir die Konstante & = %
Aus y(1) = 2 und der Differentialgleichung an der Stelle 2y = 1 ergibt sich
1
24+ (1— i)y’(l) =0 bzw. y'(1)=-4.
Damit gilt fiir die gesuchte Linearisierung der Losungskurve

y@) ~y)+yDe—-1)=2—4(z—1) =6 —4z.

Losung zu 3: Um den Stoke’schen Satz

/F~d€:/r0tF<do
c s

zu nutzen, berechnen wir zunéchst

oF, _oF,
Oz Ox
or oE | [ ™
rot F(.’l’) = a—xg — % = —31?1
OF, _OR | A\
8171 8.’1’2

Fiir die Oberfléiche ergibt sich mit den angegebenen Koordinaten fiir « = 1 und b = /3 die
Parametrisierung
rcost

V3rsint

7,2

X(r,t) =

mit » € [0,1]. Fiir ¢ ergibt sich aus zy, 22 > 0 die Bedingung ¢ > 0. Aulerdewm folgt aus
cost > v/3sint baw. tant < % die Bedingung t < %. Also ist

rcost .

S= V3rsint €R3:r€[0,1],t€[0,€}
2
r

Weiter bestimmen wir die Tangentialvektoren

cost —rsint
X, (r,t) = | V3sint |, X,(r,t) = | V3Brcost
2r 0



und den Normalenvektor
—2V3r2cost
—272sint

V37

X, x X, =

Mit dem Integranden
rot(F) - (X, x X;) = —2(v/3)*r* sint cost + 6r° costsint + vV3r?cost = V312 cost

in den Koordinaten r, ¢ ergibt sich insgesamt

/F~d€=/rot(F)-do
c s
L or§
= 3// r?costdtdr
o Jo

1 . V3 ! 1
=\/§/ r2sint| " dr=—/ ridr = —.
o i=o 2 Jo 2V/3

Lésung zu 4: s handelt sich um cine quasi-lincare Differentialgleichung, und es bictet sich
das Charakteristiken-Verfahren zum Loésen des Problems an. Bezeichnen wir mit &y, ko, w die
Charakteristik, so erhalten wir das System

ki(s) =1
4O = £

w(s) = —2ky(s) tan(ki(s) ka(s)) w(s) .

Integration liefert die Losuingen der ersten Differentialgleichung kq(s) = s + ¢; und fiir ko
ergibt aus der separablen DGL

In(|k2(s)]) =/;:IZE3 ds=/8_ic1 ds=In(s+c1) + ¢,

bzw.
kQ(S) = C’_}(S + Cl) .
Einsetzen in die dritte DGL und Separation liefert

w'(s)

In |w(s)| =/mds= - /c;»(s+cl)tan(c;>(s+cl)2) ds
= —/tan(v) dv

= In(cos(v)) + &

mit der Substitution v = cx(s + ¢;)2. Wir erhalten w(s) = c3 cos(ea(s + ¢1)?).

Als néchstes parametrisieren wir die Anfangskurve durch (?,) fiir ¢ > 0 und bestimmen die
Integrationskonstanten in Abhéingigkeit des Parameters ¢t aus t? = k (0) = ¢; , t = kz(0) = cacy,
also ¢y = %, und aus

tcos(t?) = w(0) = cs cos (%(tz)z)
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mit ¢3 = t. Insgesamt ergibt sich in Abhéngigkeit der beiden Parameter s, ¢
Ei(s,t) = s+t
1
kg(sﬂf) = ;(8 + t2)

w(s,t) = tcos (%(s + t2)2) .

Transformation zuriick in kartesische Koordinaten liefert aus z; = s+1? und 25 = (s +12) =
ay bzw. t = & die Losung

x
u(x) = = cos(a1a) -
T2

Losung zu 5: zu (a) Insgesaﬂl:ﬂt ergibt sich unter der Bedingung ein Laplace Experiment mit
16 unterschiedlichen Wiirfen Q = {(wy,ws) : w; € {1,...,4}} und den méglichen Differenzen
{0,1,2,3}. Fiir die Verteilung der Zufallsvariable erhalten wir

4 6 4 2
Damit erhalten wir den Erwartungswert
6 4 2 5

E(X) = Z JP(X =
j=0

zu (b) Mit den Bezeichnungen

Q={w=(wy,...,w,) w; € {1,...6}},
A={weQ:w; €{5,6}, j=1,...,n},
B={weQ:esgibt je{l,...n} mit w; =1}

ist die Wahrscheinlichkeit P(A N B) gesucht. Dazu lisst sich mit
P(ANB) = P(B|A)P(4)
die bedingte Wahrscheinlichkeit P(B|A) nutzen.

Zunéchst bestimmen wir
4\" 2\"
PA=(=) =(=
w=(5) = (3) -

da jeder Wurf ein Laplace Experiment ist und somit % die Wahrscheinlichkeit fiir w; €
{1,2,3,4} ist. Weiter berechnen wir die Wahrscheinlichkeit P(B|A) aus der Gegenwahrschein-
lichkeit (bei keinem der betrachteten Wiirfe tritt eine Eins auf) zu

P(B|A) =1 G)n .

Insgesamt ergibt sich die gesuchte Wahrscheinlichkeit zu

rnm-rw s~ (o= (2)) (3 -3 ()



