2. Ubungsblatt
Aufgaben mit Losungen

Aufgabe 6:
(a) Berechnen Sie (fTg)’ und (f o g)’ fiir

1 + 22 To sin(x
flaren) = (") gtonan = (200 ), s er

223 cos(z1) + 2

(b) Berechnen Sie (f o g)’ zunichst direkt und dann mit Hilfe der Kettenregel fiir

z1+1 x1 cosh(x
Feraa) = (" 21), atona) = (T OEN) e r

5 L1

Lésung 6:

(a) Die Ableitungen ergeben sich zu

ro=(0 ) wma g () ),

— sin(xq)
Mit der Produktregel bekommen wir
(fT9) () = f(2)"g' () + g(2)" f'(x)

= (z15 cos(xy) + x5 cos(z1) — 2235 sin(x;) + xo sin(zy),

8x3 + 3a2 sin(x1) + o1 sin(x1) + 622 cos(z1)).
Fiir die Verkettung nehmen wir die Kettenregel und erhalten

1 2cos(z1) + 29 X9 cos(zq) Sin(x1)>

(Foa@) = £ @ = (o gemi) Tom ) ( i)
< wocos(zy) — 2sin(z1)(cos(z1) + x2)  sin(xy) + 2(cos(z1) + x2) ) .

—6sin(xq)(cos(x1) + x2)? 6(cos(z1) + x2)?

(b) Zur direkten Berechnung stellen wir (f o ¢g) auf und leiten dann ab:

flg(a) = ( 1 COSh(2$2) +1 ) . (fog)(x) = ( cosh(zz) o1 Siri)h(xg) ) .

xy 214

Fiir die Kettenregel benotigen wir die Ableitung der einzelnen Funktionen:

f(z) = ( (1) 222 ), J(z) = ( COShl(xQ) 1 Sirgh(xz) )

Nun koénnen wir die Kettenregel benutzen und erhalten dasselbe Ergebnis wie oben:

(fog)’(w)=f’(g(x))g’(x)=((1) - ).(Coshl@ﬁ fﬂlsir;)hm)):(cosh(xz) xlsnghm))_

2.’E1

Aufgabe 7: (K)
(a) Berechnen Sie die Gradienten der Funktion F', die gegeben ist durch

NG

F:R%; - R, F(a;,y):/
1

cos(t?ym)
t

dt.



(b) Berechnen Sie mit Teil (a) und der Kettenregel den Wert f/(2) der Funktion

s

2.2
£(s) = cos(t?s*m) ar, 5> 1.
ot

Loésung 7:

(a) Um die partielle Ableitung nach x zu berechnen, definieren wir fiir beliebiges, aber festes y die Funktion

f(z) ::/:C()S(t;yﬂ-)dt, z> 1.

Thre Ableitung an der Stelle z ist nach dem ersten Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gleich
L cos(z2yn), sodass nach der Kettenregel

% F(z,y) = % f(\/ﬂj") = f'(V) 2\1/5 = COS(@ yr) 2\1/5 = % cos(zym)

ist.
Fiir die Berechnung der partiellen Ableitung von F' nach y vertauschen wir die Reihenfolge von Differentia-
tion und Integration. Auf diese Weise erhalten wir

0 /\/5 5} <cos(t2y7r)> /‘/E s
— F(z,y) = — | —————= | dt = —mtsin(t“ym) dt
By (2,9) -y ; : (t"ym)
1 NG

= { COS(toW):|

% = 2iy (cos(xym) — cos(ym)) .

1
(b) Esist f(s) = (Fo¢)(s) mit ¢(s) = (s,s%)" und ¢'(s) = (1, 25) ". Also ist nach der Kettenregel
f'(s) = (Fog)(s)=F'(¢(s)) ¢'(s)

L 3 1 3 2 T_3 3 1 2
— [ = cos — — cos 1.2 = = cos S
<23 cos(s°m), 557 (cos(s’m) — cos(s°m)) | (1,2s) 5% cos(s°m) S cos(s*m)

und damit f/(2) = 2 cos(87) — 3 cos(4m) = 1.

Aufgabe 8:
(a) Berechnen Sie den Gradienten der Funktion G, die gegeben ist durch

Y sin(zxt)
t

G:Rio—ﬂK G(x,y,z)z/ det.
(b) Berechnen Sie mit Hilfe von Teil (a) und der Kettenregel die Ableitung von

2

s° s t
g(s) = / sin(st) dt, s>0.
1/s t

Losung 8:

(a) Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt fiir die partiellen Ableitungen nach y bzw.

z
0G _ sin(xy) oG _ sin(zz)
ay (w,y,z)— y 9 82 (l’7y7z)— .

Fiir die partielle Ableitung nach z kann man Differentiation und Integration vertauschen und erhélt

9C (p y2) = /  cos(at) i — [Sm(m)]y

or T .

z

_ sin(zy) — Sin(xz).

T



Damit ist der Gradient

sin(zy) — sin(zz) sin(zy)  sin(zz)

VG(a,y,z) = ( , — )T

(b) Es gilt

und daher nach der Kettenregel

J'(s) = G'(s, 2, 1/s)(1,2s, 71/52)T

sin(s3) —sin(1) = 2sin(s®)  sin(1) 3sin(s?)

S S S S

Aufgabe 9: (K)
Sei f: R? — R gegeben durch f(z) = xa(e® —z3).

(a) Zeichnen Sie die Menge aller Nullstellen von f, die gegeben ist durch My = {z € R? : f(z) = 0}.
(b) Berechnen Sie den Gradienten und die Hesse-Matrix von f.

(c) Bestimmen Sie die Linearisierung von f im Punkt (0,1) ", sowie das Taylorpolynom zweiten Grades von f
im Punkt (0,1)", das gegeben ist durch

f (a0, = SO0+ 0,0 (273 ) (020 )THf(O,l)( 00,

ZL’Q*]. $271

Losung 9: (a) Wir bestimmen zunichst die Menge aller Nullstellen. Sei hierzu x = (x1,22)" € M mit
f(z) =0, d.h.
0= f(z) = z2(e®™ — 23).

f(x) ist genau dann null, wenn der erste oder der zweite Faktor gleich null ist, d.h. wenn 29 = 0 oder wenn
e®1 = x3. Letzteres ist erfiillt, wenn xy = —i—\ﬂe”l) oder o = —v/e®1. Damit erhalten wir

My = {x eR?:z, €R, 25 € {—\/ew1,07+\/ewl}}.

Skizze der Menge:

€2

T9 = /el

’/[0 9 =0
N X1

(b) Differenzieren ergibt

Toe®t xoe®t ert
Vi) = () H@= (D).



(c) Es gilt (V£(0,1))" = f/(0,1) = (1,—2) und H(0,1) = ( 1 —16 ) .

Die Linearisierung [ von f im Punkt (0,1) T ist daher gegeben durch

.7}2—1

I(z) = £(0,1) + (V£(0,1))7 ( o 7 ) =o+(1,—2)< & ) — oy — 2w — 1).

Fiir das Taylorpolynom zweiten Grades von f erhalten wir

e = ove-a( 7 )i () (023 (Lm)

1 x ' r1tas—1
= 1 —2(x 1)+2(x2—1) <!E1—6($2_1)>

1
= I172l’2+2+§[I%+$1$2*I1+I1l‘2761’§+6I27I1+6I2*6]

1
= :17172I2+2+§I%+1’1I27I17356%4’61’2*3

1
= 5%%73%%4’.%11’2‘%4%2*1

Aufgabe 10:
(a) Uberpriifen Sie, ob die folgenden Differentialgleichungen exakt sind:
(i) 2zcosy — a%sinyy’ =0,
(i) e"y — (e" +2y)y’ = 0,
(b) Zeigen Sie, dass die Differentialgleichung

3

(2z sin(zy) + 2%y cos(zy)) + (z° cos(zy))y’ =0

exakt ist. Vereinfachen Sie die Differentialgleichung, in dem Sie sie mit % durchmultiplizieren. Ist die
resultierende Differentialgleichung immer noch exakt?

Lésung 10:

2

(a) (i) Esist p(z,y) = 2z cos(x) und ¢(z,y) = —z*sin(y). Wir berechnen

0 0
pgy’ y) = —2zxsin(y), qg;’ y) = —2xsin(y).
Also ist die Differentialgleichung exakt.
(ii) Esist p(z,y) = "y und ¢(x,y) = —(e” +2y). Wir berechnen
0 0
p@.y) _ o Od@y) .

dy Ox

also ist die Differentialgleichung nicht exakt.

(b) Es ist
p(z,y) = 2wsin(zy) + 2y cos(zy), q(z,y) = 2° cos(ay).

Wir berechnen

0
p(;;’y) = 222 cos(.%‘y> + 2 COS(xy) _ mSy sin(xy) — 32 COS(my) _ x3ysin(my)
und )
Q(aa; y) = 32% cos(x, y) — 23y sin(zy).

Also ist die Differentialgleichung exakt. Multiplikation mit % liefert die Differentialgleichung

2

2sin(zy) + zy cos(zy) + (z° cos(zy))y’ = 0.



Nun ist
p(z,y) = 2sin(zy) + zycos(zy), q(z,y) = 2* cos(zy).

Wir berechnen

81’59”; W _ g, cos(zy) + z cos(zy) — a*ysin(zy) = 3z cos(zy) — 2y sin(ay)
und )
ng, v _ 2z cos(zy) — 2’y sin(zy).
x

Also ist die Differentialgleichung nicht exakt.



