3. Ubungsblatt
Aufgaben mit Losungen

Aufgabe 11: Losen Sie das Anfangswertproblem

z(y(@))? +y(z) —ay'(z) =0, y(1)=2.
Geben Sie dabei die Losung in impliziter und expliziter Form an.

Hinweis: Es gibt einen Eulerschen Multiplikator, der nur von y abhéngt.

Loésung 11:  Wir definieren zunéchst

plz,y) =2y’ +y und q(z,y) = —z.

Die Differentialgleichung ist nicht exakt, wie man leicht nachrechnet. Wir bestimmen den Eulerschen Multipli-
kator A = A(y) und definieren dazu

plzy) =A)(xy® +y),  qla.y) =—Aly)z.

und berechnen die partiellen Ableitungen

%(x, y) = N(y)(ey® +y) + Aly)(2ay + 1), g(% y) = —Ay).

Damit A Eulerschen Multiplikator ist, muss die Integrabilititsbedingung erfiillt sein, d.h. es muss gelten:

g—g(x,y) = N@)(zy* +y) + Ay)(2ey + 1) = —A(y) = ?Tg(x’ Y)-

Durch Sortieren der Terme erhalten wir

ANyy(ey +1) = AMy)(=2)(zy + 1).
Division durch zy + 1 # 0 und y liefert

2 Ny 2
Ny =—-=Aly) <« =—° = hlA(y)|=hy?+C.
W= A0 & G- AG)
Wir wihlen C = 0 (da wir nur an einer Stammfunktion bzw. einem Eulerschen Multiplikator interessiert sind)
und erhalten somit A(y) = y~2. Damit ergibt sich die neue Differentialgleichung durch Multiplikation der alten
mit A(z,y) zu

1 x

+——— ——9(z) =0.
@ @’
Das Potential f erhélt man nun aus den beiden Bedingungen
Ofy) _ 1 g Yy =
Ox y dy y?
Integration der ersten Bedingung liefert
1 2
fa = [ (a4 ) o =5+ 24 )
(2,) . S elw)
partielle Differentiation nach y ergibt
af(l‘, y) .z /
gy +(y).

Gleichsetzen mit der zweiten Bedingung liefert
—% +(y) = —% = d(y)=0, also c(y) =ceR.
Y Y

Wir wéhlen ¢ = 0 und erhalten die Losung der Differentialgleichung in impliziter Form

1‘2 x

flzy(x)=C <« 7‘5‘@:07



mit einer beliebigen Konstanten C' € R. Der Anfangswert y(1) = 2 liefert mit

12 1
2 2
die Konstante C' = 1 und damit die spezielle Losung
x? T
—+—==1
2 y(x)

in impliziter Form. Die explizite Form der Loésung erhilt man durch Auflosen dieser Gleichung nach y(x) als

2z

y($)=m~

Aufgabe 12: Bestimmen Sie alle Losungen der Differentialgleichung

2 1 r 2
e+ (/ et dt—i—l) y'(z)=0
y(@) Jo
in impliziter Form.

Hinweis: Es gibt einen Eulerschen Multiplikator, der nur von y abhéngt.

Loésung 12:
Wir definieren zunéchst

. 1 [*
plz,y) = e und g(z,y) = ;/ et dt+1.
0

Die Differentialgleichung ist nicht exakt, wie man leicht nachrechnet. Wir bestimmen den Eulerschen Multipli-
kator A = A(y) und definieren dazu

o) = 2w, ) = (5 [T dre1) ac).

Die Integrabilitdtsbedingung lautet somit

81’5591; y) — p(z,y) 3/(;(;;) AW ap(a:,; y) L y(oy) 3/(;;9) FAG) 8qu y) _ 05592 y)
T 5

Wegen dem Hauptsatz der Integralrechnung ist
0 0 * 2 1 2
—_ = — | — U dt] = e %
gt = a0 (5 [t ar) = 1o

e N (y) = Meﬂ”2 .

| =

also finden wir

Y
Die Differentialgleichung fiir A ist also
ANy 1
Ay) y

Wie wir in HMII gelernt haben hat die allgemeine Lésung dieser Differentialgleichung die Form A(y) = ay
fir ein @ € R. Wir wihlen einfach mal o« = 1 (alle anderen o # 0 funktionieren auch). Dann ist also die
Differentialgleichung

v ([ e e o)) e =0
0
exakt und wir miissen eine Stammfunktion (Potential) f(x,y) finden mit

Ao _ o, i) [
0

t2
hCASLY Ja. SLASLY 2] e dt+y.

Ox ’ Oy



Wenn wir die erste Gleichung bzgl. x integrieren finden wir

xr
faw =y [ e d v ely)
0
mit einer Integrationskonstanten c(y), die im Allgemeinen von y abhiingt. Partielles Ableiten nach y liefert

0f(z,y) :/ e dt+¢'(y) = 4, y) =/ e dt+y.
Ay 0 0

Also ist ¢/(y) = y, oder c(y) = y?/2 + a (wir wihlen wieder o = 0), also

x 2 y2
f(w,y)Zy/ e dt + .
0 2

Alle Losungen y(z) der Differentialgleichung sind also implizit durch die Losungen der Gleichung
T 2
flz,y(x)) =C, dh. y(x)/ e dt + @ =C
0

gegeben, mit einer beliebigen Konstanten C € R.

Aufgabe 13: (K)
Losen Sie das Anfangswertproblem

1+ ay(e) + 2% (z) =0, =>0, y(1)=1,

in expliziter Form.
Hinweis: Es gibt einen Eulerschen Multiplikator, der nur vom Produkt xy abhéngt.

Losung 13: Wir definieren zunéchst

p(z,y) =142y und q(z,y) =27.

Die Differentialgleichung ist nicht exakt, wie man leicht nachrechnet. Wir bestimmen den Eulerschen Multipli-
kator A(z,y) = A(zy) und definieren dazu

Ple,y) = L +ay) Azy),  qz,y) =2° Aay).
Die Integrabilitdtsbedingung lautet somit

817(15, y) 2 5(7(1‘7 y)

z A(zy) + 2 (14 zy) A (zy) = a9y 5

=2z Azy + 2y N (zy) .

Dies liefert i
zA(zy) =z AN (zy) —= A(t)=A(t).

Eine Losung dieser Differentialgleichung ist A(t) = ef, also erhalten wir A(z,y) = e™¥. Somit gilt
Pla,y) = L+ay)e™,  qz,y) =a?e™ .

Wir integrieren p beziiglich x und erhalten
flag) = [ B,y do =z e sely).

Damit Vf = (p,q) " gilt, ist noch die Forderung

e ly) = L gay) = a? e
Y

zu erfiillen. Es muss also



gelten. Wir wihlen ¢(y) = 0. Lésungen der Differentialgleichung sind somit impliziert durch die Formel f(x, y(z)) =
C mit C € R gegeben, also
ze™® = (.

Die Anfangsbedingung y(1) = 1 liefert C' = e. Daher ist

1-1
xT exy(r) =e€, d.h. y(a:) = %a z>0.

Aufgabe 14: (K)
Zeigen Sie, dass durch die Gleichung

ze™ —y+1=0, z,y €R

in einer Umgebung des Punktes (0,1) eine Funktion y = ¢(z) mit der Eigenschaft ¢(0) = 1 implizit definiert
ist. Berechnen Sie das Taylorpolynom 2. Grades dieser Funktion ¢ um den Entwicklungspunkt zy = 0.

Loésung 14: Wir verwenden den Satz iiber implizite Funktionen.
Die Funktion f(z,y) := xe*¥ — y + 1 ist unendlich oft stetig differenzierbar.
Es ist of
_ .2 xy
—(x,y) =x" " — 1, x,y € R,
ay( Y) y
also
of
dy

Somit sind alle Voraussetzungen des Satzes iiber implizite Funktionen in der Version im Skript mit k¥ = oo
erfiillt. In einem Intervall [ um a = 0 existiert also eine eindeutige Funktion ¢ mit ¢(0) =1 und

(0,1) = =1 #0.

re”?® —pr)+1=0, zel.

Diese ist iiberdies unendlich oft differenzierbar.
Einmaliges bzw. zweimaliges Ableiten der letzten Gleichung nach x liefert

e (1+zp(x) +22¢' () —¢'(z) = 0, (1)
e (p(z) + 3wy (z) + 2%¢" (2))
+ (p(x) + ¢/ (2)) €™ (1 + 2p(2) + 22/ (2)) — ¢"(z) = 0. (2)

Das Taylorpolynom 2. Grades der Funktion ¢ um den Entwicklungspunkt zg = 0 hat die Gestalt

) e,

Ta(x) = ¢(x0) + ¢’ (20) (x — x0) + 5

Nach Aufgabenstellung ist ¢(xg) = 1. Durch Einsetzen von g = 0 in (1) erhalten wir ¢'(z¢) = 1 und durch
Einsetzen von 2o = 0 in (2) erhalten wir desweiteren ¢’ (zo) = 2. Also folgt

To(x) =1+ 2+ 2°.

Aufgabe 15: Weisen Sie nach, dass sich die Gleichung

e” (22 4+ 22) — /1 +23=0

in einer Umgebung des Punktes (1,0)" lokal nach z, auflésen lisst, d.h. 2o = (1) mit einer geeigneten
Funktion ¢. Leiten Sie anschlieend implizit nach z; ab und bestimmen Sie die Gleichung der Tangente 7" an
¢ im Punkt z; = 1.

Loésung 15:



Setze zuniichst f(x1,z2) = €*2 (22 + 23) — /1 + 3. Dann ist

af w0 12 9 To
—(T1,22) =€ (] + 25+ 229) — ———.
8x2( 1,2) (21 + 23 2) Tl

Damit folgt g—zfg(l,O) =1 # 0. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen (Satz 1.30) ldsst sich die Kurve also

in einer Umgebung von (1,0)" durch x5 = () darstellen.
Die Tangente an ¢ im Punkt (1,0)" ist gegeben durch die Gleichung

T(xl) = (p(l) + (Pl(l) ($1 — ].), 1 € R.

Um ¢'(1) zu berechnen, leiten wir die Gleichung

# ) (af + p(@1)?) = 1+ p(21)2 =0

nach 1 ab und erhalten unter Beachtung von Produkt- und Kettenregel

¢ (£1)e?@) (23 + p(21)?) + @) (221 + 20(21) ¢ (21)) — pla)e(@) _

V14 e(x1)?

Einsetzen von z = 1 und auflgsen nach ¢'(1) liefert ¢’(1) = —2, da (1) = 0. Damit folgt fiir die Gleichung der
Tangente
T(x1)=0—2(x1 —1)=—-221+2, z;€R



