4. Ubungsblatt
Aufgaben mit Losungen

Aufgabe 16: Berechnen Sie 22111e2kritischen Punkte der folgenden Funktionen
(a) f:RQ %Rv f(xay) = 4e” ty 7x27y27

(b) f:R® =R, f(z,y,2) = —In(z? +y? + 22 +1).

Handelt es sich dabei um lokale Minima oder Maxima?

Loésung 16:

(a) Ein innerer Punkt der Definitionsmenge von f kann héchstens dann eine Extremstelle sein, wenn der Gra-
dient von f in diesem Punkt verschwindet. Wir berechnen

2 2
o (x(@er Y —1)) 1 (0
Vi(x,y) =2 (y(4e””2+y2 B 1)> = (O> .
Die Gleichungen 2z(4e® *¥" — 1) = 0 und 2y(4e® +¥° — 1) = 0 sind nur dann erfiillt, falls = 0 und y = 0
gilt. Die Bedingung V f(z,y) = (0,0) " liefert daher als einzigen kritischen Punkt (z9,v0)" = (0,0).

Um zu iiberpriifen, ob es sich bei einem kritischen Punkt um eine Minimal- bzw. Maximalstelle handelt,
kann man die Hesse-Matrix von f an diesem Punkt auf positive bzw. negative Definitheit untersuchen. Die
Hesse-Matrix von f ist gegeben durch

Hf(l‘,y) :2<

46’ Y’ — 1 4 8g2e”’ Y 8zye® TV
Szye” +v” 467V 1 4 8y2en Y

Damit ist
6 0
Hf(O,O):(O 6)'

Diese Matrix ist positiv definit, da der doppelte Eigenwert A = 6 > 0 vorliegt. Damit besitzt f in (x¢,%0) " =
(0,0)T ein lokales Minimum.

(b) Wir berechnen den Gradienten und schauen an welcher Stelle dieser verschwindet,

-2
2y +22+1

(0
Vi(x,y) = =10
0

[SEINSR ]

Wir sehen direkt, dass die Bedingung V f(z,y,2) = (0,0,0)" als einzigen kritischen Punkt (xo,%0,20)" =
(0,0,0) " liefert. Die Hesse-Matrix von f ist gegeben durch

9 — 224+ y?+ 2241 —2xy —2xz
Hy(z,y,2) = — 5 3 —2xy 22—y’ + 22 +1 —2yz
(22 +y% +22 +1) —2xz —2yz 22 +y? -2 +1
Also ist
-2 0 0
H¢(0,0,0) = 0 -2 0
0 0 =2
Diese Matrix ist negativ definit, da der dreifache Eigenwert A\ = —2 < 0 vorliegt. Damit besitzt f in

(70,%0,20)" = (0,0,0)" ein lokales Maximum.

Aufgabe 17: (K)
Gegeben sei die Funktion
fiR2 SR, floy) =2 32% + 47 -9y,

(a) Bestimmen Sie alle lokalen Extremstellen und Extremwerte von f. Begriinden Sie dabei, dass es sich
tatsédchlich um solche handelt und dass es keine weiteren gibt.



(b)

Hat f auch globale Extrema? Begriinden Sie IThre Antwort.

Lésung 17:

(a)

Die Menge R? ist offen. Somit ist jeder ihrer Punkte ein innerer Punkt. Ein innerer Punkt der Definiti-
onsmenge von f kann hochstens dann eine Extremstelle sein, wenn der Gradient von f in diesem Punkt

verschwindet. Nun gilt
(322 =62\  (3xz(x—2)\ 1 [0

Die obere dieser beiden Gleichungen ist #iquivalent zu: = 0 oder = 2, die untere zu: y = —/3 oder
y = /3. An einer Extremalstelle miissen beide Aussagen gelten, womit wir die vier kritischen Punkte

(0,_\/§)T7 (O) \/g)T) (2a_\/§)T’ (27\/§)T

identifizieren. Um zu iiberpriifen, ob es sich bei einem solchen um eine Minimal- bzw. Maximalstelle handelt,
kann man die Hesse-Matrix von f an diesem Punkt auf positive bzw. negative Definitheit untersuchen. Sie

lautet
6(xr—1 0
i) = (50 ).

Damit ist

10V = (¢ _os): 105 = (3 0).
Hf(2,—\/§)=<g _60\/§>, Hf(27\/§)=<g 6?/5)

Die Matrix H (0, —\/3) ist negativ definit, da die Eigenwerte A\; = —6 und Ay = —61/3 beide negativ sind.
Somit handelt es sich bei (0, —v/3)T um eine lokale Maximalstelle mit Wert £(0, —v/3) = 6+/3.

Die Matrix Hy(2, V/3) ist positiv definit, da die Eigenwerte A\; = 6 und Ay = 6+/3 beide positiv sind. Somit
handelt es sich bei (2,1/3)" um eine lokale Minimalstelle mit Wert f(2,/3) = —4 — 6+/3.

Die Matrizen H(0,/3) und H (2, —+/3) besitzen sowohl einen positiven als auch einen negativen Eigenwert
und sind somit indefinit. Bei (0,+/3) T und (2, —v/3) " liegen keine Extremstellen vor.

Die Funktion f hat weder ein globales Minimum noch ein globales Maximum. Um dies zu beweisen, definieren
wir die Folgen a,, := (0,n)" und b, := (0, —n) " fiir n € N. Dann ist die Folge

: 9
flay) =n®—9n =n? <1n2>
nach oben und die Folge
F(ba) = ((=n)? = 9(=n)) = —n® (1 > )

nach unten unbeschriankt. Damit ist also nachgewiesen, dass f sowohl nach oben als auch nach unten
unbeschrinkt ist und folglich keine globalen Extremstellen aufweist.

Aufgabe 18: In der Menge

M ={(z,y) eR* 1axy® — 2>+ 22 —y> - 1 =10}

gibt es genau einen Punkt, der den geringsten Abstand vom Ursprung hat. Bestimmen Sie die Koordinaten
dieses Punktes.

Loésung 18: Wir minimieren die Funktion f(x,y) = 2% + y? unter der Nebenbedingung

glz,y) =ay? —2® + 26—y —1=0.

Die Lagrangefunktion lautet L(z,y, \) = 22 +y% + \(zy? — 22 + 22 — y? — 1). Mogliche Punkte fiir das Minimum
(kritische Punkte) sind alle Punkte mit Vg(z,y) = 0 oder VL(z,y, \) = 0.



Vg(z,y) = 0: Wir berechnen

22z 42\ 1

Aus der zweiten Gleichung erhélt man 2(z — 1)y = 0, also y = 0 oder = 1. Aus der ersten Gleichung folgt
damit z = 1 bzw. y = 0. Da der Punkt (z,y) = (1,0) in der Menge M liegt, handelt es sich hierbei um einen
kritischen Punkt.

VL(z,y,\) = 0: Wir berechnen

2z + Ay? — 2z + 2) ’
VL(z,y,\) = 2y + A\(2zy — 2y) =0
xy? — 22+ 20 —y> -1

1
Aus der zweiten Gleichung erhilt man 2y(1 + A(x — 1)) =0, also y = 0 oder A = e mit z # 1.

Fall 1: y = 0. Die dritte Gleichung liefert —22 + 2z — 1 = 0, also —(z — 1)?> = 0, d.h. = = 1. Setzen wir dies
in die erste Gleichung ein, so erhalten wir 2 = 0, also einen Widerspruch. Dieser Fall fithrt also nicht zu einem
kritischen Punkt.

Fall 2: \ = —ﬁ mit x # 1. Die erste Gleichung liefert dann
2x—x%1(y2—2x+2)=0 & E-1)=y*"-20+2 & 222=y*+2 & y*=222-2.
Dies setzen wir in die dritte Gleichung ein und erhalten
vyt — a2 42—y  —1=a(22? -2) -2+ 20— (222 —2) - 1=22>-32>+1=0.
Wir sehen, dass = 1 eine Losung ist und kénnen eine Polynomdivision mit (x — 1) durchfithren. Diese fiihrt
auf 223 — 322 +1=(x —1)222 —2 — 1) = (z — 1)(x — 1)(2z + 1) = 0. Wir erhalten also die beiden Losungen

z =1und z = —1/2. Jedoch haben wir z = 1 schon in Fall 1 ausgeschlossen. Fiir x = —1/2 erhalten wir mit
y? =222 -2 = % —-2= f% < 0 einen Widerspruch, also keinen kritischen Punkt.

Insgesamt ist der einzige kritische Punkt (z,y) = (1,0). Dies ist daher der gesuchte Punkt der Menge M, der
den geringsten Abstand vom Ursprung hat.

Aufgabe 19: Ermitteln Sie die Extremstellen und Extremwerte der Funktion
[:R* =R, flr,y,2)=5cx+y—3z
unter den Nebenbedingungen
ax,y,z)=c4+y+2z=0 und go(m,y,2) =a? + 9y + 22— 1=0.

Losung 19: Mit dem Ziel, die Langrangesche Multiplikatorenregel anwenden zu koénnen, berechnen wir
zunédchst die Gradienten der beiden Funktionen g; und gs, die die Randbedingungen definieren:

1 2x
Vai(z,y,2) = | 1 und  Vga(z,y,2) = | 2y
1 2z

Die Lagrangesche Multiplikatorenregel lisst sich an allen Punkten (x,y,z)" anwenden, an denen Vg;(z,v, 2)
und Vgs(z,y, z) linear unabhiingig sind. Es sind dies die Punkte (z,y,2)", an denen nicht z = y = z gilt, also
zumindest zwei der drei Koordinaten unterschiedliche Werte aufweisen.

Der einzige Punkt, dessen drei Koordinaten gleich sind und gleichzeitig die erste Nebenbedingung erfiillen, ist
(0,0,0)T. Dieser erfiillt jedoch nicht die zweite Nebenbedingung, sodass wir die Lagrangesche Multiplikatoren-
regel in diesem Fall an allen zugelassenen Punkten anwenden kénnen.

Die Lagrangefunktion fiir diese Extremwertaufgabe hat die Form

L(xvywza)\ly)\Z) = f(x,y,Z) +)\191(x,y,2)+)\292(1',y,2) = 5x—|—y—3z—|—)\1(x—|—y+z) +)\2(£C2 +y2+2’2 - 1)



Laut der Lagrangeschen Multiplikatorenregel gibt es zu jeder Extremstelle (x,y, z) T von f unter den gegebenen
Nebenbedingungen Zahlen Ay und s (Lagrangesche Multiplikatoren) mit der Eigenschaft

VL('T7 Y, z, )‘la )‘2) = (Oa 07 07 07 O)T
Dies fiihrt auf die fiinf Gleichungen

54+ A +2Xzx=0
14+ A +2Xy=0
=3+ M +2X2z=0
z+y+2=0
2+t 4+22-1=0,

\)

~ o~~~ —~
-~ W
o =2 o

die wir im Folgenden nach den fiinf Unbekannten z,y, z, A1, A2 auflésen.

Zunichst beobachtet man, dass Ay # 0 sein muss, da sonst die Bedingungen (1)—(3) unabhéingig von A\; verletzt
wéren. Durch einfaches Umstellen dieser Gleichungen, konnen wir also x,y, z in Abhéngigkeit von A; und A,
ausdriicken und erhalten

x—_5_/\1 s ! Z_3—)\1
) VI ) VI T oy
Setzen wir diese Ausdriicke in (4) ein und multiplizieren mit 2\ durch, ergibt sich
2 2
1 ) also € )\27 Y ) z Ao

Dies setzen wir anschliefend in (5) ein und erhalten nach Auflésen
2| = 2V2, also Ay =-2v2  oder Ay =2V2.

Die Probe zeigt, dass beide Werte fiir Ao zusammen mit den bisherigen Ergebnissen auf Losungstupel (z, y, z, A1, A2)
der Gleichungen (1)—(5) fiithren, némlich

2 2 2 2
V2 V2o .5 baw. V2 V2 )
2 2 2 2

Dazu gehoren die Funktionswerte

f (? 0, —?) =4v2  bzw. f <—‘/§ 0, ﬂ) = —4v/2.

Die Menge
M = {(x7y’z)7 € R3 : gl(xvyvz) =0 und 92(x7y72) = 0}

der erlaubten Punkte, auf die wir f einschrénken konnen, ist als Schnittmenge zweier abgeschlossener Mengen
selbst abgeschlossen und aufgrund der zweiten Nebenbedingung auch beschriankt also kompakt. Da f stetig
ist, existiert zwingend ein Maximum und ein Minimum. Diese kénnen aufgrund der Langrangeschen Multipli-
katorenregel hochstens an den beiden oben errechneten Punkten liegen, womit diese als Maximalstelle bzw.
Minimalstelle erkannt sind.

Aufgabe 20: (K)
Bestimmen Sie mit Hilfe der Langrangeschen Multiplikatorenregel Minimum und Maximum der Funktion

fRP SR, f(z,y,2) =2

auf dem Schnitt der Kugeloberfliiche 22 + 42 + 22 = 1 mit der Ebene z = .

Lésung 20: Bestimmt werden sollen die Extrema der Funktion f(x,y,z) = 22 unter den Nebenbedingungen
gy, 2) =2+ +22 -1 und  golx,y,2) =2 — 2

Um die Langrangesche Multiplikatorenregel anwenden zu kénnen, muss fiir die in Frage kommenden Punkte die
Restriktionsgradienten Vg; linear unabhéngig sein, d.h.

Clv.gl(xayvz)+CZV92(‘T7y72) =0 = 1 = C2 =0.



Wir betrachten das LGS
2x 1 c 0
2y 0 ( 1) =1lo
2 —1) \? 0
Aus der zweiten Nebenbedingung x = z ergibt es sich

2xci +c2 =0,
2yc1 +0-¢c2 =0,

2xc1 —cy = 0.

Addieren der ersten und zweiten Gleichung liefert 4xc; = 0. Das LGS besitzt also nur fiir den Fall z = 0,y =
0, z = 0 nichttriviale Losungen (d.h. (¢1,¢2) # (0,0)), was der ersten Nebenbedingung widerspricht. Damit gilt
fiir alle Extremalkandidaten, dass Vg; und Vgs linear unabhéngig sind.

Die Lagrange-Funktion ist gegeben durch

L(I7y7 2, >\17 >‘2) = f(xa Y, Z) + Algl(xaywz) + A2.92(937y5 Z)7

und die notwendige Bedingung fiir Extrema lautet VL(z,y, 2, A1, A2) = (0,0,0,0,0) . Diese fiihrt auf die Glei-
chungen

2e4+2Mz+ X =0 (1)
2My =0 (2)

2A12 — A2 = 0 (3)
24y +22-1=0 (4)
x—2z=0, (5)

die wir nach den fiinf Unbekannten z,y, z, A1, A auflésen. Aus der Gleichung (2) folgt entweder A\; = 0 oder
y=0.

Fall \; = 0: Die Gleichung (3) liefert dann Ay = 0 und aus Gleichung (1) erhilt man z = 0. Eingesetzt in (5)
ergibt sich z = 0 und Gleichung (4) liefert y = £1. Somit ergeben sich die zwei kritischen Punkte

0 0
P1: 1 und PQZ -1
0 0

Fall y = 0: Mit # = 2z (Gleichung (5)) folgt aus der 4. Gleichung 222 = 1, also z = z = i%. Es ergeben sich
somit die zwei kritischen Punkte

1 1

V2 V2
Pg = 0 und P4 = 0
1 1

V2 V2

Die Funktion f ist stetig und die Menge die sich aus den Nebenbedingungen g; und go ergibt ist eine Ellipse
und damit kompakt. Es werden also Maximum und Minimum von f auf dieser Menge angenommen.

Wegen f(Pi2) = 0 und f(P34) = 3 liegen die Minima in den Punkten P; und P, und die Maxima in den
Punkten P; und Pj.



