6. Ubungsblatt
Aufgaben mit Losungen

Aufgabe 26: Die Menge

2 2 2
x Yy z
B{a2+b2+62§1, x7y,z>0}, a,b,c >0,

ist der im 1. Oktanten gelegene Teil eines Ellipsoids. Beschreiben Sie B unter Verwendung von
(a) kartesischen Koordinaten z,y, z, wobei y von z und z von x und y abhéngt,

(b) Zylinderkoordinaten = rcosg, y = rsing, z = z,

(c) elliptischen Zylinderkoordinaten = aucosv, y = businv, z = z,

(d) Ellipsoidkoordinaten z = aucosvsinw, y = businvsinw, z = cucosw

und geben Sie die Jacobideterminante der Transformation an. Verwenden Sie eine der obigen Transformationen,
um das Volumen von B zu bestimmen.

Loésung 26:

(a) Die Ellipsoidungleichung kann nach z umgestellt werden:

22 :c2 y2 172

T<1-= -5 o 0<z<efl-5 -2
cz ~ a? b2 - a

Fiir  und y gelten dann die Einschrankungen

2
O<y§b\/j und O0<z<a.
a
Damit ergibt sich
/ ) 22 g2
B:{(x7yaz)0<xga70<y§b 1_0,2’0<Z§Cm}

Die Jacobi-Determinante der kartesischen Koordinaten ist |®'| = 1.

(b) Einsetzen der Zylinderkoordinaten in die Ellipsoidungleichung ergibt

r2 cos? n r?sin? ¢ n 22 <1 = 5 (cos? o sin? ¢ 22
—- r
a? b2 2~ a? b2

Stellen wir die Gleichung nach z um erhalten wir

1
2 2 3

cos sin
O<z§c<1—r2( a2(p+ bQSO)) .

Diese Ungleichung ist erfiillt, wenn fiir r gilt

[N

cos? o sin? g
0<r<< o + 02 )

Da z,y, 2 > 0 gilt, betrachten wir nur den ersten Oktanten. Somit wissen wir, dass 0 < ¢ < 7. Insgesamt
ergibt sich

1
2

1
7r cos? ¢ sing 5 [cos? o sin? o\ \
B:{(r,tp,z):0<§0<2,0<7‘§( 2 + 72 ) ,O<z§c<1—r( 2 + 72 )) .

Aus der Vorlesung wissen wir, dass bei Zylinderkoordinaten |®'| = r gilt.




(¢) Wir setzen
r=aucosv, y=businv, z=z.
Dann wird die Ellipsoidbedingung zu
2,2 e 2,2 oi02 2 2 2
a“u®cos®v b usinv 2 z z
5 + +Z =242 <1 = <142 = 0<z<ceV1-—u?.
a b2 c2 2 c2
Somit liegt u in dem Bereich 0 < u < 1. Der Winkel v muss wieder in dem Intervall 0 < v < 7 sein, da
x,y, 2z > 0. Insgesamt gilt

B:{(u,v,z):0<v<g7 0<u<l, O<z§cx/1—u2}.

Die Jacobi-Determinante bestimmen wir durch

acosv —ausinv 0
|®'| = | bsinv bucosv 0 | =abu.
0 0 1

(d) Wir setzen

r=aucosvsinw, y=businvsinw, z=cucosw.
in die Ellipsoidungleichung und erhalten
u? cos? v sin? w+u? sin? v sin? w+u? cos® w <1l = u? sin? w+u? cos® w <1l = u? <l = 0O0<u<l.
Da die Parameter im 1. Oktanten liegen, gilt fiir die Winkel v, w:

™ ™
I<v< =, O<w<—.
US55 =3

Somit ergibt sich

B:{(u,v,w):0<u§1,0<v<g,0<w<g}.

Wir berechnen noch die Jacobi-Determinante

acosvsinw —ausinvsinw au cos v cos w
|®'| = | bsinvsinw bucosvsinw businvcosw | = abcu®sinw.
ccosw 0 —cusin w

Um das Volumen des Koérpers zu berechnen, benutzt man praktischerweise die Ellipsoidkoordinaten aus (d):
Damit folgt

Aufgabe 27: Durch Parametrisierungen mit x(t) = (sint,cost)’ und y(t) = (1 + sint) (sint,cost)" fiir t €
[0,7/2] sind zwei Kurven im R? gegeben, die im ersten Quadranten (x; > 0, 22 > 0) ein Gebiet B C R?
begrenzen. Berechnen Sie mit einer geeigneten Koordinatentransformation das Integral

L1 T2

\/%dx.
2% Ty + T35

Losung 27: Die beiden Kurven z(t) und y(t) verlaufen in derselben Richtung (sint,cost), das Gebiet B liegt
also zwischen zwei Strahlen im ersten Quadranten. Daher bietet sich die Koordinatentransformation

D(r,p) = (x1,22) = (rsing, rcosp) re(l, 1+sing), p€ (0, g)



an. Wir setzen T
D= {(r,gp) ER’:1<r<(1+sing), € (075)}-

Durch Transformation auf Polarkoordinaten ist dann

2 .
// 7@ 2 ~ d(z1,22) = // T SMpeosy |®'(r, )| d(r, @) = // r? sin @ cos p d(r, ).
/s V? + a3 /s \/ —

. 2
r2(cos? ¢ + sin” ) > o

Dies schreiben wir als iteriertes Integral und rechnen aus:

m/2 14sing /2 3 14sin g
// r? sinpcospd(r, @) = / / 2 sin g cos pdrdy = / {3] sin ¢ cos p dp
1
D 0 1 0

2
1

sing cosg ((1+sinp)® — 1) dp

2

S— 1 o2

1
= 3 (3sin2cpcosg0+3sin3ga cos ¢ + sin? coscp) de
= 1sin?’ —|—§sin4 +lsin5 ﬂ/Q—E
BN A T - T P T}

Aufgabe 28: (K)
Berechnen Sie das Volumen des Torus 7' mit Radius R und Radius des Querschnitts r mit Hilfe folgender

Koordinaten
U(s,0,¢) = ((R+ rscosf) cos p, (R + rscosf)sin g, rssinf) "

mit 0<s<1,0<6,¢ <27

Losung 28: Die Jacobi-Matrix der Abbildung ¥ lautet

rcosfcos¢ —rssinfcos¢p —(R+rscosf)sing
U'(s,0,¢) = | rcosfsing —rssinffsing (R + rscosf)cosd
rsin 6 rscosf 0

Zur Berechnung der Determinante entwickeln wir nach der dritten Spalte:
det U'(s,0,¢) = —(R+rscos@)sing - Ci3 + (R + rscos ) cos ¢ - Cas,

wobei
rcosfsing —rssinfsin¢

_ — 204
ClB_det( rsin 6 rscosf >—rssm¢

und
rcosfcos¢ —rssinfcos o

rsinf rscosf

Ca3 = (—1) det ( ) = —r?5c0s .



Durch Einsetzen und Vereinfachen (unter Verwendung von sin? ¢ 4 cos? ¢ = 1) erhalten wir
det W' (s,0,¢) = —r?s (R4 rscos),

und damit
| det ' (s,0,¢)| = r?%s (R + rscosf).

Fiir das Volumen des Torus T ergibt sich somit

1 27 27 1 27 27
/// d:c:/ / / |det\1/'(s,9,¢)|d¢d9ds:r2/ s/ (R+rscose)/ d¢df ds
T 0 0 0 0 0 0

1 o 1
= 27r7"2/ s [R@ + rssin 0} ds = 47r2r2R/ sds = 27°r?R.
0 0 0

Aufgabe 29: (K)
Der Bereich B C R? wird von den Kurven

1 2 ..
To = o To = o To = 224 und To = 3xy1 jeweils fiir 27 >0
1 1

berandet. Skizzieren Sie den Integrationsbereich B und berechnen Sie

(a) den Flicheninhalt von B,

2
(b) das Integral J = // %dw.
1
B

Hinweis: Verwenden Sie die Transformation u = x1 2, v = x2/x fiir 21,29 > 0.

Losung 29: Skizze:

In uv-Koordinaten lauten die berandenden Kurven v = 1, u = 2, v = 2 sowie v = 3. Mit 2; = y/u/v und
zo = /uw folgt fiir die Jacobi-Determinante:

1 Vu
Ox1,w9) | _ 2V 2/3 _ L
det (8(u, ) ) det o ﬂ 7o > 0.
2/ 2\/v

Damit folgt

(a) fur den Fldcheninhalt:

[fo [ [

2 3
det M d/]_}du:/ / idvduzl[lnﬂ]gzllné
O(u,v) 1 Ja 2v 2 2 2




(b) fiir das gegebene Integral:

e

2 3 2 3
det<M>‘dvdu:/ / 2vidvdu:/ / dvdu = 1.
d(u,v) 1 J2 2v 1 J2

Aufgabe 30: Aus dem Zylinder 22 + 23 < 4 im R3 wird durch die 2122 —Ebene und die Fliche x5 = €173 ein
Korper herausgeschnitten. Welche Masse hat dieser Kérper und wo liegt sein Schwerpunkt, wenn seine Dichte
durch p(x) = 22 gegeben ist?

Hinweis: Die Masse M und der Schwerpunkt Z sind gegeben durch

T
1
M = /// Jdz und Z= [z mitji:M///xip(x)dx, 1=1,2,3.
v

zs3

Loésung 30:
Mit Zylinderkoordinaten (w1, z2,73)" = (r cosé,r sing, z) T und r € [0,2], ¢ € [0,27] und z € [O, e’”z} folgt fiir
die Masse M

2m 27 2
M= /// dx—/ sin ¢/ / dzdrde¢ = / sin ¢/ 287 drde¢
2 27
= / sin (25/ ™ drde = 1/ sin? ¢>/ ze® dzdo part. nt. }/ sin ¢ [ze” — ¢*]% do
2 Jo 0 2 Jo

:1/0 sin ¢(36 —|—1) do=

1,1, 17 o«
5 (3¢* +1) [2¢—4sm2¢]0 =5 (8" +1).

1
2
Zur Berechnung des Schwerpunktes Z gehen wir analog vor und erhalten fiir Z; und Z,:

2 e’“2 27
a‘:l:%///vxlp(z)dx:%/o r4/0 / cos ¢sin® ¢pde dzdr =0

[ sin? ¢] =0

Ty = M/// x9 p(x M/ / /2ﬂ51n3¢d¢ dzdr =0.

7[ cos¢+30053¢]0 =

Damit ist ; = T2 = 0 (Bemerkung: Man kann fiir dieses Ergebnis auch mit der Rotationssymmetrie des Korpers
argumentieren.) Die x3-Koordinate des Schwerpunkts ergibt sich durch

T3 = M/// x3 p(z M/Qﬂsm gzﬁ/ / zdzdrdqﬁ-/%sm (;5/ [} drde
—/%sing(b/ r36 ¢ o= 4M/27rs1n ¢>/ ze?dz dg
l,-

part. Int. 27 { ) 1o m(7e® +1) T +1
xr xr d — .
aM / sin'* ¢ O T6M 8@+ 1)




