7. Ubungsblatt
Aufgaben mit Losungen

Aufgabe 31:
(a) Man berechne folgende Kurvenintegrale lings der Kurve C":

(i) /(mf +a9)dl, C:x(t) = (t,cosht)?, 0<t<1,
c

(ii)/ 22 423 +23dl, C:z(t) = (tcost,tsint,t), 0<t<2m.
C

Hinweis: cosh?(t) = L (cosh(2t) +1).

1
2

(b) Bestimmen Sie die Lange der Kurve
4 T
C:x(t) = <t,t2,3t3/2) ., 0<t<1

1
und berechnen Sie das Kurvenintegral / — dL
14421 + 4ao
c

Loésung 31:
(a) (i) Es gilt

r(t) = 1 T = sinh?(¢) = cos
#0) = (gungey )+ 18012 = /14 sinh(0) = cosh(t)

Damit erhalten wir

1 1 1 1 1
/(xf + x9)dl = /(t2 + cosht) coshtdt = /t2 cosh tdt + /cosh2 tdt P [¢? sinh t](l) - /Qt sinh tdt + /cosh2 tdt
c 0 0 0 0 0

-1 [t2 sinh ¢ — 2t cosh ¢t + QSinht]é +

=

(cosh(2t) +1)dt

1

inw. . 1

cosh? tdt Hinw 3sinh1l —2cosh1 + / 3
0

— O\H

=3sinh1 —2cosh1 + [sm};(%) ;}

1 1
=3sinh1 —2cosh1 + isinh2—|— -

0 2

(ii) Es gilt

i(t) = (cost — tsint,sint +tcost, 1), ||@(t)|2 = \/(1 +t2)(sin®t + cos2t) + 1 = /2 + 2.

Damit erhalten wir

27 2
/ x§+x§+x§d£=/\/t2cos2t+t2sin2t+t2\/2+t2dt:/\/2t2\/2+t2dt
C 0 0

= %= ((2+ (2m)?)? —2%)

= \/§7t\/2—|—7t2dt =2 [§(2+t2)§ﬂ V2
0

0

_ gg% (+2m)f - 1) = g (+2mn)f —1).

(b) Es gilt
() = (1,26,2V0) 7, |l&(t)|la = V1 4+ 482 44t = /(1 +2)2 =14 2t.

Damit berechnen wir die Lénge der Kurve:

L:/Hab(t)||2dt:/(1+2t) dt = [t + 2], = 2.
0 0



Mit der gleichen Parametrisierung finden wir

P 1

1
14-2¢ dt 1 1
dt= | e &= = -In[1+2t| =-n3.
/1+4-T1+4$2 /1+4t+4t2‘|x( 2 /1+4t+4t2 /1+2t 2 n|l+ |0 5 n
C 0 0 0

Aufgabe 32: Gegeben ist die Parametrisierung z : [—1,1] — R? durch

1-¢ 2t '
)=|——,—— te|—-1,1].

z(t) <1+t2’1+t2> ’ €l-L1]
(a) Berechnen Sie die Liange der Kurve C = z([—1, 1]).

(b) Parametrisieren Sie die Kurve nach der Bogenlénge.

(¢) Welche Form hat die Kurve C?

Lésung 32:
(a) Es gilt:

-t (15 ) e ()t (o8 )

2Vt +2t2 41 2
(1+2)2 142

Damit folgt

ll&()ll2 =

Als Lange ergibt sich also

1
2
L—/ dt—Q[arctant} = .
142 1

(b) Die Bogenlinge ist gegeben durch:
= / ||&(7)|| dr = 2[arctan(r)]*__, = 2arctan(t) + g

Fiir die Parametrisierung nach der Bogenlinge benstigen wir die Umkehrfunktion von s: [—1, 1] — [0, 7].
Wir l6sen die Gleichung s = s(t) = 2arctan(t) + 7/2 nach ¢ auf:

s = 2arctan(t) + g & = arctan(t) < tan (% — —) =t.

T
4

N ®»

Die Umkehrfunktion ¢ : [0,7] — [~1,1] der Bogenlinge ist also durch #(s) = tan(s/2 — m/4) gegeben.
Damit ergibt sich die nach der Bogenlidnge parametrisierte Kurve zu (aus Griinden der Ubersichtlichkeit
setzen wir in der Rechnung ¢ = s/2 — 7/4)

x(t(s)):<1—tanzgo7 2 tan ¢ )T

14 tan? ¢’ 14 tan?

z(s)

T
<0082 @ —sin®p  2cospsing >
cos? p +sin? ¢’ cos? ¢ + sin? ¢

(cos(2¢),sin(2¢p)) T
T ) T\ T
(cos (575),Sm (575>) , s € [0, ].

(c¢) Die Kurve C ist gerade der Wertebereich der Funktionen x bzw. z, also z([—1,1]) bzw. ([0, 7]). Mit der
Parametrisierung nach der Bogenlidnge sieht man leicht, dass es sich bei der Kurve C' um den Halbkreis
{(cosp,sinp)" : ¢ € [-7/2,7/2]} handelt.



Aufgabe 33: (K)
Berechnen Sie den Flidcheninhalt des ,, Lemniskatenfliigels“ , der durch

B={zeR?: (2] +23)% <2(2} —23), 1 >0}

gegeben ist, und bestimmen Sie das Kurvenintegral
/ a2+ adde
oB
iiber den Rand 0B des Gebiets.

Hinweis: Verwenden Sie die Koordinatentransformation

1 = uy/2c08(20) cosv, g =uy/2cos(2v) sinv, 0<u<1l, -—
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<
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N
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Losung 33:
Durch die Transformation z = ®(u,v) = (uy/2cos(2v) cosv, uy/2cos(2v) sinv)’ sind neue (krummlinige)
Koordinaten gegeben und das Gebiet l&sst smh in diesen Koordmaten durch

B={z=®(u,v) : 0<u<lund —7n/4 <v<m7/4}

beschreiben.
Wir benétigen die Funktionaldeterminante dieser Transformation mit

91 (y,v) 221 (y,v)
= U ’ ov
det(®(u,v)) = det ( &, 84, B2 (u, v) )
\/2 cos(2v) cosv \/T sin(2v) cos v — uy/2 cos(2v) sinwv
v/2 cos(2v) sinw \/‘/?72 sin(2v) sinv + u4/2 cos(2v) cosv

= 2ucos(2v) .

%

= det

Damit erhalten wir den Flicheninhalt

I

Der Rand ist in den urspriinglichen Koordinaten durch

T
2u cos(2v) dvdu = [uz]é . [ sin(?’u)] = 5(1 +1)=1.

\Ma

ENE]

OB = {z € R?: (2] + 23)* = 2(2] — 23), z1 >0}
gegeben. Fiir die neuen Koordinaten folgt v = 1 und damit lésst sich die Kurve durch

0B = {z(v) = (\/2cos(2v) cosv, /2 cos(2v) sinv) ' : —7w/4 < v < 7w/4}

parametrisieren. Mit

lz(v)]|2 = \/2 cos(2v)(cos?2 v + sin® v) = /2 cos(2v)
und

1
|2(v)||2 = ——=1/(—25in(2v) cos v — 2 cos(2v) sin v)2 + (—2sin(2v) sin v + 2 cos(2v) cos v)2
2 cos(2v)

2
2 cos(2v)

folgt das Kurvenintegral

£ 2
\/x2+x2d£:/ v/2c08(20) ———dv = .
/BB e -z ( )\/QCOS(QU)



Aufgabe 34: (K)

(a) Besitzen die Vektorfelder F,G : R? — R? mit

F(z,y) = <3 cos(z +y) — 3rsin(z +y), —3zsin(x +y) — ;3) : , (z,y)" € R?,
G(z,y) = (v*+ 2y, 2y+x2)T, (z,y)" € R?,
Potentiale? Berechnen Sie diese gegebenenfalls.
(b) Es sei a € R und das Vektorfeld H : R? — R? gegeben durch
H(x,y) = <;$3 — axy, 4x2>T ) (z,y)" € R2

Bestimmen Sie den Parameter a so, dass H konservativ ist und berechnen Sie fiir diesen Fall ein zugehoriges
Potential.

Loésung 34:
(a) F: Esist
0
a—yFl (z,y) = —3sin(zx + y) — 3z cos(z + y)
und

%Fg(x, y) = —3sin(z + y) — 3z cos(z + y),

also (,%Fl (z,y) = Z F(z,y). Somit besitzt F auf R? ein Potential, also eine Funktion f mit Vf = F.

Um f zu bestimmen, kann man etwa die erste Komponente F} von F beziiglich der ersten Variable z
integrieren:

flz,y) = /(3 cos(z +y) — 3zsin(x + y)) dx = 3z cos(z + y) + c(y) -

Dabei muss beriicksichtigt werden, dass die Integrationskonstante von y abhéngen kann. Dieser Ausdruck,
partiell nach y differenziert, liefert die zweite Komponente,

%(x, y) = —3xsin(z +y) + ' (y) L 3¢ sin(x + y)

Ay R

Damit ergibt sich ¢/(y) = —%, und somit ist c¢(y) = 2 + d mit einer Integrationskonstante d, die wir gleich
Null wéhlen kénnen, da wir nur ein mogliches Potential bestimmen mochten. Als Funktion f erhalten wir
somit

1
f(z,y) = 3z cos(z +y) + "
G : Besifle G ein Potential g, so miisste nach dem Satz von Schwarz gelten:

0 0 2
@Gl(x7y) - %GQ(x7y)’ (xay) S R .

Es ist jedoch

0 0
@&@w—%+%%%—%%@w

fiir y # 0. Demnach kann es ein solches Potential nicht geben.

Damit es ein Potential h zu H gibt, muss analog zu Aufgabenteil (a) gelten:

9 0 )
%Hl(xvy) - %Hg(f,y), (l‘,y) eR )

also
—ar =8z, (x,y) € R

Diese Bedingung ist genau dann erfiillt, wenn a = —8, also

a3 482
)= (F,5), @ er



ist. Durch Integration von Hs iiber y ergibt sich aus gz (2,y) = Ho(z,y) = 422 fiir h die Form

hz,y) = 4%y + (o).
Ableiten nach x und Vergleich mit Hy(z,y) = %x?’ + 8zxy liefert

1
d(z) = 53037

also etwa c(z) = %x‘l. Damit erhalten wir als Potential schlieflich

1
h(x?y) =4x2y+§m4, (-'L',y) eRz'

Aufgabe 35: Das stetige Vektorfeld G : R? — R3,
G(x) = (xg, €73, xoe™3 + 21’11‘3)T

besitzt Potentiale. Bestimmen Sie eines und berechnen Sie das Integral J = [ G(z) - d¢ entlang einer beliebigen
K
Kurve K, die vom Punkt (1,0,0)" zum Punkt (0,1,0)" fiihrt.

Losung 35:

Wir bestimmen ein Potential g zu G, wobei wir uns auf die durch den Hinweis im Aufgabentext gegebene
Gewissheit stiitzen, dass ein solches tatsichlich existiert.

Integration der ersten Komponente von G iiber x; liefert die Form

g(z) = xlx?,) + c(xa, x3)

mit einem Term ¢(xs, x3), der nur von den Variablen xs und z3 abhiingt. Partielle Ableitung dieses Ausdrucks
nach x5 ergibt

0 )
025 g(x) 2, c(w2, v3) = Ga(z) = €3,

also
c(xa, x3) = 2™ + d(x3)

mit einem Ausdruck d(z3), der nur noch von x3 abhingen kann, da ¢(xs, x3) nicht von x; abhiingt. Setzen wir
diese Form von ¢(xs, x3) in die oben bestimmte Form von g(x) ein, sind wir also bei

g(x) = 123 + 20 + d(x3)
angelangt. Anschlielende partielle Ableitung nach z3 fithrt auf

0

879(%) = 2x123 + 0™ + d'(13) L G3(x) = x0€™® + 2123,
Z3

also
d'(xz3)=0 = d(z3) = k = const.

Mit der Wahl k£ = 0 ergibt sich also etwa
g(x) = 2125 + 296", r € R3,

Das Integral J errechnet sich nun zu

/G(az)-dZ:g(O,l,O)fg(l,0,0) —1-0=1

unabhéngig von der konkreten Form der Verbindungskurve K.



